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1. Predgovor

U ovoj knjizi moguce je pronadi sva predavanja koja su se odrzala na Zimskoj skoli matematike 2024.
godine, zajedno s veéinom hintova i rjeSenja.

Osnovna namjera izrade ovih materijala stoji u ¢injenici da je na predavanju mogucée pojasniti samo
tehnike rjeSavanja, a da je za primjenu istih potrebna i vjezba, Sto ucenici uz pomo¢ ovih materijala
mogu sami raditi.

Dodatno, knjiga sadrzi opis kampa te projekata koji su se odrzali na njemu kako bismo zainteresirali
bilo kojeg citatelja ove knjige da moZda i sam sudjeluje na istome.

Za bilo kakve uocene pogreske u knjizi bili bismo zahvalni ako biste se javili na nasu email adresu.

mentori Udruge,
25. sijeCnja 2024.




Uvod

O udruzi

Veé mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matematicare za natjecanja iz matematike,
nudeéi im razne moguénosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u sva podruéja matematike. Od
raznih prilagodbi redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike pri-
premanja ucenika za natjecanja poput dodatnih nastava koje su odrzavali studenti i bivsi natjecatelji,
uglavnom u svojim zavrSenim srednjim Skolama. U takvim vrstama priprema posebno su prednjacile
zagrebacke XV. i V. gimnazija.

Skolske godine 2008./2009. rodila se ideja ujedinjenja mentora mladih matemati¢ara tih dviju gim-
nazija, a i svih ostalih najboljih matematiéara u Hrvatskoj, u jednom velikom projektu unaprjedenja
priprema namijenjenih mladim matematicarima diljem Lijepe NaSe. Tako je nastala udruga Mladi
nadareni matematicari "Marin Getaldié".

Slika 2.1: Sastanak na kojem se formirala udruga Slika, 2.2: Jedno od prvih predavanja subotom

Udruga se u pocetku bavila samo organizacijom ljetnih kampova mladih matematicara i tjednih pre-
davanja iz natjecateljskih tema, no s vremenom se djelovanje udruge prosirila i na druge aktivnosti
poput zimskih skola, gostovanja Udruge u ostalim hrvatskim gradovima i skolama u svrhu populariza-
cije matematike ili natjecateljskih predavanja, sudjelovanje na mnogim konferencijama i sajmovima. . .

Danas je Udruga jedan od najvaznijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktiv-
nosti namijenjenih mladim matematicarima Zeljnim unaprjedenja vlastitih matematickih vjestina, a
¢lanovi Udruge dolaze iz desetak razlicitih srednjih skola, iz svih dijelova Hrvatske. VazZnosti i ugledu
Udruge svjedoce razna gostovanja matematicara iz svih krajeva svijeta u ulogama mentora i predavaca
popularno-znanstvenih predavanja, velik broj prijava ucenika na nasSe kampove, povjerenje u organi-
ziranje vaznih medunarodnih natjecanja lokalno u Hrvatskoj, ali i samostalna organizacija godiSnjeg
matematickog natjecanja "Europski matematicki kup" ve¢ desetak godina u kojem sudjeluje vise od
30 drzava diljem svijetal



2.2. Povijest kampova

Ljetni kamp najveca je i najvaznija aktivnost u organizaciji udruge MNM "Marin Getaldi¢" koja obu-
hvacéa tjedan dana aktivnosti namijenjenih mladim matemati¢arima koji nastoje ostvariti sve svoje
matematicke ambicije i interese. Kampovi se odrzavaju od 2010. godine te vjerujemo da kampovi
svake godine postaju sve bolji. Godine iskustva starijih mentora, entuzijazam mladih mentora i dobra
organizacija omogudili su polaznicima kampa sudjelovanje u raznim aktivnostima vezanima uz mate-
matiku, ali i onima koji se odnose na razonodu.

Nakon nekoliko godina uspjesne organizacije Ljetnih kampova, pocetkom 2014. godine odrzana je prva
Zimska Skola matematike u Domu Crvenog kriZa na Sljemenu. Zimska je skola jako sli¢na Ljetnom
kampu, iako manja, a na nju dolaze najbolji natjecatelji kako bi se pripremili za sezonu natjecanja iz
matematike koja zapocinje skolskim natjecanjem pocetkom drugog polugodista.

Konac¢no, 2018. godine osmisljena je Matematicka konferencija za srednjoskolce kao nenatjecateljska
verzija Ljetnog kampa u kojoj projekti zauzimaju i jutro i popodne svakog dana. Nazalost, organizacija
Konferencije zamrla je tijekom pandemije, no ponovno je obnovljena ovog ljeta i jedva ¢ekamo sljedece
izdanje iduéeg ljetal

Jedan od ciljeva svih kampova je povezivanje mladih matematicara diljem Hrvatske te stvaranje novih
prijateljstava i poznanstava medu mladima koji dijele isti interes. Stoga, uz matematicke, na kam-
povima, se odrzavaju i razne aktivnosti koje omogucéavaju druZenje uz kvalitetno provedeno vrijeme,
poput raznih sportova i drustvenih igara.

2.3. Lokacija i vrijeme odrzavanja

Kao i mnogih prethodnih godina, Zimska Skola matematike 2024. odrzala se u Ogulinu. Svi sudionici
bili su smjesteni u Uceni¢kom domu Ogulin, a predavanja i miniprojekti su se odrzavala u Osnovnoj
skoli Ivane Brli¢-Mazurani¢ Ogulin.

Slika 2.3: Uéenic¢ki dom Ogulin ! Slika 2.4: OS Ivane Brlié-Mazuranié¢ Ogulin 2

Kao i inace, Zimska Skola je ove godine bila odrzana tijekom Zimskih praznika nastavne godine kako
ucenici (a ni mentori) ne bi gubili nastavu. Termin je kao i ina¢e odabran odmah prije pocetka
natjecanja u nadi kako ¢e uCenicima predavanja odrZana na kampu pomodéi na Skolskoj, zupanijskoj,
drzavnoj i viSim razinama natjecanja!

Hzvor fotografije: Web stranica Ucenickog doma Novi Zagreb
Tzvor fotografije: Web stranice ogulin.eu


http://www.udnovizagreb.hr/posjet-ucenickom-domu-ogulin/
https://ogulin.eu/2023/01/05/mladi-matematicari-hrvatske-u-ucenickom-domu-i-os-ivane-brlic-mazuranic/

2.4. Aktivnosti na kampu

Kao i inace, glavne su aktivnosti na kampu bile predavanja i miniprojekti u trajanju od 4 sata. Ucenici
su slusali detaljno predavanja koja obraduju odredene teme natjecateljske matematike, a svako preda-
vanje bavilo je jednim od Cetiri uobicajena podrucja olimpijske matematike. Miniprojekti su, s druge
strane, detaljnije analizirali odredene teme vezane uz primijenjenu matematike u stvarnom zivotu i
drugim znanostima, a ¢ak i fakultetsku matematiku.

Nakon vecere svaki dan odvijajale su se raznovrsne aktivnosti, kao $to su Q&A, pub kviz, kahoot i
Estimathon, natjecanje u procjenjivanju. Osim toga, za ucenike je pripremljena radionica o mentalnom
zdravlju, emocijama, anksioznosti i perfekcionizmu. Ucenici su se takoder okusSali u ve¢ tradicionalnom
ekipnom natjecanju "reli", dok su ozbiljniji natjecatelji sudjelovali na jo$ jednom izdanju ELMO-a, a
osim toga KFMO je dozZivio jos jedno izdanje!

Nakon organiziranih zajednickih aktivnosti svi sudionici imali su slobodno vrijeme tijekom kojeg se
mogu druziti i bolje upoznati igrajuéi razne drustvene igre kao Sto su mafija, bela, Coup, Exploding
kittens, kockice ...

2.4.1. Natjecanje kuca

Ove godine smo ponovo organizirali "Natjecanje kuéa", u koju su svrhu ucenici bili podijeljeni u Cetiri
(otprilike) jednakobrojne kuée Algebra, Kombinatorika, Geometrija i Teorija brojeva koje su otprilike
odgovarale njihovom omiljenom podruéju, a svaku kuéu vodio je par mentora.

Ucenici su preko raznih zadataka koji su ukljucivali pjevanje pjesama, Blotta, kahoot kviza o povijesti
MNM-a, prepoznavanje sudionika proslih kampova i mnogih drugih osvajali bodove za svoje kude.

Pobjednici drugog natjecanja su ucenici kué¢e Teorija brojeva
s osvojenih ¢ak 127.933 bodova.

Slika 2.5: Pobjednicka kuca "Teorija brojeva' na sveCanom zatvaranju

Odmah iza njih nasla se kuéa Kombinatorika sa 117.45 bodova, a tre¢e mjesto osvojila je kuéa Algebra
s odli¢nih 105.897 bodova! Daleko od postolja nije bila niti Geometrija s osvojenih 100.553 bodova.



2.5. O predavanjima

Predavanja su glavni dio kampa i u pravilu traju po Cetiri sata s pauzom od dvadesetak minuta
u sredini. Ucenici su na ovome kampu bili podijeljeni u cetiri skupine ovisno o njihovom uzrastu i
predznanju. Osnovna ideja predavanja je da mentor prenese ideju nekog teorema ili nacina rjeSava-
nja zadataka ucenicima. Tome uvelike pomaZe Cinjenica da su mentori uglavnom biv§i natjecatelji
s iskustvom rjesavanja natjecateljskih zadataka pa se i sami prisjecaju zadataka koje su rjesavali i
predavanja kojih su slusali. Uz zadatke, za predavanja su pripremljeni i hintovi koji su tu da ucenike
koji su proveli duze vrijeme na zadatku pomognu usmjeriti na pravi smjer, ali i izvori zadataka kako
bi ucenici i nakon predavanja mogli provjeriti svoje rjeSenje.

2.6. Miniprojekti

Ove godine, zbog sve kraéih zimskih praznika, naZalost nismo imali dovoljno vremena u rasporedu
za uobicajene projekte. Stoga smo u raspored ubacili ¢ak dvije prilike za "miniprojekte" - predava-
nja/radionice u trajanju od samo Cetiri sata na kojim su ucenici imali priliku ¢uti viSe o primjeni
matematike u stvarnom zivotu ili prosiriti svoje znanje o nekoj specificnoj temi koja nije toliko usko
vezana uz natjecanja. Popis i opise miniprojekata mozete pronaci kasnije u knjizi!

2.7. Popis mentora

Slika 2.6: Mentorsko druZenje zadnju vecer kampa

Namik Agic¢ Marija Corié Hrvoje Rados
Borna Banjanin Maja Drmac Nika Utrobicic
Mislav Brnetic¢ Paula Horvat Ivan Vojvodié
Andrej Cizmarevié Mislav Plavac Matej Vojvodié

*nazalost nisu svi mentori bili prisutni cijelo vrijeme, ali im svakako zahvaljujemo na odvojenom vremenu i trudu!



2.8. Ovaj kamp - u slikama

Slika 2.8: Pobjednici i sastavlja¢i ELMO-a Slika 2.10: Pobjednici relija
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B

Slika 2.12: Pub kviz Slika 2.15: Kahoot

Slika 2.13: Pobjednici kviza Slika 2.16: Pobjednici Estimathona



Zadaci s predavanja



Zadaci za prvu grupu

G1: Nika Utrobici¢ - Angle chasing

Predavanje

Uvod

U ovom ¢emo predavanju upoznati metodu "lovljenja" kuteva, koja nam moze biti korisna pri rjeSavanju
mnogih natjecateljskih zadataka. Metoda se sastoji od toga da na skici izra¢unamo Sto vise kuteva,
odnosno prikazemo veli¢ine $to vise kuteva preko istog. To najcesée radimo koristeéi da

¢ je zbroj kuteva u trokutu 180°
e je zbroj 2 sukuta 180°
te sljedeca 2 teorema.

Teorem 3.1.1: Poucak o obodnom i sredi$njem kutu

SrediSnji kut nad tetivom kruznice dvostruko je veéi od obodnog kuta nad tom istom tetivom.

Napomena: Neka je k kruznica sa srediStem u S te A, B i C' medusobno razlicite tocke na toj kruznici.
Tada kut ZACB nazivamo obodnim kutom nad tetivom AB u tocki C, a kut ZASB srediSnjim
kutom nad tetivom AB.

Teorem 3.1.2: Poucak o tetivi i tangenti

Neka su A i B toc¢ke na kruznici k i neka je ¢t tangenta na kruZnicu u tocki A. Dokazite da je kut
izmedu tangente ¢ i tetive AB jednak obodnom kutu nad tom tetivom.

Vas prvi zadatak je dokazati ta 2 teoremal

Zadaci

1. DokaZite poucak o obodnom i sredi$njem kutu!
2. Dokazite poucak o tetivi i tangenti!

3. Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC), te neka je N noziSte visine iz
vrha A. Dokazite da je /BAN = Z/CAO.

4. Neka je duZina AD promjer kruznice, a B i C tocke na kruznici takve da se duzine AC i BD
sijeku unutar kruznice pod kutom od 60°. Ako je tocka S srediste kruznice, dokazite da je trokut
BC'S jednakostranican.



10.

11.

12,

13.

14,

. Neka je tocka D sjeciSte stranice AB trokuta ABC i simetrale kuta trokuta u vrhu C. Kolike

su veli¢ine kutova trokuta ABC' ako se podudaraju srediSte upisane kruznice trokuta ADC' i
srediSte opisane kruznice trokuta ABC?

. Neka je D tocka na stranici AC trokuta ABC takva da pravac AB dira opisanu kruZnicu trokuta,

BCD u tocki B i neka pritom vrijedi |BD| = |CD|. Dokazite da je pravac BD simetrala kuta
ZCBA.

. U trokutu ABC je ZABC = 45°. Na stranici BC dana je totka D tako da je |CD| = 2|BD| i

/BDA = 120°. Odredite veli¢ine kutova trokuta ABC.

. Neka je ABC trokut u kojem je najdulja stranica BC, a kut ZBC A tri puta veéi od kuta ZABC.

Simetrala vanjskog kuta kod vrha A sijece pravac BC u tocki Ap, a simetrala vanjskog kuta kod
vrha B sijece pravac AC u tocki By. Ako je |AAg| = |BBy|, odredite kutove danog trokuta.

. Dvije kruznice sijeku se u tockama P i Q. Ako dva pravca koja prolaze kroz tocku @ sijeku prvu

kruZnicu u tockama A i B, a drugu kruZnicu u tockama C i D, dokaZi da su trokuti PAB i
PCD sli¢ni.

U konveksnom cetverokutu ABCD vrijedi <BAD = 50°, <ADB = 80° i <ACB = 40°. Ako je
<DBC = 30° + <BDC, izra¢unaj <BDC.

U trokutu ABC kut kod vrha A je dvostruko ve¢i od kuta kod vrha B. Neka simetrala kuta kod
vrha C sijeée stranicu AB u toc¢ki D. DokaZi da vrijedi

|BC| = |AD| + |AC.

Dokazi lemu o trozupcu: Neka je ABC trokut. Neka je I srediste trokutu upisane kruznice. Neka
je D sjeciste BI (simetrala kuta ZABC) i opisane kruznice trokuta ABC. Lema o trozupcu kaZe
da je

DA=DC=DI=DE

gdje je E srediste trokutu pripisane kruznice koja dira AB, BC i AC.

Tocke M i N se nalaze redom na stranicama BC i CD kvadrata ABCD tako da je |/BMA| =
|/NMC| = 60°. Odredi kut /MAN.

Dokazite da ako je H ortocentar, a O centar opisane kruznice trokuta ABC tada je

/BAC =60° & AH = AO.

Jadan Namik :(

15.

16.

Triangle ABC has circumcircle 2 and circumcenter O. A circle I' with center A intersects the
segment BC at points D and FE, such that B, D, E, and C are all different and lie on line BC in
this order. Let F' and G be the points of intersection of I" and €2, such that A, F, B, C, and G lie
on {2 in this order. Let K be the second point of intersection of the circumcircle of triangle BDF'
and the segment AB. Let L be the second point of intersection of the circumcircle of triangle
CGE and the segment C A.

Suppose that the lines F'K and GL are different and intersect at the point X. Prove that X lies
on the line AO.

Let ABC be a triangle with /B > ZC. Let P and Q be two different points on line AC such
that /PBA = ZQBA = ZACB and A is located between P and C. Suppose that there exists
and interior point D of segment BQ for which PD = PB. Let the ray AD intersect the circle
ABC at R # A. Prove that QB = QR.



17. A convex quadrilateral ABC D has an inscribed circle with center I. Let I, I, I. and I be the
incenters of the triangles DAB, ABC, BCD and C DA, respectively. Suppose that the common
external tangents of the circles Al,I; and CIyI; meet at X, and the common external tangents
of the circles BI,I. and DI,I. meet at Y. Prove that ZXIY = 90°.



C1: Marija Corié - Prebrojavanja

Predavanje

Uvod

U ovom éemo se predavanju baviti raznim principima prebrojavanja, te ih primijenjivati u raznim
zadatcima. Prebrojavanja su vrlo Cesta na natjecanjima i u akademskoj matematici u podrucjima
kao $to su diskretna matematika i kombinatorika, te vjerojatnost (na diskretnom prostoru dogadaja).
Proéi éemo kroz neke osnovne principe, korisne oznake, te ¢éemo na kraju rjesavati zadatke.

Teorem 3.2.1: Osnovni principi prebrojavanja

Neki od osnovnih principa prebrojavanja:

sume (broj elemenata unije disjunktnih skupova jednak je sumi broja elemenata tih skupova
- ako imamo 5 jabuka u jednoj kosari i 4 kruske u drugoj kosari tada imamo ukupno 5+4 =9
komada voca)

princip produkta (broj elemenata Kartezijevog produkta kona¢nih skupova jednak je um-
nosku broja elemenata skupova - u ormaru imamo 3 jakne i 7 majici, tada imamo 3 -7 = 21
parova (jakna, majica))

princip kvocijenta (reformulacija principa produkta - ukoliko skup S ima particiju od q
skupova, od kojih svaki ima r elemenata, onda vrijedi q = [S|/r)

princip bijekcije (dva su skupa ekvipotentna ako i samo ako postoji bijekcija izmedu njih -
ako svakoj lijevoj cipeli mogu jedinstveno pridruziti desnu cipelu tada ih imam jednako)

princip dvostrukog prebrojavanja (ako elemente istog skupa prebrojimo na dva razli¢ita
nacina, rezultat mora biti isti)

princip matematicke indukcije (baza, pretpostavka i korak)

Dirichletov princip (ako k + 1 zeCeva Zelimo smjestiti u k kutija barem jedna kutija imat
e viSe od 1 zeca)

Pri rjeSavanju ovih zadataka, bit ée nam korisno znati pojmove kao Sto su:

o faktorijele: n! =n-(n—1)-...-1 (posebno, 0! =1)

n!

« binomni koeficijent (n povrh k) oznagava broj k-clanih podskupova n-¢lanog skupa: () = R

Napomena 3.2.2

Prilikom rjesavanja dobro je razmisliti:

§to Zelimo prebrojati?
koja svojstva ima to Sto Zelim prebrojati?
mogu li prebrojati sve osim onoga $to Zelim prebrojati (komplement)?

mogu li rijesiti zadatak za male primjere "na prste', i generalizirati za vece?

Jos jedan koristan nacin prebrojavanja je uz pomod¢:



Teorem 3.2.3: Formula ukljucivanja-iskljucivanja

Ukoliko zelimo odrediti broj elemenata vise skupova koja nisu nuzno disjunktna, korisno je tu
situaciju vizualizirati pomo¢u Vennovih dijagrama. Za dva skupa lako se zakljucuje i dokazuje da

je:

|AUB|=|A|+|B|—|ANB|

Isto se moze primijeniti i za bilo koji broj skupova (kako?).

Laksi zadaci

1.

10.

Na koliko nacina mozemo izabrati 4 slijeda u restoranu ako na izbor imamo 3 topla, a 2 hladna
predjela, 5 glavnih jela i 3 deserta?

. Na koliko nac¢ina mozemo postaviti 8 topova na Sahovsku plocu tako da se nijedna dva ne

napadaju?

. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 djeljivih s 3 ili sa 77

. U nekom drustvu treé¢ina svih penzionera su Sahisti, a ¢etvrtina svih Sahista su penzioneri. Ima

li u tom drustvu visSe Sahista ili penzionera?

. Na koliko nac¢ina mozemo izabrati dva razli¢ita broja iz skupa {1,2,3,...,2001} tako njihov

zbroj bude paran?

. Koliko prirodnih djelitelja ima broj 6007

. Koliko ima parnih brojeva izmedu 20000 i 70000 takvih da su znamenke svakog broja medusobno

razliéite?

. Neka je S skup prirodnih brojeva ¢ije znamenke su iz skupa 1, 3, 5, 7 takvih da se niti jedna
znamenka ne ponavlja.

(a) Odredi |S].
(b) Odredi Y-, cgn.

. Na koliko nac¢ina moZemo odabrati grupu od 5 osoba iz grupe od 4 profesora i 7 studenata

(a
(b
(c

(d) tako da odredeni profesor i student ne budu u grupi?

ako nema restrikcija,
tako da u grupi budu to¢no 2 profesora,
tako da u grupi budu barem 3 profesora,

)
)
)
)

Marko je nacrtao pravokutnik dimenzija 20 x 15 i crtama ga podijelio na jedini¢ne kvadrate.
Koliko ukupno kvadrata ima na toj slici?

Umjereni zadaci

11.

Koliko ima najkraéih puteva cjelobrojnoj mrezi od (0, 0) do (m,n) € N2?
(a) Bez dodatnih uvjeta.

(b) Koji prolaze tockom (p,q), gdje je p € N,p < m,q € N,qg < n.
(c¢) Koji ne prolaze segmentom [(p,q), (p+ 1,q)], gdjejepe N,p<m —1,g € N,g < n.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Pauk ima po jednu cipelu i jednu Carapu za svaku od svojih 8 nogu. Na koliko nacina se pauk
moze obuti ako na svaku mogu najprije mora obuéi ¢arapu, a onda cipelu. Prebrojavamo procese
oblacenja, a ne konacan rezultat!

Na zabavi je 7 mladic¢a i 3 djevojke. Na koliko nacina ljude mozemo posloziti u red tako da:
(a) 3 djevojke €ine jedan blok;
(b) se mladiéi nalaze na prvoj i posljednjoj poziciji i nema susjednih djevojaka.

Na koliko nacina mozemo rasporediti n bra¢nih parova oko okruglog stola? Dva rasporeda sma-
tramo jednakim ako se jedan iz drugoga moze dobiti rotacijom.

(
(

a) Bez dodatnih uvjeta.

)
b) Tako da Ana i Ivan sjede jedno do drugoga. (n > 2)
(c) Muskarci i Zene alterniraju.

)

(d) Svaka Zena sjedi do svog muza.

Na koliko je nacina moguée podijeliti n lopti na k djece? Sto ako svatko mora dobiti barem 1
loptu?

Neka su m i n prirodni brojevi. Viseslav je nacrtao pravokutnik duljina stranica m i n podijelio
ga na m X n jedini¢nih kvadratica. Koliko pravokutnika ima na tom crtezu?

Neka je n prirodni broj. Tri kvadrata stranice duljine n spojena su kao na slici. Zatim je svaki
od njih podijeljen na n? jedini¢nih kvadratié¢a. Koliko je ukupno pravokutnika na crtezu nakon
podjele na jedini¢ne kvadratic¢e?

n n

n

n

15 ucenika sudjeluje na ljetnom kampu. Svaki dan troje od njih ¢iste uc¢ionicu nakon predavanja.
Kamp traje k dana, a svaki par ucenika zajedno ¢isti ucionicu tocno jednom. Odredi k.

U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i svakom stupcu
produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko je nadina to moguée napraviti?

Tezi zadatci

20.

21.

100 kvadratnih omotnica razli¢itih veli¢ina rasporedeno je tako da se za svake dvije razlicite
omotnice manja omotnica nalazi unutar vece ili su omotnice jedna izvan druge. Pritom se i u
manjoj i u veéoj omotnici mogu nalaziti i druge omotnice. Dva rasporeda smatramo razli¢itima
ako postoje dvije omotnice koje se u jednom rasporedu nalaze jedna unutar druge, a u drugom
ne.

Koliko ima razli¢itih rasporeda u kojima se unutar najveée omotnice nalaze sve ostale?

Dana je 3 x 9 ploca u kojoj je svako polje obojano plavo ili crveno. Dokazi da postoje 2 reda i 2
stupca (ne nuzno za redom) ¢iji presjeci daju 4 polja iste boje.



22.

23.

Zadana, je tablica 5 X n kojoj je svako polje obojano u crvenu ili plavu boju. Nadite najmanji n
za koji se uvijek mogu odabrati tri retka i tri stupca takva da je svih 9 polja u njihovom presjeku
iste boje.

Za dva polja tablice 10x10 kazemo da su prijateljska ako imaju barem jedan zajednicki vrh.
U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak 10, tako da su brojevi
u prijateljskim poljima relativno prosti. Dokazi da postoji broj koji se pojavljuje u toj tablici
barem 17 puta.



A1l: Hrvoje Rados - KAGH

Predavanje

"In a gentle way, you can shake the world." - Mahatma Gandhi

Uvod

Za, pocetak, definirajmo neka svojstva te $to su sredine.

Teorem 3.3.1: Svojstva uredaja realnih brojeva
l.z>2yiz<y = z=y, Vr,yeR
2.z >2yiy>z = x>2 Vr,y,z€R
x>y = zx+2z>y+z2 Vzr,y,z€R
4. x>yia>b = z4+a>y+b, Vr,y,a,beR
5. z22yiz>0 = zz>yz, Vz,y,z€R
6. 2>0iy>0 = 2y >0, Vz,yeR
7.z>2yia>b = za>yb, Vz,yeR,z,y,a,0>0
8. ze€R = 22>0,22=0samoza z =0
9. z>y = %S% Vz,y € R\ {0}
Definicija 3.3.2: Sredine za 2 broja
Sredine 2 broja su algebarski izrazi koji ovise o njima. Neka su a i b dva pozitivna realna broja.
Definiramo 4 sredine:

e harmonijska sredina
e aritmeticka sredina

2
a+b H; =
Ag = 2 at
o geometrijska sredina * kvadratna sredina
2 2
G2 =Vva-b K2 — a —2i_ b

Napomena 3.3.3

Ovo vrijedi samo za pozitivne realne... :)

A Oprez 1

Myb je prethodna napomena ipak oprez



Definicija 3.3.4: Korisne formule
1. (a%b)? = a? £+ 2ab + b?

2. (a+b+c)?=a%+b*+ %+ 2ab+ 2bc+ 2ac

Lema 3.3.5

Za, svaka dva pozitivna broja a, b vrijedi
Ky > Ay > Gy > H

Jednakost se postize kada je a = b.

Dokaz. Primjetimo najprije da je zbog svojstva 2. dovoljno dokazati sljedeée 3 nejednakosti

Ky > Ay, Az >Gi, G2 > Hs.

2
GQZHQ < Va‘bZﬁ

a b
Nadalje, primjetimo da je Hs dvojni razlomak, stoga ga mozemo algebarskim manipualcijama pojed-
nostaviti.

2 2 2 2ab
T.1 atb  ath  g+p
e W &% atb

Uvrstavanjem ove vrijednosti za Hs i daljnje rjeSavanje pomocu svojstava nejednakosti dobivamo

\/EZZ_T_bb = 122\_/5? = a+b>2vVab <= (a+b)?>4ab

— a?+2ab+b*—4ab>0 < a2 —20b+ >0 <= (a—b)?>0

Kako ovo vrijedi za sve realne brojeve po svojstvu 8, tvrdnja je dokazana. Druge dvije nejednakosti

se analogno dokazu kvadriranjem i svodenjem na isti izraz te ih ostavljamo kao vjezbu.
O

Primjetimo da se sredine mogu prosiriti na n pozitivnih realnih brojeva.

Definicija 3.3.6: Sredine za n brojeva

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su 1, o2, ..., , pozitivni realni brojevi. Tada definiramo

aritmeticka sredina

_mi4zat .t

A

geometrijska sredina

harmonijska sredina

kvadratna sredina

K_¢ﬁ+ﬁ+m+ﬁ
n



Teorem 3.3.7: KAGH nejednakost

Za, gore definirane sredine vrijedi

Jednakost se postize za x1 = 22 = ... = Tp.
Napomena. Najéesée se koristi nejednakost A > G, dok su ponekad korisne K > Ai A > H.
Primjer 1. DokaZite da za svaki pozitivan realan broj = vrijedi

1
T+ —>2
T

1
2

1 z+1 [ 1
T4+ -—=2- >l —=2.
x 2 T

Teorem 3.3.8: nejednakost trokuta

Rjesenje 1. Primjenjujemo A-G nejednakost na x i

Tri stranice a, b, c mogu Ciniti trokut ako i samo ako vrijedi:
a+b>c

c+a>b
b+c>a

Laksi zadatci

1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost

1 1
b)(-+-)>4
(a+ )(a + b) >
2. Dokazi da za realne brojeve a i b vrijedi
—+-2>4

uz uvjet a+b=1
3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 1. Dokazite nejednakost

ab+bc+ac>3
4. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

b
2424553
b ¢ a

5. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a’ +b%+c% > ab+ be+ ac.

6. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc



Umjereni zadatci

7. Dokazi:
(P*+p+1)(g®>+qg+1)>9pg

p,q € RT

8. a,b,c € RT. Dokazi:

9. Dokazite da ako
a b c

=1
a+1+b+1+c+1

Onda abc < %, a,b,c € R

10. Neka su a, b, ¢ stranice trokuta. DokaZzi:

2 + 2 + 2 >2+2+2
b+c—a c¢c+a—b a+b—c a b ¢

11. Ako a+ 2b+ c =4,a,b,c € R. Odredite maksimum izraza:

ab+ bc+ ac

TezZi zadatci

12. Nesbittova nejednakost Dokazite da za sve pozivine realne brojeve vrijedi:

a n b n c >§
b+c a+c a+b 2

13. a,b,c € RT tako da ab(a + b) = 2000. Odredite minimalnu vrijednost izraza.
1 1 1

a b T axb

14. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. DokaZite:

a’ " b3 " c? >1
a?+b  b2+c2 c2+a2 T2
15. DokaZi:
a ¥ 3
—+—+—=2a+b+c
bc ca ab
a,b,c € RT

16. Dokazi da za trokut sa stranicama a, b, ¢ i povrSinom S vrijedi

a2+ b2+ >48V3

17. a,b,c € Rt i vrijedi % + % + % = 3. Dokazite da:

a+§+¢”+§+¢0+%<a+b+c—1
3 V2




N1: Marija Corié - Kongruencije

Predavanje

Uvod

U ovome predavanju definirat ¢éemo osnovne pojmove i teoreme vezane uz kongruencije koji ¢e nam
pomodi pri rjeSavanju raznih zadataka iz sfere teorije brojeva, poput zadataka sa znamenkama, di-
ofantskih jednadzbi i sli¢no. Iako tu rije¢ moZda ne koristite svakodnevno, zapravo se neprestano
koristite kongruencijama. Na primjer, ako pogledate na sat, velika kazaljka pokazuje izmedu 2 i 3, ali
vi znate da je zapravo, dogovorno, izmedu 14 i 15 sati.

Definicija 3.4.1

Za, cijele brojeve a i b i prirodan broj n reéi ¢éemo da su a i b kongruentni modulo n, u oznaci a = b
(mod m), ako vrijedi da n dijeli razliku a — b, odnosno ako postoji k cijeli broj takav da a — b = kn.

Teorem 3.4.2: Svojstva kongruencija
Za a,b,c,d, k cijele, te n prirodan broj takve da je a =b (mod n) i ¢ =d (mod n), vrijedi:
e a=b+kn (mod n)
e a+c=b+d (mod n)
e ac=bd (mod n)
e a* =0b* (mod n)
Takoder, ako vrijedi ac = bc (mod n) i ged(c,n) =1, tada a = b (mod n).
Dokaz. Dokazimo neka od gore napisanih svojstava. Na primjer, ono drugo: a = b (mod n),c = d
(mod n) = a+b=c+d (mod n). Po definiciji iz prve dvije kongruencije slijedi da postoje cijeli
brojevi k, | takvi da a—b = kn i c—d = In. Njihovim zbrajanjem dobivamo a—b+c—d = a+c—(b+d) =
(k + )n, sto se druk¢ije moze zapisati upravo kao a + ¢ = b+ d (mod n). Dokazimo i treée: a = b
(mod n),¢c = d (mod n) = ab = cd (mod n). Kao i gore, iz prve dvije kongruencije slijedi da
postoje cijeli brojevi k,l takvi da a —b = kn i ¢ — d = In. Tada piSem ac — bd = (a — b)c+ b(c — d) =
knc + cln = (ke + cl)n. Ovo drukdije zapisujemo kao ac = bd (mod n). O

Napomena 3.4.3

Ako vrijedi ¢ = b (mod m) i b = ¢ (mod m), tada to mozemo zapisati i kao a = b = ¢ (mod m),
to jest, mozemo nizati kongruencije.

Eulerova funkcija i teorem

Definicija 3.4.4

Eulerova funkcija ¢(n) je broj brojeva iz skupa {1,2, ...,n} koji su relativno prosti s n.



Propozicija 3.4.5: Svojstva Eulerove funkcije

 Ako imamo rastav broja n na proste faktore n = p{* - p3?* - ... - p?’, vrijedi:

1 1
B =n- (=) (1= )

o ¢ je multiplikativna funkcija, $to ée reéi: ¢(nm) = @(n)¢(m), za one n,m za koje vrijedi
gced(n,m) =1
Teorem 3.4.6: Eulerov teorem

Eulerov teorem. Neka su a,n € N relativno prosti brojevi. Tada vrijedi: a?™ =1 (mod n).

Njegova direktna posljedica je Mali Fermatov teorem:
Teorem 3.4.7: Mali Fermatov teorem

Neka je a € N i neka je p prost broj takav da a nije djeljiv s p. Tada vrijedi: a?~! = 1 (mod p).

Laksi zadaci

Dokazite da je svaki prost broj veéi od 3 oblika 6k + 1ili 6k — 1, k € N.

Dokazi pravilo djeljivosti s 9. Koje je analogno pravilo za djeljivost s 11, dokaZzi.

Dokazi da kvadrat prirodnog broja daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 3, odnosno s 4.

Dokazi da je zbroj kubova triju uzastopnih brojeva djeljiv s 9.

Za prirodne brojeve a, b, ¢ vrijedi a? + b?> = ¢?. Dokazi da je jedan od ta 3 broja djeljiv s 3.
Neka je n prirodan broj. Ako je zadnja znamenka broja 3™ jednaka 1, dokaZi da je n djeljiv sa 4.
Za, koje proste brojeve p, g, r vrijedi jednakost p? = r — 1.

Odredite zadnje dvije znamenke broja 34,

® ® N o 0 & W b=

Nadite sve prirodne brojeve m, n koji zadovoljavaju jednadzbu
4Mm —-9n =5
10. Nadite ostatak pri dijeljenju broja (72014)2015 4 (32014)2015 g 17,

11. Neka n € N takav da je n + 2 prost. Pokazite da n + 2 tada dijeli n - 2™ + 1.

Tezi zadaci

12. DokaZi za m,n € N sljedeéa jednadzba nema rjeSenja: n? — Tm? = 28.

13. Odredi sve trojke uzastopnih neparnih prirodnih brojeva ¢iji je zbroj kvadrata jednak nekom
¢etveroznamenkastom broju kojem su sve znamenke jednake.

14. Odredi sve parove prostih brojeva (p, q) takve da je
pq qp + 1

takoder prost broj.



15.
16.

17.

18.

Dokazi za m,n € N sljedeéa jednadzba nema rjeSenja: n?! —n + 11 = 5™,

Koje znamenke moramo napisati umjesto a i b u 30a0b03 tako da je rezultirajuéi broj djeljiv s
137

Prirodni brojevi N i N2 oba zavrSavaju istim nizom od 4 znamenke abcd kada zapisani u bazi
10, pri ¢emu je a # 0. Pronadi troznamenkasti broj abc.

Je li moguée posloziti brojeve 11,22, ... ,20082°%8 jedan za drugim tako da broj dobiven spajanjem
znamenaka bude kvadrat nekog prirodnog broja? (Na primjer, broj dobiven spajanjem 33221! je
2714.



Zadaci za drugu grupu

G2: Ivan Vojvodi¢ - Radikalno centriranje

Predavanje

Uvod

Poznato je da najkvalitetnija predavanja otvaraju kamp, pa se zato danas ujutro druZite sa mnom.
Bavit ¢emo se potencijom tocke s naglaskom na radikalne osi i radikalna sredista kao metode za
dokazivanje konkurentnosti pravaca. Ako budete posebno dobri i poslusni, na kraju éemo spomenuti
i Sto je to kruznica radijusa 0 i kako se moze koristiti u zadacima.

Za pocetak radi potpunosti zapisujemo definicije pojmova koje ¢emo cesto koristiti. Nema niceg revo-
lucionarnog, ovo je samo da ispuni prostor.

Definicija 4.1.1: Potencija tocke

Neka je w kruznica i neka je P bilokoja tocka u ravnini. Neka je [ bilokoji pravac koji prolazi kroz
P i sijeCe w u tockama A i B. Tada vrijedi da vrijednost izraza PA - PB ne ovisi o odabiru pravca
l te definiramo potenciju tocke P s obzirom na kruznicu w kao

Pow(P,w) = PA- PB

Dokaz da sve u gornjoj definiciji Stima bi trebao biti poznat, ali i ako nije, nije bitno jer nije u fokusu
predavanja, pa ga izostavljamo.

Definicija 4.1.2: Radikalna os

Neka su w i I'' dvije nekoncikli¢ne kruznice u ravnini. Tada vrijedi sljedece:
Skup svih tocaka P koje zadovoljavaju

Pow(P,w) = Pow(P,T)

jest pravac koji je okomit na spojnicu sredista kruznica w i I.
Taj pravac nazivamo radikalnae os kruznica w i T,

Nista gore navedeno ne bi trebalo biti novo, samo uputite pozornost na rije¢ okomit jer je ta Cinje-
nica nerijetko lagani naéin da dokaZete okomitost dvaju naizgled potpuno nepovezanih pravaca (ako
pametno odaberete kruznice, jedan ispadne spojnica centara, a drugi ispadne radikalna os i tvrdnja
odmabh slijedi).

Definicija 4.1.3: Radikalno srediSte

Neka su w,I' i 2 proizvoljne kruznice u ravnini, od kojih nikoje dvije nisu koncikli¢ne. Tada se
radikalne osi parova (w,(), (2,T") te (I',w) sijeku u jednoj tocki i tu tocku nazivamo radikalno
srediste kruznica w,Q i T.



Radikalno srediste, naravno, ima jednaku potenciju tocke na sve tri kruZnice.

Ovdje dokaz nije niti tezak niti je ikakva geometrija, pa ne zasluzuje ni da ga spominjem. Uoca-
vamo onu prethodno najavljenju korisnu ¢injenicu: postojanje radikalnog centra nam daje "besplatnu"
konkurentnost tri pravca.

Sad kad smo prosli sve preliminarne gluposti, moZemo preé¢i na zadatke. U zadacima, kao i uvijek,
imajte na umu Sto je tema predavanja.

Laksi zadaci

Zadaci su poredani po redu.

1.

3.

Dan je siljastokutni trokut ABC s centrom opisane kruznice O i ortocentrom H. Neka su E i F'
nozista visina iz B i C' na AC i AB redom, i neka je D drugo sjeciste AH i (ABC). Neka je I
poloviste AH. EI i BD se sijeku u M, a FI i CD se sijeku u N. Dokazi da je MN 1LOH.

. Neka je H ortocentar Siljastokutnog trokuta ABC. KruZnica I'4 ima centar u polovistu BC i pro-

lazi kroz H, te sijece stranicu BC u tockama A; i As. Sliéno su definirane i tocke B1, Ba, C1, Cs.
Dokazi da su tocke A1, As, By, By, C1, Cs koncikli¢ne.

Neka je O centar opisane kruznice trokutu ABC. Tocke P i @ nalaze se na stranicama CAi
AB redom. Neka su K, L, M polovista od BP, CQ, PQ redom, i neka je I" kruZnica opisana
trokutu K LM. Pretpostavimo da je pravac PQ tangenta na I'. Dokazi da je OP = OQ.

. Neka su A, B, C, D to¢ke na pravcu, u tom redosljedu. KruZnice promjera AC i BD sijeku se

u X iY. Pravac XY sijeCe BC u Z. Neka je P # Z tocka na pravcu XY. Pravac CP sijede
kruznicu promjera AC' ponovno u M, i pravac BP sijeCe kruznicu promjera BD ponovno u N.

Dokazi da su pravci AM, DN, XY konkurentni.

. Kruznica upisana trokutu ABC ima srediSte u I te dira stranice AB,BC,CA u tockama

C4, A1, By redom. Okomica iz I na teZi$nicu iz C sije¢e A;B; u K. Dokazi da je CK||AB.

Bonus: kruznica radijusa 0

6.

U siljastokutnom trokutu ABC vrijedi /B > /C. Totka M je poloviste BC te su tocke D i E
nozista visina iz C' i B redom. K i L su polovista ME i M D redom, i KL sijeCe paralelu kroz
As BCuT.Dokazida je TA=TM.

. Dan je trokut ABC s opsegom 4. Tocke X i Y leze na polupravcima AB i AC redom, tako da

vrijedi AX = AY = 1. Duzine BC i XY sijeku se u M. Dokazi da je opseg trokuta ABM ili
opseg trokuta ACM jednak 2.

. Upisana kruznica trokuta ABC dira stranice AB i AC u totkama Z i Y, redom. BY i CZ se

sijeku u G, a tocke R i S su takve da su BCY R i BCSZ paralelogrami.
Dokazi da je GR = GS.



C2: Mislav Brneti¢ - Invarijante i monovarijante

Predavanje

Uvod

Primjer 1. Na stolu se nalazi 100 kovanica od kojih je jedna okrenuta pismom prema gore, a ostale
glavom. U svakom koraku biramo dvije kovanice i okreéemo ih.
Mogu li nakon kona¢no mnogo koraka sve biti okrenute glavom prema gore?

Rjesenje 1. Primijetimo kako u svakom koraku parnost broja kovanica okrenutih glavom prema gore
ostaje jednaka (ne mijenja se ili se mijenja za 2).

Kako je na pocetku neparno mnogo kovanica okrenuto glavom prema gore, nakon kona¢no mnogo
ovakvih koraka ée takoder neparno mnogo kovanica biti okrenuto glavom prema gore, odnosno nije
moguce posti¢i da su sve okrenute glavom prema gore. O

Veli¢ina (ili svojstvo) koja se, poput ove, ne mijenja tijekom operacija koje provodimo naziva se
invarijanta i vrlo je korisna prilikom dokazivanja tvrdnji da se neSto ne moze posti¢i nakon konac¢no
mnogo opisanih koraka. Naime, ako se svojstvo nakon svakog koraka ne mijenja, ne moze se promijeniti
niti nakon konac¢no mnogo koraka.

Dakle, kad trazimo invarijantu, zapravo traZzimo nesto $to se ne mijenja kod dozvoljenih koraka. Ako
dokazujemo da se neSto ne moze posti¢i nakon kona¢no mnogo koraka, trazimo invarijantu koja se ne
mijenja kroz korake, ali bi se trebala promijeniti kako bi se cilj mogao ostvariti.

Za razliku od invarijante, monovarijante su veli¢ine koje se tijekom operacija ponasaju monotono
(rastu, padaju, ne rastu ili ne padaju), a nacin primjene im je vrlo slian kao kod invarijanti.

A Oprez 2

Bitno je primijetiti kako pomoc¢u invarijante u principu ne mozemo dokazati da je neSto moguce
konstruirati, odnosno ukoliko pronademo invarijantu koja se ne mijenja kroz operacije te je takva
i u ciljanom stanju, to ne znaci nuzno da je takvo stanje moguce postié¢i. Tada treba konstuirati
primjer u kojem se to postize (ili dokazati da je moguce konstruirati takav primjer).

Zadaci

1. Ploc¢a 8 x 8 obojena je kao Sahovska ploc¢a. U pojedinom potezu treba odabrati jedan redak ili
stupac i svim poljima u tom retku ili stupcu promijeniti boju iz crne u bijelu i obrnuto.

(a) Moze li se, kona¢nim nizom takvih poteza, postié¢i da toéno jedno polje na ploéi bude crno?
(b) Ukoliko, osim opisane promjene, mozemo izabrati i bilo koji kvadrat 2 x 2, te takoder
zamijeniti boje na isti nacin, moZe li se postiéi isti cilj?
2. Na skolskoj ploéi je napisano 5 brojeva. U svakom koraku radimo sljedeéu transformaciju: oda-
biremo bilo koja tri broja, x,y, z i mijenjamo ih u 2x — y,2y — 2,2z — .
Ako su na pocetku bili napisani brojevi 7,10,12,15,17, moZemo li, uzastopnim ponavljanjem
tog postupka, doéi do petorke brojeva:
(a) 6,8,10,18,19
(b) 9,11,13,14,167



10.

11.

12.

. Na pocetku se na plo¢i nalaze brojevi 2009, 2012 i 2015. Zeljko u svakom koraku oznaéi brojeve

na ploci s a, b i c u nekom poretku, a zatim ih zamjenjuje brojevima 3a — b, 3b — c i 3¢ — a.

Moze li Zeljko uzastopnom primjenom ovog postupka postiéi da na ploéi u nekom trenutku pisu
tri jednaka broja?

. Na stolu se nalazi 13 plavih, 15 crvenih i 17 zelenih kuglica. U svakom koraku biramo dvije

kuglice razlicite boje i pretvaramo ih u kuglice preostale (tre¢e boje).

Je li moguée konac¢nim nizom ovakvih poteza posti¢i da su sve kuglice iste boje?

. Macka stoji u tocki koordinatnog sustava (3,1). Svake sekunde skaée na drugo mjesto u koor-

dinatnom sustavu na sljede¢i naéin: ako se trenutno nalazi na poziciji (a, b), bira neki prirodan

broj n i skade na poziciju (%2, 295) Moze li macka odabrati neki niz prirodnih brojeva tako da.

. n ? atb
doskodi:

(a) u tocku (1,3)
(b) u tocku (1,4)?

. U Parlamentu neke drzave svaki ¢lan Parlamenta ima to¢no tri neprijatelja (neprijateljstva su

uzajamna). DokaZite da se Parlament moze podijeliti u dva doma ("Gornji dom" i "Donji dom")
tako da svaki ¢lan Parlamenta ima najviSe jednog neprijatelja u domu ¢iji je ¢lan.

. Ivan je na plocu zapisao brojeve 1,2,...,2n, pri ¢emu je n neparan prirodan broj. U svakom

koraku odabire 2 broja, a i b s plode te ih zamijeni brojem |a — b|. Takvim postupkom, nakon
konac¢no mnogo koraka, ostat ¢e 1 broj.

Odredite parnost tog broja.

. Pocinjemo s brojevima 18 i 19 na ploéi. U svakom potezu moZete na plocu dopisati zbroj nekih

dvaju elemenata na ploc¢i. MozZete li doéi do broja 19947

. Polja ploce dimenzija N X N obojana su u crno i bijelo tako da su polja koja imaju zajednicku

stranicu razlicite boje i tako da je barem jedno polje u kutu ploce crne boje. U pojedinom koraku
odabire se kvadrat dimenzija 2 X 2 i sva Cetiri polja unutar tog kvadrata mijenjaju boju tako da
bijela polja postaju crna, crna postaju siva, a siva postaju bijela.

Odredite sve prirodne brojeve N > 1 za koje je kona¢nim nizom opisanih koraka mogudée postici
da sva polja koja su na pocetku bila crna budu bijela i da sva polja koja su na pocetku bila
bijela budu crna.

Na plo¢i se nalazi prvih n prirodnih brojeva (n > 3). Ante ponavlja sljedeéi postupak: najprije
po volji bira dva broja na ploci, a zatim ih poveéava za isti proizvoljni iznos.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje Ante, ponavljanjem tog postupka, moze posti¢i da svi
brojevi na plo¢i budu jednaki.

Na po volji velikoj kvadratnoj ploci postavljeno je 9 Zetona u polja jednog kvadrata 3 x 3,
po jedan u svako polje. U svakom koraku mozemo s jednim zetonom skociti u horizontalnom
ili vertikalnom smjeru preko jednog zauzetog polja na slobodno polje i pritom Zeton koji je
preskocen uklanjamo.

Moze li ova igra zavrSiti sa samo jednim Zetonom na ploci?

Zemljiste dimenzija n X p podijeljeno je na np Cestica - jedini¢nih kvadratiéa. Svaka je Cestica
u pocetnom stanju ili obrasla u korov ili je o¢iSéena - na pocetku je m Cestica obraslo u korov.
Korov se §iri na susjedne Cestice na sljedeé¢i nacin: svake godine one Cestice koje su imale dvije
susjedne Cestice (sa zajednickom stranicom) obrasle u korov i same obrastu u korov.

Odredite najmanji m za koji postoji pocetni raspored u korov obraslih Cestica takav da, nakon
konaénog broja godina, cijelo zemljiste mora obrasti u korov.



13.

14,

15.

16.

17.

Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji se nalaze
na ploci, obriSemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b.

Ako su na pocetku na ploci brojevi 1,2,3,4,...2011,2012, mogu li se nakon konac¢nog broja
koraka na ploéi nalaziti brojevi 2,4, 6,8, ...4022, 40247

Anica i Bozica igraju igru. Prvo BozZica napiSe 9 prirodnih brojeva na plo¢u, a onda Anica
pokusava dobiti da svi brojevi budu jednaki visestrukim ponavljanjem sljedeéeg postupka: u
jednom koraku ona odabire 2 broja i mijenja svaki od njih njihovim zbrojem.

Moze li BoZica odabrati brojeve tako da Anica ne moze ostvariti svoj naum?

2n veleposlanika pozvano je na banket. Svaki veleposlanik ima najvise n — 1 neprijatelja. Do-
kazi da se veleposlanici mogu razmjestiti oko okruglog stola tako da nitko ne sjedi pored svog
neprijatelja.

Na skolskoj ploci napisani su brojevi 1, 2,...,n. U svakom koraku briSu se brojevi a 7 b s ploce i
zamjenjuju brojem ab + a + b.

Odredite posljednji broj koji ostaje na ploci.

Na plo¢i su napisani cijeli brojevi a, b, ¢, d koji nisu svi jednaki. U svakom koraku brojevi na ploéi
a, b, ¢, d zamjenjuju se brojevima a — b,b — c,c — d,d — a.

Dokazite da ¢e, nakon konac¢no mnogo koraka, apsolutna vrijednost jednog broja biti veéa od
20211



A2: Mislav Plavac - How to Viete

Predavanje

Uvod

Tl;dr polinoma

Definicija 4.3.1

Polinom n-tog stupnja je funkcija f: R — R dana sa
f(z) = anz™ + an_12" 1+ ... + a1z + ag

gdje su n € Ny, ag, a1, ..., an, € R, a, # 0.

Brojeve ay, ..., an zovemo koeficijenti polinoma, a, vodeéi koeficijent, a ag slobodni koeficijent.

Ako je f # 0, broj n zovemo stupanj polinoma i piSemo degf = n.

Ako je f(z) =0,Vz € R, onda polinom f zovemo nul - polinom, piSemo f = 0.

Ako je an, = 1, kaZzemo da je polinom normiran. Ako postoji a € R\ {0}. takav da f(z) = a za sve
z € R, tada polinom f zovemo konstantni polinom i piSemo f = a.

Propozicija 4.3.2

Neka su f i g dva polinoma. Tada je:

1. deg(fg) = deg(f) + deg(g)
2. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}
3. deg(f o g) = deg(f) - deg(g)

Definicija 4.3.3: Jednakost polinoma

Polinomi f i g su jednaki ako su jednaki kao funkcije, tj.

f(z) =g(z), VzeR

Teorem 4.3.4: Teorem o nulpolinomu

Polinom f(r) = a,z" + an_12"! + ... + a1z + ag, jednak je nul - polinomu ako i samo ako
a; =0,¥i=0,1,..,n.

Teorem 4.3.5: O jednakosti polinoma

Polinomi f(z) = ap2™ + apn_12" ' + ... + @12 + ag i g(x) = bpx™ + bp_12™ 1 + ... + bz + by su

jednaki ako i samo akom=nia; =b;,i=0,1,...,n.

Teorem 4.3.6: O dijeljenju s ostatkom

Za polinome f i g postoje jedinstveni polinomi ¢ i r tako da

f(z) = g(x) q(z) +r(z), deg(r) < deg(g) ili r(z)=0.



q i r zovu se kvocijent i ostatak pri dijeljenju f s g. Ako je r = 0 tada kaZemo da g dijeli f.

Korolar 4.3.7

Neka je f polinom stupnja n i a € R. Dijeljenje s z — a daje

f(@)=(z—a)g(z)+r, r€R, deg(q)=n-1

Definicija 4.3.8

Ako je za polinom f, za neki a € C f(a) = 0, tada a zovemo nultocka ili korijen polinoma f.

Napomena 4.3.9
Uoc¢imo da vrijedi:

f(a) =0 <= f(x) = (z — a) ¢(z), za neki polinom gq.
Ako za polinom f stupnja n, postoji n nultocaka a1, ae, ... , a,, tada je

f@)=clzx—a1)(zr—ag)...(x—an), c€R

Definicija 4.3.10

Ako postoji m € N i polinom ¢ tako da je

f(z) = (z —a)™ g(x), q(a) #0,

tada broj m zovemo kratnost nultocke a od f.

Propozicija 4.3.11

Neka je f(z) = anz" + an_12" ! + ... + a1z + ap polinom s cjelobrojnim koeficijentima i neka je
z € Z. Tada je
f(z) =0 < 2| ao.

Propozicija 4.3.12
Neka je f(z) = anz™ + an—12" + ... + a1 + ap polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je

a € Q korijen jednadzbe, dakle a = %’, p € Z,q € N, pri ¢emu su p i g relativno prosti, onda p | ag i
q| an.

Primjer 1. Odredite nultocke polinoma 2z* + z3 — 422 + 1.

Rjesenje 1. Pogadamo racionalne nultocke. Prema prethodnoj propoziciji kandidati za brojnik raci-
onalne nultocke su +1, za za nazivnik su £1,£+2. Lako vidimo da su z1 = 1,29 = 3 nultocke. Nakon
diljenja polinomima preostaje nam (x —1)(2x +1)(2? 4z — 1) te vidimo da su preostala 2 rjeSenja nul-

-1+
V5

tocke polinoma % +z — 1 $to po formuli za kvadratnu jednadZbu dobivamo da su T34 = 7



The tool

Sada dolazimo do najbitnijeg alata ovog predavanja, posebna vrsta polinoma koja se pojavljuje u
Vieteovim formulama, - simetri¢ni polinomi.

Definicija 4.3.13: Simetricni polinomi
Za polinom P(z1,%2,...,Tn) u n varijabli kaZemo da je simetrian ako za bilo koju bijekciju o :
{1,2,...,n} = {1,2,...,n} vrijedi

P(.’L‘l, T2, ... ,xn) = P(-Ta(l)7w0'(2)’ R Ia(n))

Neformalno, polinom je simetrican ako zamijenom bilo kojih dvaju varijabli dobijemo ponovno isti
polinom. Neki primjeri simetri¢nih polinoma su z? + 32, 23y + 22y3 + x2y22*, z* + 423y + 62%y% +
4zy® + 4.

Nadalje ¢emo se fokusirati na 2 varijable i nama vrlo koristan i bitan rezultat.

Definicija 4.3.14

Polinome 01 = z 4+ y i 02 = Yy nazivamo elementarnim simetri¢nim polinomima.

Teorem 4.3.15

Svaki simetri¢an polinom u dvije varijable moze se zapisati pomoc¢u elemetarnih polinoma.

Naravno, ovaj rezultat vrijedi i za polinome viSe varijabli, ali je sa sve viSe varijabli kompliciranije za
zapisati te teze za dokazati.

Primjer 2. Odredite sve parove realnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju jednadzbu

y-D+y*(e—1)=—4
£+g:_3
Yy x

The fun stuff

Sada dolazimo do drugog bitnog rezultata, trik koji se na raznim razinama natjecanja koristi, ponekad
i u zadacima gdje to ne bismo ocekivali. Formule koje povezuju koeficijente polinoma i simetri¢ne
polinome u nultockama polinoma.

Teorem 4.3.16: Viéteove formule

Za f(z) = anx™ + an_12"" ' + ... + @12 + ag, neka su x1, T2, ..., , € C njegove nultocke. Tada je

an—1
1 +x2+ ...+ =—
an
an—2
1Ty + X123+ ... + Tp—1Tp, = a
mn

T1T2...Ty = (—1)"@
an

Primjer 3. Neka su 21, 22, 23 kompleksni brojevi za koje vrijedi

Z1%223 = 1

1 1 1
21tz tz=—+—+—
z1 zZ92 z3



Dokazite da je barem jedan od njih jednak 1.

Primjer 4 (Argentina TST 2007.). Odredite sve realne brojeve x > 1 za koje vrijedi

1

2

2 vV —1 -1
x_l—i—\/:v—l+ 22 =Z +

T

Laksi zadaci

. Podijeli f(z) =3z° —2*+ 722+ 22— 6 s g(z) =z — 2.
. Faktoriziraj f(z) = 5% — 20* + 23 + 22 — 22 + 1.

. Koja je suma recipro¢nih korijena jednadzbe

o
2004 T

. Neka su a, b, c kompleksni brojevi za koje vrijedi

at+b+ec=0
ab+bc+ac=0

Dokazite da je | a |=| b |=| c|.

z? V-1

+
vr—1

Neka su «, 3, nultocke polinoma z3 — 3z — 1. Odredite o* + 8% + ~*.

. Neka su a, 8 takvi da vrijedi . .
at+t—+2=BF+-+2=0
a B

o100 + 5100

Odredite W .

. Neka su a, b razliciti realni brojevi za koje vrijedi

a?+3a+1=b+3b+1=0

a

Odredite 5

b
+-.
a

Umjereni zadaci

10.

11.

12,

. Neka su r, s, t korijeni polinoma 23 —3z2+ 1. Odredite polinom ¢&iji su korijeni

. Neka su z1, o i 3 rjeSenja jednadzbe 22 — 222 + 3z — 4 = 0. Odredi (z1 + 1)(z2 + 1)(z3 + 1).

1 1

s+3t+3 r+3

Ako su z1, x2, z3 nultocke polinoma z® — 222 — z + 3, odredite polinom ¢ije su nultocke zo +

r3,T1 + 3,21 + T2.

Neka, su z1, T2, 23, T4 rjeSenja jednadzbe z* — 322 — 62 — 2 = 0. Odredite

1 1 1

1+x1+1+x2+1+x3+

Neka su «, 3, nultocke polinoma z3 — z — 1 = 0. Odredite

l+a 148 147

1—o¢+1—ﬁ 1—v



13. Neka su 7y, 19,73, 74 korijeni polinoma 4z* + 222 + . Odredite

ri+re redr3y T3t+ry T4+7T1
r3s+mr4 T4+T1 rir+re ro+13

14. Neka su a, b, ¢ nultocke polinoma 23 — 2007z 4 2002 = 0. Odredite
(a— 1) (b— 1) (c— 1)
a+1 b+1 c+1
15. Dokazi da /2 — v/3 nije racionalan broj.

16. Neka su a,b,c,z,y realni brojevi takvida a® +ax +y =0, >+ bz +y=0ic +cx+y = 0.
Ako su a, b, ¢ svi medusobno razli¢iti, dokazi da im je suma jednaka nuli.

17. Neka su «, 3, v rjeSenja jednadzbe 22 — 22 — 2z 4+ 1 = 0. Odredite

(E
By oy o’f

18. Odredite sve realne brojeve z,y, z koji zadovoljavaju sustav jednadzbi

z+y+z=3,
x2+y2+22=3,
B4y +23=3

19. Neka su a, b, x, y realni brojevi takvi da vrijedi

ax + by = 3,
ax +by? =17,
az® + by3 = 16,
azt + by = 42.

Odredite azx® + by®.
20. Neka su r, s, t rjeSenja jednadzbe 8z + 1001z + 2008 = 0. Odredite (r + s)3 + (s +t)3 + (t +7)3.
21. Neka su 71,72, 3 nultocke polinoma 523 — 1122 + 7z + 3. Odredite

(@) ri(L+ra+7r3) +re(l+r1+7r3) +73(1+ 71 +12)
(b) 7':1” + rg’ + rg’

22. Zadan je polinom z2 — 302 4 rz — 780. Odredite sve realne brojeve r takve da nultocke polinoma,
¢ine duljine stranice pravokutnog trokuta.

23. Neka su a, b, ¢ rjeSenja jednadzbe x3 — (k + 1)z2 + kz + 12 = 0 gdje je k € R. Ako su (a —2)3 +
(b—2)3 + (c — 2)3 = —18, odredite k.
Tezi zadaci

24. Neka je polinom f(z) = z* — 1823 + kx? + 200z — 1984. Umnozak dvaju od &etiri korijena
polinoma je —32. Odredi k.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Neka su 1, T2, .. .,z, nultocke polinoma z'® 4+ z° + ...+ z + 1. Odredite

10 1

>

n=1

1—xz,

Odredi sve polinome P takve da im je vodeci koeficijent 1, a svi ostali koeficijenti mogu biti 1
ili —1 uz uvjet da su svi korijeni polinoma realni brojevi.

Rijesite sustav jednadzbi:
x z x oz
L
y z T x z Yy
z+y+z=1

?+y’+22=3

Neka su a, b, c cijeli brojevi te f(z) = 22 + az? + bx + c i g(x) = 23 + b2? + cx + a takvi da je
f(1) = 0 te su nultocke od g kvadrati nultodaka f. Odredite a20%4 4 2024 4 2024,

(Kenya MO 2018.) Neka su a, b, ¢, d nultocke polinoma z* + 723 — 522 4 22 — 1. Odredite

(-2)(-#)(-2)(-2)
(INMO 2021.) Odredite sve parove cijelih brojeva (a,b) takve da polinomi z3+az+biz3+bz+a
imaju iskljucivo cjelobrojne nultocke.
(IMOSL 1982.) Odredite sve realne parametre a za koje jednadzba
162* — az + (20 +17)22 —az +16 =0
ima 4 razli¢ita rjeSenja koja tvore geometrijski niz.

(IMOSL 1988.) Neka je o najveée rjeSenje jednadzbe 2 — 322+ 1. Dokazite da je |!?8®| djeljivo
sa 17.
(IMOSL 2002.) Postoji li prirodan broj m takav da jednadzba

1 1. 1.1 m
a b ¢ abc a+b+c

ima beskonaCno mnogo rjesenja za prirodne brojeve a, b, c.



N2: Mislav Brnetié¢ - Mali Fermatov i Eulerov teorem

Predavanje

Uvod

Mali Fermatov i Eulerov teorem vazni su rezultati u teoriji brojeva koji nam pomazu odrediti odrediti
ostatke pri dijeljenju i za velike brojeve odredeog oblika (npr. potencije).

Prije iskazivanja teorema, uvedimo pojmove potpunog sustava ostataka i reduciranog sustava ostataka
te Eulerovu funkciju koja ¢e biti potrebna za iskaz Eulerovog teorema.

Definicija 4.4.1: Potpun sustav ostataka

Skup S je potpuni sustav ostataka modulo n ako elementi S svi daju razliCite ostatke pri dijeljenju
s n, i svi ostatci se pojavljuju.

Definicija 4.4.2: Reducirani sustav ostataka

Reducirani sustav ostataka modulo m je skup cijelih brojeva r; sa svojstvom da je ged(r;,m) =1
ir; #r; (mod m) za svaki ¢ # j te da za svaki cijeli broj x takav da je ged(x,m) = 1 postoj r;
takav da je z =r; (mod m).

Sada mozemo iskazati Mali Fermatov teorem koji govori o ostatku pri dijeljenju koji daje broj oblika
a? za prirodan broj a i prost broj p.

Teorem 4.4.3: Mali Fermatov teorem

Ako je p prost broj tada za svaki prirodan broj a vrijedi a” = a (mod p).
Specijalno, ako je ged(a,p) = 1 vrijedi a?~! =1 (mod p).

A Oprez 3

Ne vrijedi obrat Malog Fermatovog teorema, tj. ako vrijedi a®* = a (mod z), ne znaéi nuzno da je
x prost.

Definicija 4.4.4: Eulerova funkcija

Neka je m prirodan broj. Funkciju ¢ : N — N takvu da je ¢(m) jednako broju prirodnih brojeva
relativno prostih s m koji su manji ili jednaki m zovemo Eulerova funkcija.

Za, Eulerovu funkciju postoji i eksplicitna formula:
Propozicija 4.4.5

Za n € N ¢iji su prosti faktori p1,po, ..., pn vrijedi

oo 2)(1- 1))

Opéenitiji rezultat od Malog Fermatovog teorema je Eulerov teorem (primijetimo kako je Mali Fer-
matov teorem zapravo samo poseban sluc¢aj Eulerovog teorema za m prost broj jer je ¢(p) =p —1 za

p prost).



Teorem 4.4.6: Eulerov teorem

Ako su a i m relativno prosti brojevi, vrijedi a®™ =1 (mod m).

Sada definirajmo pojam ordera:

Definicija 4.4.7

Neka su a i n prirodni brojevi takvi da je ged(a,n) = 1. Order od a modulo n (u oznaci ord,(a))
je najmanji prirodan broj e takav da je

a®*=1 (mod n).

Napomena 4.4.8

Primijetimo kako, koristenjem Eulerovog teorema, lako pokazemo kako za sve a i n prirodne brojeve
postoji ord,(a), odnosno kako je definicija dobra.

Za ordere vrijedi sljede¢i vazan rezultat:

Teorem 4.4.9

Ako je a" =1 (mod p), tada ordy,(a) dijeli n.

Uvodni zadaci

1. Odredite ostatak broja 5°° pri dijeljenju sa 7.

7100

2. Odredite posljednje dvije znamenke broja 7 .

61

3. Dokazite da je, za sve prirodne brojeve m i n, m8'n — mnb! djeljivo s 2015.

Zadaci

4. Neka su p i q razli¢iti prosti brojevi. Dokazite da tada vrijedi
@ t+p =1 (mod pq).
5. DokazZite da 13|3105 4- 4105,

6. Neka je p prost broj oblika 3k + 2 koji dijeli a® 4+ ab + b? za neke prirodne brojeve a i b.
Dokazite da su a i b djeljivi s p.

7. (Wilsonov teorem) DokaZi da je za prost p,

(p—1!'=-1 (mod p).
8. Odredite sve parove (m,n) prirodnih brojeva takve da je 4mn — m — n potpuni kvadrat.
9. Dokazite da za sve a € N,a > 1,n € N vrijedi:

n | ¢(a"—1)



10.

11.

12.

13.

14.

Dokazite da ne postoji n > 1 za koji vrijedi n|2™ — 1

Neka je p prost broj i neka je m prirodan broj. Dokazite da postoji prirodni broj n takav da
broj p™ u decimalnom prikazu ima m uzastopnih znamenki 0.

Odredite sve prirodne brojeve koji su relativno prosti sa svim ¢lanovima niza a,, = 2"+3"+6"—1.
Dokazite: ako prost broj p dijeli a? — 1, za neki prirodni broj a, tada p? takoder dijeli a? — 1.
Za z € (0,1) neka je y € (0,1) broj ¢ija je n—ta decimala jednaka 2"—toj decimali broja z.

Dokazite:
r€e€Q = yeQ



Zadaci za trecu grupu

G3: Borna Banjanin - Fantomi

Predavanje

Uvod

Ako ste na ovom predavanju, ili ste ga odludili otvoriti i itati iz nekog razloga, to znadi da ste se do
sad susreli s podosta geometrijskih zadataka. Iz tih dugih i teSkih sati rjesavanja ste mogli zakljuciti
da nekad na prvu moZete vidjeti kako ée glasiti zadnjih par recenica dokaza, a nekad ne. Ako zadatak
trazi da pokaZete da neke tocke leZe na kruznici, vjerojatno éete morati dobiti da je suma neka dva
kuta 180° ili gledati neku potenciju tocke ili nesto treée. Ako treba dokazati da su neka dva pravca
paralelna, vjerojatno ée se za dokaz toga koristiti jednakost kuteva uz presjeénicu. Ako treba pokazati
da su neke dvije duzine jednakih duljina za to ¢ete najcesce koristiti ¢injenicu o jednakosti kuteva u
jednakokra¢nom trokutu. To su samo neki primjeri onoga sto se trazi u geometrijskim zadacima, a Sto
se obi¢no Cini lakse za dokazati. Za razliku od toga, zadatak koji trazi da pokaZete da neka 3 pravca
prolaze istom tockom, ili da neke 3 tocke leZze na istom pravcu, ¢e se uvijek na prvu ¢initi malo tezim.
U ovom predavanju predstavljam metodu koja ée olakSati te zadatke i pomoéi kod mnogih drugih.

Fantomiranje

Mozda ste prije ¢ili i izraz fantomske tocke (ili nesto sli¢no tome), ali ja koristim ovaj izraz €isto zato
$to je vise kul.

Mislim da je najbolje da se odmah bacimo na primjer jednom zadatka koji se ¢ini malo zeznut, ali se
dosta lagano rijesi fantomiranjem, a onda éemo malo bolje pojasniti $to sve to znaci.

Primjer 1. Neka je ABC Siljastokutan trokut sa srediStem opisane kruznice O i neka je K tocka takva
da je K A tangenta na opisanu kruznicu trokuta ABC i da je ZKCB pravi kut. Tocka D lezi na pravcu
BC tako da su KD i AB paralelni. Dokazi da su tocke D, O i A kolinearne.

Rjesenje 1. Neka je D’ presjek pravaca AO i BC. AK je tangenta na kruznicu u tocki A, a AO je
polumjer kruZnice pa znamo da je |ZKAD| = 90°. Imamo: |[ZKAD'| 4+ |ZKCD'| = 180°, odnosno
AKCD' je tetivni Setverokut. Zbog te tetivnosti i zbog poucka o kutu izmedu tangente i tetive imamo
: |[£ZABD'| = |£/KAC| = |ZKD'C|. Pa prema obratu poucka o kutu izmedu presje¢nice i paralelnih
pravaca slijedi da su pravci AB i KD’ paralelni. Znamo da se tocke D i D’ nalaze na pravcu BC i da
su pravci KD i KD’ oba paralelni s AB, ali moZe postojati samo jedna to¢ka na pravcu BC d&ija je
spojnica s tockom K paralelna s AB pa zakljucujemo da su D i D’ iste tocke, odnosno da je tocka D
na pravcu AO. O



“0 o W

Ovo je bio klasi¢éni primjer fantomiranja u zadatku. Tocka D ima 3 svojstva, nalazi se na pravcu BC,
pravac KD je paralelan s AB i nalazi se na pravcu AQO. U zadatku su nam dana 2 od ta 3 svojstva i
moramo dokazati da vrijedi treée svojstvo, ali odmah vidimo da bi bilo lakse dokazati neku paralelnost
uz pomo¢ kolinearnosti nego obrnuto. Zbog toga uvodimo fantomsku to¢ku D’ koju éemo definirati s
jednim poznatim svojstvom od D (nalazi se na pravcu BC) i drugim kojeg u zadatku zapravo trebamo
dokazati (nalazi se na pravcu AQ) te treée svojstvo tocke D (to da je KD paralelno s AB) zapravo
dokazujemo. Nakon $to dokazemo da vrijedi to treée svojstvo za tocku D’ moZemo reéi da su D i D’
jednake i da onda ono prvotno svojstvo koje smo htjeli dokazati vrijedi i za D. Tu moramo biti oprezni
da vidimo definiraju li prva dva svojstva jedinstvenu tocku.

Naravno da se ovaj zadatak, kao i svi drugi, mogao rijesiti bez fantomiranja. Prava tezina koriStenja
ove metode je odluciti na kojim zadacima je ima smisla primjeniti, a to mozete steéi na jedini mogudéi
nadin, rjeSavanje puno zadataka.

Laksi zadaci

1. Neka je ABC trokut i to¢ke X, Y i Z na stranicama BC, AC, AB. DokaZi da se kruZnice opisane

trokutima AZY, BXZ i CXY sijeku u jednoj tocki.

2. Neka je C'H visina siljastokutnog trokuta ABC), a toc¢ka O srediSte njemu opisane kruznice. Ako
je T noziste okomice iz tocke C na pravac AO, dokazi da pravac T'H prolazi poloviStem duZine
BC.

3. DokaZi da je Cetverokut tetivan ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih kuteva 180°.
4. Dokazi da se simetrala stranice i simetrala nasuprotnog kuta trokuta sijeku na opisanoj kruznici.

5. Dan je trokut ABC. KruZnica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te produZetke stranica
AB i AC preko to¢aka B i C redom u tockama L i M. KruZnica s promjerom BC sijete duzinu
LM u tockama P i @) tako da tocka P lezi izmedu L i @). Dokazi da se pravci BP i C'Q sijeku
u sredistu kruznice k.

6. Neka su P i Q na stranici BC siljastokutnog trokuta ABC tako da je /PAB = /BCA i
ZCAQ = LABC. Totke M i N su na pravcima AP i AQ, redom, tako da je P poloviste AM i
Q@ poloviste AN. Dokazi da je presjek BM i CN na opisanoj kruznici trokuta ABC.



C3: Paula Horvat - Bojanja i poplocavanja

Predavanje

Uvod

Za razliku od veéine predavanja, ovdje ne ¢emo uvoditi puno formalnih definicija, ve¢ éemo se fokusirati
na razne tehnike i trikove koji ée olaksati rjeSavanje zadataka s bojanjima/poplo¢avanjima. Pokusat
¢emo stvoriti jasniji put i intuiciju o razli¢itim tipovima zadataka. Tako éete, ako se nadete u situaciji
da ne znate ni kako poceti rjesavati zadatak, mocéi pristupiti mu na smislen nacin.

Napomena 5.2.1

Vrlo Cesto u zadacima vam ne kazu direktno da dokazete da se neSto moze nekako poplocati, ve¢ vam
kazu da sami dodete do zakljucka koje od toga vrijedi pa da to i dokazete. Ukoliko dokazujete da se
nesto moze poplocati na neki nacin potrebno je pronacéi konstrukciju poplocavanja. Takvu
konstrukciju mozemo nacrtati, ako je ploca dovoljno malenih dimenzija, ili opisati kako bi izgledala,
ako je ploca toliko velika da je neprakticno je nacrtati. U naprednijim zadacima mozemo se koristiti
i drugim tehnikama, poput matematicke indukcije, kako bismo konstruirali trazeno poploc¢avanje.

Primjer 1. 1. MozZe li se plo¢a 10 x 10 poplocati plo¢icama dimencije 1x2 (dominama)?

2. Moze li se ploca 10 x 10 od koje su izrezana dva nasuprotna kutna polja poplocati pravokutnim
plo¢icama dimenzije 1x2 (dominima)?

Rjesenje 1. 1. Moguée je. Nacrtaj ili objasni kako.

2. Ovdje se koristi jedan od najbasic, ali najkorisnijih trikova za poplocavanje: Sahovsko bojanje
ploce. Primje¢ujemo da smo izrezali polje iste boje. Kada bi mogli poplocati cijelu danu ploc¢u sa
dominama tada bi ukupni broj crnih i bijelih polja trebao biti jednak (jer svaka domina pokriva
jedno bijelo i jedno crno polje). Dana ploc¢a ima 32 polja jedne boje, a 30 polja druge boja pa
takvo poploc¢avanje nije moguce.

O

U gornjem primjeru susreli smo se s jednostavnim bojanjem ploce koje nam brzo rijesi zadatak. Na-
ravno, Sahovsko bojanje neée uvijek voditi do rjeSenja, no moze biti odlican pocetak. Broj boja koji
¢e bit koristan u odredenom zadatku kao i na¢in bojanja, naravno, moramo sami otkriti...

Napomena 5.2.2

Nemoj zaboraviti na matematic¢ku indukciju. Nije uvijek ocito kada ju moZemo primijeniti. Kada
isprobava$ neka svojstva za plocice, polja ili dimenzije moze vrijediti neka pravilnost. U takvim
se situacijama sjeti indukcije. Naravno, indukciju moze§ provoditi samo po parnim brojevima,
neparnim brojevima, potencijama broja 2 itd.

Jos neke stvari na koje valja obratiti pozornost:

e Ako se u zadatku radi o n x n ploci, korisno je prouditi Sto se dogada na manjim plocama te
potom naslutiti nesto o plo¢i dimenzija n X n.

o Kada trazimo najmanyji ili najveéi broj za koji nesto vrijedi, koristan nam je Dirichletov princip
i princip ekstrema

o Kad Zelimo doéi do kontradikcije, jako je korisno pronaéi neku invarijantu na ploci. U tu svrhu
je Cesto korisno obojati plocu.



Zadaci (ne nuzno poredani po tezini)

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Mozemo li poplocati 10 x 10 kvadratnu ploc¢u s 1 x 4 plodicama?

Moze li se Sahovska ploca od koje je izrezano jedno kutno polje pokriti pravokutnim ploc¢icama
dimenzije 1 x 37

. Je li mogucée posloziti 53 cigla dimenzija 1 x 1 X 4 u kutiju dimenzija 6 x 6 X 67

. Antun i Karlo poplocali su pravokutni pod plo¢icama dimenzija 1 x 4 i 2 x 2. Na kraju posla

Antun je slucajno razbio jednu plocicu. U zalihi im je ostala jo$ samo jedna plocica, no suprotnog
oblika. Mogu li Antun i Karlo ikako popraviti gresku i poploc¢ati pod preostalim plocicama?

. Djeca na matematickom kampu igraju igru na velikoj ploci dimenzija 9 x 9 tako da na pocetku

igre u svakom polju stoji jedan uéenik. Kada Mislav vikne "SAD!" svaki u¢enik nasumic¢no prelazi
u neko od dijagonalnih susjeda svojeg polja (dijagonalni susjed je ono polje s kojim poéetno polje
dijeli samo vrh). Nakon jednog poteza, koji je minimalni broj praznih polja?

. Svaki od 9 kvadratic¢a na ploc¢i dimenzija 3 x 3 treba obojati crvenom ili plavom bojom tako da

se na plo¢i ne pojavljuje kvadrat dimenzija 2 x 2 ¢itav obojan crvenom bojom. Na koliko na¢na
mozZemo obojati danu ploc¢u?

. Jedan kut ploce dimenzija (2n+ 1) x (2n+ 1) nedostaje. Odredi za koje sve brojeve n je moguée

poplocati danu plo¢u dominama 1 x 2 tako da ih je to¢no pola u horizontalnoj poziciji.

(a) Dokazite da se plo¢a dimenzija 4 X 4 moze obojiti u dvije boje tako da za svaki izbor dvaju
redaka i dvaju stupaca vrijedi da Cetiri polja u presjecima tih redaka i stupaca nisu sva
obojana istom bojom.

(b) Dokazite da gore navedeno svojstvo ne vrijedi za plo¢u dimenzija 5 x 5.

. Dana je ploca dimenzija 1000x1000. Je li mogucée obojati tocno 125 polja te ploce tako da svako

od obojanih polja ima neparan broj obojanih susjeda? Dva polja nazivamo susjedima ako imaju
zajednicku stranicu.

Dokazite da plocu dimenzija 2™ x 2" bez jednog kvadrati¢a mozemo poplocati L-trominama.

U ravnini se nalazi n tocaka i svaka je sa svakom spojena obojanom duzinom. Postoji n boja
kojom su obojane duzine. Za sve 3 razli¢ite boje postoje 3 tocke takve da one ¢ine trokut obojan
tim trima bojama. Moze li n biti:

(a) 67
(b) 77

Polja ploc¢e dimenzija N x N obojana su u crno i bijelo tako da su polja koja imaju zajednicku
stranicu razlicite boje i tako da je barem jedno polje u kutu ploce crne boje. U pojedinom koraku
odabire se kvadrat dimenzija 2 X 2 i sva Cetiri polja unutar tog kvadrata mijenjaju boju tako da
bijela polja postaju crna, crna postaju siva, a siva postaju bijela.

Odpredi sve prirodne brojeve N > 1 za koje je kona¢nim nizom opisanih koraka moguée postiéi da
sva polja koja su na pocetku bila crna budu bijela i da sva polja koja su na pocetku bila bijela
budu crna.

Na nekim poljima ploce dimenzija 2017 x 2017 nalazi se po jedna bubamara; ostala polja su
prazna. Bubamare se pomi¢u po plo¢i, nikad ju ne napustajuéi, prema sljedeéim pravilima. Svaka
bubamara se svake sekunde pomakne na susjedno polje. Pomaci su horizontalni (na polje lijevo
ili desno od onog na kojem se bubamara nalazi) ili vertikalni (na polje iznad ili ispod onog na



14.

kojem se bubamara nalazi). Bubamara koja napravi horizontalni pomak u sljedeéoj sekundi mora
napraviti vertikalni pomak, a bubamara koja napravi vertikalni pomak u sljedeéoj sekundi mora
napraviti horizontalni pomak.

Odredi najmanji broj bubamara tako da, neovisno o njihovom pocetnom rasporedu i neovisno
o njihovim pomacima mozZemo biti sigurni da ¢e se u nekom trenutku dvije bubamare naéi na
istom polju.

Ludi lovac je figura koja moze biti okrenuta prema jednom od Cetiri dijagonalno susjedna polja
i napada sva polja ravno ispred sebe te ravno lijevo i desno od sebe (poput Sahovskog lovca koji
ne vidi iza sebe). Za dva polja igraée ploce kazemo da su dijagonalno susjedna ako imaju to¢no
jedan zajednicki vrh. Odredi najveéi prirodni broj N za koji je na igrat¢u plo¢u 8 x 8 moguce
postaviti N ludih lovaca tako da nijedan od njih ne napada nekog od ostalih.



A3: Borna Banjanin - Polinomi

Predavanje

Uvod

Odlucdio sam se napraviti predavanje o polinomima zato Sto sam se kao natjecatelj jako bojao zadatka
s njima. Bilo to na Zupanijskom, drzavnom ili HMO-u. Nadam se da ¢e ovaj PDF svakom citatelju i
slusatelju pomodi i dobro pripremiti na polonomijalne vradzbe pisatelja zadataka. U iduéih nekoliko
odjeljaka malo ¢u opisati kakvi su obi¢no polinomijalni zadaci na razinama natjecanja na kojima sam
bio, a nakon toga slijedi teorija te zadaci.

Polinomi na Zupanijskom natjecanju

Na zupanijskom natjecanju su polinomijalni zadaci budu jednostavniji i na njima nije potrebno znati
gotovo nikakvu teoriju. Uglavnom je samo bitno da se u polinom kao u funkciju uvrste vrijednosti
dane u zadatku te nekom algebarskom manipulacijom dode do rjesenja.

Polinomi na drZzavnom natjecanju

Na sreéu se nisam nikada susreo sa polinomima tijekom drzavnom natjecanja, ali zbog samog pripre-
manja kroz srednju Skolu mogu reéi nekoliko najbitnijih stvari za njih. Na ovoj razini polinomi veé
pocinju biti problemati¢ni i osim samih algebarskih rjeSavanja jednadzbi (koje je sada, naravno, teze
nego prije) bitno je znati i dio teorije.

Polinomi na HMO-u

Samo sam se jednom susreo s polinomima na HMO-u i to je bilo u 2. razredu, kada sam bio najne-
iskusniji (HMO 2021., drugi dan, algebra). Iako mi na kraju nije nista znadilo, bio sam te sreée da
nisam u taj zadatak ulozio nimalo truda jer se ispostavilo da je bio najtezi na tom testu (rijesili su ga
samo slavni Dorijan Lendvaj i mozda joS pokoji bistri natjecatelj na kojeg sam zaboravio). U ovakvim
zadacima je bitno znati gotovo svu teoriju, ali isto tako jako dobro baratati samom algebrom. Ako se
kroz svoju natjecateljsku karijeru susretnete s ovakvim zadacima, zelim svu sre¢u ovog svijeta.

Polinomi

Nakon ovog srceparajuceg uvoda se mozemo napokon baciti na posao i upoznati se s polinomima i
najbitnijim njihovim svojstvima.

Definicija 5.3.1

Monom u varijabli z je algebarski izraz oblika cz®, gdje je ¢ konstanta, a k nenegativni cijeli broj.

Definicija 5.3.2

Polinom u varijabli x je suma kona¢no mnogo monoma u «, odnosno izraz oblike:

P(z) = anz™ + apn_12" 1 4+ + a1z + ag



. Ako ne pri¢amo o nul-polinomu, pretpostavljamo da je n prirodan broj i da je a,, razli¢it od nule.
Tada kaZemo da je stupanj polinoma P jednak m i piSemo:

deg(P) =n

Konstante ag, a1, . ..,a, nazivamo koeficijentima, a skup polinoma s koeficijentima iz skupa A ozna-
Cavamo s Alz].

Definicija 5.3.3
Polinom nazivamo nul-polinomom ako i samo ako su mi svi koeficijenti jednaki 0 i piSemo:
P=0

Nul-polinomu dogovorno pridruzujemo stupanj —oo.

Stupanj nul-polinoma ima savrSenog smisla, ali ne¢u ovdje objasnjavati zasti je to tako. Mozete za
vjezbu sami promisliti.

Teorem 5.3.4

Ako su A i B dva polinoma onda:
deg(A £ B) < maz(deg(A), deg(B))

deg(A - B) = deg(A) + deg(B)

Teorem 5.3.5

Za polinome A i B postoje jedinstveni polinomi ¢ i R tako da:

A = BQ + R,deg(R) < deg(B)

Gornji teorem je teorem o dijeljenju polinoma koji nam je bitan kod polinoma s cjelobrojnim koefici-
jentima.

Teorem 5.3.6

Polinom P(z) je djeljiv s binomom z — a ako i samo ako P(a) = 0.

Teorem 5.3.7

Ako je polinom P djeljiv s polinomom ) onda je svaka nultocka od @ ujedno i nultocka od P.

Teorem 5.3.8
Polinom P(z) stupnja n veéeg od 0 ima jedinstveni zapis oblika
Plz)=clzx—z1)(z—22)...(x — zp)

gdje je crazlicit od 01 z1, 9, . . . ,, kompleksni brojevi. Odnosno polinom stupnja n ima maksimalno
n nultocki.

Nakon $to smo se dotakli kompleksnih nultocaka polinoma, bitno je spomenuti i ovo:



Teorem 5.3.9

Ako je x nultocka polinoma P, onda je i T nultucka polinoma P.

Ovo je jako bitna tvrdnja koju éemo dosta koristiti kod zadataka s polinoma kompleksnih koeficijenata.
Osim toga, spomenut ¢emo i neke druge bitne teoreme vezane uz nultocke polinoma.

Teorem 5.3.10
Ako su by, b, ...b, nultotke polinoma P(z) = z" + ajz"™ ! + asz™ 2 + .- + ay, onda vrijedi:

U ovom trenutku sam preumoran napisati to¢no Vieta formule za ovo tako da ¢u ih zapisati na plocu.
U knjizi predavanja ¢u ispraviti ovu gresku.

Nakon toga kreéemo na polinome s cjelobrojnim koeficijentima. Ovo predavanja je iz algebre, a ne iz
teorije brojeva tako da ¢e ovaj dio biti manje bitan za rjeSavanje mojih zadataka, ali ¢u spomenuti
¢isto da se podsjetite da postoji i ta strana polinoma.

Teorem 5.3.11

Ako je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima, a —b dijeli P(a) — P(b) za sve razliite cijele brojeve
aib.

Teorem 5.3.12

Ako racionalni broj g (gdje su p i g relativno prosti) nultocka polinoma P(x) = apz™ +---+ap s
cjelobrojnim koeficijentima onda p|ag i g|an.

I to je bilo to od teorije. Drago mi je da ste izdrzali kroz cijelo predavanje. Sad se bacamo na zadatke.

Brutalno teski zadaci kao Brutalni Vux
1. Neka su a, b, c razli¢iti cijeli brojevi i P(z) = z® + az? + bz + ¢ polinom takav da je P(a) = a®
i P(b) = b3. Odredi P(1).
2. Odredi sve koeficijente s realnim koeficijentima takve da za sve realne brojeve x vrijedi:
P(z%) +2P(z) = (P())* +2

3. Odredite polinom P(z) s realnim koeficijentima takav da za neki n € N vrijedi zP(z — n) =
(x —1)P(x), Vz € R.

4. Neka je P polinom n-tog stupnja ¢iji su svi koeficijenti nenegativni, a vodeéi i slobodni koeficijent
jednaki su 1. Uz pretpostavku da su sve nultocke od P realni brojevi, dokazite da za svaki x > 0
vrijedi P(z) > (z + 1)".

5. Dokazite da ne postoji polinom p s cjelobrojnim koeficijentima takav da je p(1) =4 i p(4) = 9.

6. Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima takav da je P(5) = 2005. Moze li broj P(2005)
biti potpun kvadrat (kvadrat prirodnog broja)?

7. Ovisno o realnom parametru a, rijesi jednadzbu
(a—1) (1+x+w2>2 = (a+1) (1422 + ")
u skupu realnih brojeva.
8. Odredi sve prirodne brojeve n za koje je polinom (z +1)" — 2™ — 1 djeljiv s 2® + = + 1.

9. Ako ste rijesili sve prosle zadatke pliz mi recite jer budem vam samo pisao teze zadatke na plocu.
Pusa.



N3: Mislav Plavac - Diofantske jednadzbe

Predavanje

Uvod

Diofantske jednadzbe su jednadzbe s dvije ili viSe nepoznanica koje rjeSavamo u skupu prirodnih ili
cijelih brojeva. Ne postoji univerzalan nacin ra rjeSavanje svih diofantskih jednadzbi koje se pojavljuju
na natjecanjima, ali postoje odredene ideje koje su vrlo cesto korisne u rjesavanju.

Metoda faktorizacije

Primjer 1. Odredite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe:
Ty —y+ 2x =4.

Rjesenje 1.

Yz —-1)+2x-2=2
yz—1)+2(z—-1)=2
(z-1)(y+2)=2

l.zxz—1=1 2. x—1=2 3. r—1=-1 4. zr—1=-2
y+2=2 y+2=1 y+2=—2 y+2=-1
z=2 =3 z=0 z=-1
y=20 y=-1 y=—4 = -3
Rje§enja su (I,y) € {(zao)’(3a_1)a(0, _4)7(_17_3)}‘ 0

Primjer 2. RijeSite jednadzbu z? + z = 2°

Rjesenje 2. JednadZbu zapiSemo kao z(z + 1) = 2¢.
Kako su z i £ + 1 relativno prosti, mozemo zakljuciti da je manji od njih (odnosno z) jednak 1, a vedi
jednak 2%,

Dakle, jedino rjesenje jest x = 1. O

Metoda kvocijenta

Primjer 3. RijeSite u skupu prirodnih brojeva sljedeéu jednadZbu:

111
z y 13
RjeSenje 3.
13z + 13y = zy
y(x —13) =13z
13z 132
= =13
RN T R i |

Kako y mora biti cijeli broj slijedi (z — 13)|13%, odnosno x = 14, 26,182, y = 182,26, 14. RjeSenja su
(z,y) € {(14,182), (26,26), (182, 14)}. O



Promatranje ostatka (kongruencije)

Ovom metodom pokazujemo da neka diofantska jednadZba nema rjeSenja tako da pokazemo da se
ostatak koji pri dijeljenju s nekim brojem daje lijeva strana jednakosti razlikuje od ostatka koji daje
desna strana.

Primjer 4. Odredite sva prirodna rjeSenja jednadzbe: 2 — 4y = 1995.

Rjesenje 4. Vidimo da desna strana jednadzbe daje ostatak 3 pri dijeljenju sa 4. Zakljucujemo da i
lijeva strana jednadzbe mora dati ostatak 3 pri dijeljenju sa 4. Buduéi da je 4y oéito djeljivo sa 4, z2
mora dati ostatak 3 pri dijeljenju sa 4. Ali lako se uvjerimo da za svaki prirodni broj z? daje ostatak
0 ili 1 pri dijeljenju sa 4. Dakle, zaklju¢ujemo da jednadzba nema prirodnih rjesenja. O

Nejednakosti

Primjer 5. U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu a + b + ¢ = abc.

Rjesenje 5. Bez smanjenja opéenitosti neka je a < b < ¢. Tada je abc = a+b+c < 3¢, odnosno ab < 3,
pa razlikujemo tri slucaja:

l.a=1,b=1;
2.a=1,b=2;
3.a=1,b=3;

Uvrstavajuéi te vrijednosti u poéetnu jednadzbu u 1.slu¢aju dobijemo kontradikciju (2 = 0), 2.slucaj
daje ¢ = 3, a 3. daje ¢ = 2 sto je pak kontradikcija s b < ¢. Dakle, jedino rjesenje je (1,2, 3). O

Primjer 6. Dokazite da izraz n? +n+1, gdje je n prirodan broj, ne moze biti kvadrat prirodnog broja.
Rjesenje 6. Primijetimo da zbog n € N tj. n > 0 vrijedi
n*+n+1>n*+0+1>n
S druge strane, sli¢nim zakljucivanjem imamo i
n4+n+l<®@®4+n+1)+n=n+2n+1=(n+1)>2

Medutim, n i n+ 1 su 2 uzastopna prirodna broja. S obzirom da je n2 +n + 1 strogo izmedu njihovih
kvadrata, taj broj nikako ne moze biti kvadrat nekog prirodnog broja. O

Laksi zadaci

1. Odredite sve parove cijelih brojeva (z,y) takve da je

22 + 10y = 1234567

2. Odredite sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je
3-2™+1=n?
3. Nadite sve prirodne brojeve m,n koji zadovoljavaju jednadzbu

4™ —9n =35

4. Odredite sve parove cijelih brojeva (z,y) za koje vrijedi

z? — y! = 2001



5. Odredite sve prirodne brojeve x, y, z takve da je

z? — y2 = 2xyz

6. Dokazite da jednadzba
22 442 + 22 + 12 = 92004

pri ¢emu vrijedi da je 0 < z <y < z < ¢, ima toéno 2 rjeSenja u skupu cijelih brojeva.
7. Odredite sve parove cijelih brojeva (m,n) koji zadovoljavaju jednadzbu
(m® + n)(m +n?) = (m +n)®
8. Odredite sve parove nenegativnih cijelih brojeva (a, b) koji zadovoljavaju jednadzbu:
20.30 — 30! 429 =13
9. Odredite sve prirodne brojeve x takve da vrijedi
3 +4% =5
10. Odredite prirodne brojeve a, b, ¢ takve da je

1 1 1
-+-4+-=1
a b c

Umjereni zadaci
11. Odredite sve nenegativne cijele brojeve z,y takve da je
(y— 7 =2 +y°
12. Odredite sve trojke prirodnih brojeva (z,y, z) takve da je
5(zy + yz + zx) = dzyz
13. Odredite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe:
s+ 1)(@+7)(z+8) =y
14. Neka su m,n,z i y prirodni brojevi za koje vrijedi
(@ +y*)™ = (zy)™
Dokazite da je tada = = y.
15. Dokazite da jednadzba 32 = 2% — 4 nema cjelobrojnih rjesenja.
16. Odredite sve parove (z,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednakost
y? =23+ 327 4+ 2z
17. Odredite sve parove cijelih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju jednadzbu

Py—-1)+yi(z-1) =1



Tezi zadaci
18. Odredi sve parove (a,b) prirodnih brojeva za koje vrijedi
a® — b* + 2% = 17a* — 26% + 52
19. Nadite sve trojke (z,y,p) gdje su z i y prirodni brojevi te p prost broj takve da zadovoljavaju
2+t +1=pY
20. Odredite sve cijele brojeve z,y koji zadovoljavaju jednadzbu
3¥-2Y=5
21. Odredite sve uredene trojke prostih brojeva (p, ¢,7) koje zadovoljavaju jednadzbu
3p* — 5¢* —4r? = 26

22. Dokazite da ne postoje prirodni brojevi z,y, z takvi da je:

2t oyt = 22



Zadaci za céetvrtu grupu

G4: Namik Agié - Uvod u projektivnu geometriju

Predavanje

Uvod

Projektivna geometrija postala je jako popularna u zadnjih nekoliko godina i postala je jedna od stvari
¢ije osnove svaki ozbiljan natjecatelj treba znati. Ovdje ¢emo proéi samo osnove, za dodatne reference
na stranici natjecanja.math.hr pogledajte predavanja Grgura Valenti¢a, Matije Buci¢a i Domagoja
Cevida.

Prva stvar koja razlikuje projektivnu od obi¢ne geometrije je postojanje tocaka u beskonac¢nosti (time
zapravo rjeSavamo problem tako da se svaka dva pravca sijeku u tocno jednoj tocki. U nastavku,
dozvoljavamo da su tocke u beskonacnosti u stvarima koje slijede:

Definicija 6.1.1: Dvoomjer

Za Getvorku tocaka A, B,C, D na pravcu ili na kruznici definiramo dvoomjer

AC

. _ AD
(4,B;C,D) = 4D

BD
, pri éemu duZine gledamo orijentirano (Drugim rijeCima, ako se AB i CD sijeku i nisu sadrzane
jedna u drugoj, dvoomjer je negativan, a inace je pozitivan.

Motivacija za ovo dolazi iz projektivnih transformacija koje su detaljnije obradene u dva gore spome-
nuta predavanja.
Dodatno, Zeljeli bismo imati neku ekvivalentnu definiciju dvoomjera preko kuteva, a u tome nam
pomaze sljedece:

Definicija 6.1.2: Dvoomjer s kutevima

Neka su A, B,C, D na pravcu i neka je O tocka ravnine koja nije na tom pravcu. Tada definiramo

sin AOC

. __ sin BOC
(4,B;C,D) = 5,160
sin BOD

Ako su A, B,C, D na kruznici, dodatan zahtjev je da je O na istoj kruznici s njima. Dodatno,
poistovjedivat ¢éemo dvoomjere pravaca OA,OB,0C,0D s A, B,C, D.

Promotrimo prvu posljedicu ovoga:



Korolar 6.1.3

Ako je a € R fiksan, te ako su fiksne tocke A, B,C na pravcu ¢, tocka X na £ za koju vrijedi
(A, B;C, X) = a je jedinstvena.

Ovo moze biti jako koristan alat za pokazivanje konkurentnosti i kolinearnosti uz fantomiranje; ako
imamo Z7 i Zs na pravcu koje rade isti dvoomjer s 3 fiksne tocke, tada su i one iste.

Sad imamo dobar alat za prebacivanje dvoomjera s pravca na druge pravce/kruznice. U ovom preda-
vanju glavni objekt promatranja ée biti ¢etvorke tocaka za koje je taj dvoomjer jednak —1 i ubuduce
¢emo takve Cetvorke zvati harmonitetima. Te tocke uglavnom nastaju na sljedeée nacdine (sami se
uvjerite da zaista dobivamo harmonitete):

¢ Ako u trokutu imamo konkurentne ¢evijane AD, BE, CF', onda ako je T'= EFNBC, (T, D; B,C)
je harmonitet.

e Ako imamo trokut ABC i presjeCemo tangente na opisanu kruznicu u B, C i nazovemo tu tocku
Z, te ako je T presjek AZ i opisane, (A, Z; B,C) = —1. Oni koji znaju malo teorije prepoznat
ée AT kao simedijanu u ABC.

e Neka su A,C, B, D na pravcu tim redom i neka je T to¢ka van tog pravca. AKo je T'B simetrala
ZCTD i ZATB = 90°, tada je (A, B;C,D) = —1.

o Ako je C poloviste AB, tada je (A, B;C,0c0pc) = —1

Pol i polara

Neka je Q fiksna kruznica sa centrom O radijusa r. Osnovna ideja polova i polara je uvodenje svojevrsne
dualnosti tocaka i pravaca s obzirom na tu kruznicu. Radimo bijekciju sa skupa tocaka projektivne
ravnine na skup pravaca projektivne ravnine na sljedeéi nacin: za zadani pravac ¢ koji je udaljen za d
od O. Njoj pridruzujemo to¢ku T takvu da je:

e« OT -d=1?
e T lezi na okomici iz O na ¥, i to izmedu O i /¢

Lako je vidjeti da je ovo preslikavanje zaista bijekcija. Korisna obzervacija je:
Teorem 6.2.1: La Hire

X je na polari od Y akko je Y na polari od X

Prakti¢na vizualizacija za polaru tocke van kruZnice je sljedeéa: polara od Z je pravac koji prolazi
diraliStima tangenti iz Z na Q te je to ujedno i jako efikasan nacin za prepoznavanje polara u divljini.

Teorem 6.2.2

Neka je AB tetiva kruznice Q, te neka su X, Y na AB. Tada je X na polari od Y akko (A4, B; X,Y) =
-1

Najkorisniji teoremi koje ¢u napisati na ploci su: Pascalov teorem, Pappusove teorem, Brianchonov
teorem i teorem o leptiru. Zbog autorove lijenosti ne¢u ovdje natipkavati njihov iskaz nego ¢emo to
zajedno prodi na ploé¢i. Dokaz istih postoji u raznoj literaturi, no neki koriste projektivne transforma-
cije.

S ovim znanjem mozZete se okusSati na zadacima, no bitna napomena: za veéinu ovih zadataka ¢ete mo-
rati do¢i do nekih geometrijskih zakljuc¢aka uz projektivne korake, pa nemojte misliti da su harmoniteti
no-brain metoda za rjeSavanje geometrijskih zadataka.



Zadaci

1. U trokutu ABC, D, E, F su diraliSta upisane kruznice sa BC,CA, AB redom, te je I centar
upisane kruznice. Ako je S = EF N BC, dokazi IS 1 AD.

2. Neka je AD visina u Siljastokutnom trokutu ABC, a P proizvoljna tocka na AD. BP sijete AC
u M, a CP sijete ABu N. MN sijeCe AD u Q. Neka je F' proizvoljna tocka na AC. FQ sijeCe
CN u E. Dokazi /FDA = ZEDA.

3. Neka je ABC siljastokutan s AB < AC. Neka su M, N redom polovista BC i AB. D, E, F su
redom presjeci kruznice promjera AB s BC, AM,AC. Neka je G poloviste CF. Dokazi da su
NF,GM, DE konkurentni.

4. Neka je w kruznica kroz tocke A, B trokuta ABC' i neka w sije¢e AC, BC u D, E redom. Neka
je N na AB takva da se CN,BD i AF sijeku u jednoj tocki. Neka je M poloviste duzine BC.
Dokazi da su M, N, D, E koncikli¢ne.

5. U trokutu ABC, D je diraliSte upisane kruznice sa stranicom BC. AD sijeCe upisanu kruZnicu
opet u X. Neka je T # D na AD takva da BT = BD i neka je S = BT N CX. Dokazi da je
ST =TB.

6. Neka je ABC DFE konveksni peterokut u kojem je AB= BC =CD,/EAB = /BCDi/EDC =
ZCBA. AC i BD sijeku se u X. Dokazi EX 1 BC.

7. U tetivnom &etverokutu ABCD, neka je M poloviste stranice CD i neka je N # M na kruznici
opisanoj trokutu ABM takva da vrijedi g—% = g—ﬂj\j[[. Neka je E = ACNBDi F=ADNBC.
Dokazi da su E, F'i N kolinearne.

8. Neka je ABC Siljastokutan s opisanom kruznicom 2. D, E, F su diraliSta upisane kruznice
ABC s BC,CA, AB redom. P, (@ su na €2 tako da su P, F, E, @ na pravcu u tom redu. Dokazi
/PIQ =/DQA+ ZAPD



C4: Andrej Cizmarevié - Olimpijski zadaci

Predavanje

Zadaci

1. Zeton je postavljen na svaki vrh pravilnog n-terokuta. Potez se sastoji od izabiranja brida i
zamjene zetona Kkoji se nalaze na vrhovima koje izabrani brid spaja. Nakon konacnog broja
poteza ispostavilo se da su svaka dva zetona tocno jednom zamijenila mjesta. Dokazi da postoji
brid na kojem se nije dogodila zamjena.

2. Neka je n prirodan broj > 3. U drzavi postoji n zracnih luka i n aviokompanija. Za svaku
aviokompaniju postoji prirodan broj m > 3 i m razlicitih zracnih luka cy,...,c, tako da ta
aviokompanija nudi letove tocno izmedu sljedecih parova gradova: c; i c2; c2 i ¢35 -..; Cm—1 1 Cm;
¢cm 1 ¢1. Dokazi da postoji zatvoreni ciklus neparne duljine u kojem niti jedna dva brida nisu
organizirana od iste aviokompanije.



A4: Ivan Vojvodié - Nizovi u algebri

Predavanje

Uvod

Poznato je da se najkvalitetnija predavanja stavljaju na drugi dan popodne, pa se zato danas druzite
Sa mnom.

Nizovi su jedna od najstandardnijih tema nestandardne algebre i kao takvi se znaju cesto pojaviti
na natjecanjima. NajceS¢e su to zabavni zadaci s kojima se samo treba igrati i raditi polupametne
algebarske manipulacije, uociti neka netrivijalna svojstva niza, i onda se samo raspadnu u nekom
trenutku. Ovo je naravno Zestoko pojednostavljenje, ali definitivno postoje generalne smjernice koje
su primijenjive na gotovo svaki zadatak s gdje se proucava neki niz.

Tips and tricks
Generalno korisne stvari za razmisljanje kad se radi o zadatku s nizom:
e Dokazi da je niz rastuéi/padajuéi/strogo rastuéi/strogo padajuéi.

o Cesto je niz zadan nekim ¢udnim rekurzivnim pravilom, tada je gotovo sigurno nuzan korak u
rjeSenju nekakva algebarska manipulacija tog pravila koja ga pretvara u nesto s ¢ime se lakse
barata.

o Takoder korisno kod rekurzivno zadanih nizova, ali i opéenito: definiraj novi niz iz niza koji je
zadan i promotri kako se on ponasa.

o Padajudi niz cijelih brojeva koji je omeden odozdo ¢e nakon nekog vremena biti konstantan.
o Dokazi da je niz periodican.
e Zapisi prvih nekoliko ¢lanova i pokusSaj uoditi neki uzorak (éesto ne pomaze kod tezih zadataka).

e I naravno, najbitniji alat u cijeloj matematici: INDUKCIJA.

Laksi zadaci
Zadaci su poredani po redu.
1. Dan je prirodan broj n i niz ag, a1, ..., a, koji zadovoljava ag = % i

2
a4

af = 0k—1+
za svaki 1 < k < n. Dokazi da vrijedi
1
1—-—<a, <1
n

2. Nizovi (an)2, i (bn)22, su definirani s a; =1, by =2 te

1+ a, + anby, 1+b, +a,b,
an+1 = ¢ bpi1 = e
n n

Dokazi da je aggos < 5.



. Niz realnih brojeva (a,)22 ; definiran je sa ag = —1 te s relacijom

n
Qn—k
Z =0zan>1
k:ok+1
Dokazi da je a, > 0 za svaki n > 1.

. Neka je n prirodni broj i a1, as,...,a,—1 proizvoljni realni brojevi. Definirajmo nizove uy, . .., Uy
iwvg,...,v, induktivno sa ug = u; = vg = vy, te

Ug+1 = Uk + QpUK—1, Vgt+1 = Vk + Qpn—gVk—1

za svaki k=1,2,...,n— 1.
Dokazi da je u, = vy.
. Niz realnih brojeva (a,)22, definiran je na sljedeéi nacin: ag je proizvoljan realni broj, i za svaki
n > 0 vrijedi
ant1 = lan]{an}
gdje je |z| definiran kao najveéi cijeli broj koji je manji ili jednak z, te je {z} =z — |z].

Dokazi da postoji N € N takav da je an42 = a, za svaki n > N.

. Dokazi da je 7 = 2 najvedi realni broj r koji zadovoljava sljedeéi uvjet:

Ako niz (a,)S2; prirodnih brojeva zadovoljava

an < apt2 < \/a2 +ran41

za svaki prirodni broj n, tada postoji prirodni broj M takav da je an42 = a, za svaki n > M.

. Dan je niz (ay)52 ; koji zadovoljava a; =1 te

1
a2n = an +1; agpni1 = —
a2n

za svaki n > 1. DokaZi da se svaki pozitivni racionalni broj u nizu pojavljuje to¢no jednom.



N4: Namik Agi¢ - Vp nacini razmisljanja

Predavanje

Uvod

Ovo sam predavanje htio napraviti jer sam na svojoj koZi uoc¢io da se na dosta puno TB predavanja
zadaci fokusiraju na "prepoznavanje' ideje iz naslova, a rijetko se spominje motivacija za to (odnosno
ono pitanje "Kako mi je to moglo/trebalo pasti na pamet?). Ovo je predavanje moj pokuSaj da tome
dosko¢im, kako ste najvisa grupa pretpostavljam da ste upoznati s osnovnim/standardnijim idejama
gledanja v, stvari: LTE, eventualno Zsigmondy. Za ocekivati je da ée IMO ekipa biti sacinjena od
nekoliko vas koji slusaju ovo predavanje, zato ¢e ovo predavanje biti sa¢injeno od manjeg broja zadataka
koji ¢e zato biti tezi i nadam se poucni. Naravno, nijedno predavanje ne moze zamijeniti vas samostali
rad, ali mozda nesto Sto Cujete moze pomodi.

O samom gledanju prostih faktora u teoriji brojeva

U zadacima iz teorije brojeva prosti brojevi djeljivost je najbolja struktura koju imamo, a prosti
brojevi iskacu kao posljedica toga ("jako ih malo" brojeva dijeli). Inade, izrazi poput "jako malo/puno’,
"dovoljno veliko/malo" ée biti neke mentalne zabiljeske koje ¢emo sebi raditi u rjesavanju zadataka,
dok éemo u zapisu rjeSenja ipak precizirati Sto to to¢no znadi.

U tezim zadacima iz teorije brojeva koji se pojavljuju na olimpijadama, obi¢no ¢e glavna stvar biti naéi
strukturu koju ¢éine uvjeti (koja dakako moze biti nesto okusa teorije brojeva ili neéeg drugog). Kad
rjeSavate takve zadatke, nemojte se bojati pokusavati razlicite stvari, ako ne rade probajte otkriti zasto
raspisivanjem primjera ili nekako drugacije: ja sam s ovim posebno imao problema, ¢im bi ispucao
ideje koje sam imao na pocetku, nekako bih gledao u prazno jako drugo ocekivajuéi da ce se rjeSenje
ukazati samo umjesto da sam nastavio pokusavati. Ispod je jedan laksi ilustrativan primjer sa Sveruske
olimpijade 2022. koji éemo diskutirati uzivo:

Primjer 1. Za sloZen prirodan broj a neka su njegovi "glavni djelitelji" dva najveca razli¢ita prirodna
broja m,n takvi da m | a,n | a, te m,n # a. Dokazi da ako dva sloZena broja imaju iste glavne
djelitelje da su onda i oni sami medusobno jednaki.

U ovom zadatku glavna je ideja povezivanje najveéih i najmanjih djelitelja broja. Naravno, intuitivno
je jasno da ne mozemo imati slozen broj kao jako malen djelitelj prije malenih prostih i to nam zapravo
ostavlja jako malo moguénosti za treéi najmanji djelitelj broj, nakon Cega se zadatak brzo zavrSava.

Naravno, pod ovu kategoriju moZemo staviti i diofantske, ali na ovom predavanju se ne¢emo toliko
baviti njihovim rjeSavanjem: vjerojatno ste to culi dovoljno puta. U zadacima na kraju ¢e se potkrasti
koja diofantska vise kao utvrdivanje gradiva od prije.



6.5.1. TraZenje karakterizacija/strukture u zadacima iz teorije bro-
jeva

Ovo poglavlje ¢e biti namijenjeno strategijama za trazenje bitnih informacija u zadacima teorije bro-
jeva. Vjerojatno ste dosad vidjeli zadatke oblika n je dobar ako za njega nesto vrijedi, a rjeSenje ima
oblik dokazimo da za takav n vrijedi nesto drugo s ¢ime je lakSe raditi. Sljedeéi primjer pokazuje
koliko je bitno igranje sa raznim slucajevima u pokusajima dolazaka do takvih tvrdnji:

Primjer 2. (Kineski TST 2016.) Neka su ¢, d prirodni brojevi veéi od 1. {a,} je niz prirodnih brojeva
zadan s a1 = c,a,.1 = a + c. Dokazi da za svaki prirodan k postoji prost broj koji dijeli ay ali ne
dijeli a; za sve j < k.

Prvo pokusajte neko vrijeme razmisliti o ovom zadatku. Uvjet je na prvu ¢udan, mozda nam nije jasno
na prvu kako dokazivati takve stvari, naravno prvi korak je pretpostaviti suprotno, neka je a, prvi
takav protuprimjer. Buduéi da se dosta malo zna o prostim brojevima, vjerojatno ne¢emo eksplicitno
naéi takav prost broj. Ovdje se nameée ideja koja se isto pojavljuje dosta Cesto: dokazat ¢emo da
prosti djelitelji proslih brojeva ne mogu doprinijeti dovoljno, odnosno laicki, niz raste prebrzo a v, ne
mogu pratiti taj rast. Ispod je uputa za rjeSavanje:

o Dokazite da ako fiksiramo prost p, skup indekasa z za koje p dijeli a, ¢ini aritmeticki niz.

o Dokazite da ako p dijeli a; (uzimamo minimalan takav), tada neka velika potencija od p dijeli
akg — g, Ovo osigurava da v, neée rasti. (Zasto?)

o Sad iz gornjeg dobijte ogradu za a, preko prethodnih ¢lanova niza (Imate jako puno slobode,
dovoljno je a, < aj...an—1).

o Dokazite da je zapravo uvijek a, > a1 ...an,—1, za sve prirodne n i zavrsite.

Razmislimo malo o rjeSenju i nasim heuristikama za rjesavanje. Prva tocka je neSto sto i generalno
vrijedi za rekurzivno zadane nizove prirodnih brojeva i to je Cesto korisna obzervacija, te iako je
izgledala banalno, dala nam je nesto s ¢ime mozemo raditi. Druga tocka je materijalizacija ove ideje
kontroliranja vp-ova i sad je malo jasnije da ona nije ba$ dosla iz vedra neba. Zadnje dvije tocke su
formalizacija ovog argumenta da niz raste prebrzo da ga stari prosti cijelog popune. Dakako, ovo je
ozbiljan zadatak i nemojte se osjecati ako ga ne rijesite. Ovo je samo primjer da i ozbiljni zadaci mogu
postati dohvatljivi ako razmisljate na pravi nacin i ne bojite se pokusavati stvari.

Ovo sve u teoriji zvuci super, ali najvise ¢ete to moci dozivjeti samo ako rjeSavate zadatke. Zadaci
su veéinom vadeni sa IMO shortlista i svi su ozbiljni zadaci. Ako negdje zapnete, slobodno pitajte za
hint.

Zadaci

1. Neka je n > 6 savrSen broj i n = p}'...p* njegova kanonska faktorizacija. Dokazi da je e;
paran.

2. Odredi sve prirodne brojeve m > 2 takve da za svaki n za koji je 5 <n < 3, n dijeli (mf%).

3. Nadite sve prirodne brojeve a, b i proste p za koje je a?P = bl + p

4. Neka je {a,} beskonacan niz prirodnih brojeva takav da postoji prirodan N takav da je

prirodan za sve n > N. Dokazi da je niz {a,} eventualno konstantan, odnosno postoji prirodan
M takav da je ay = @m+1 za sve m > M.



5. Dokazi da n! = a™ ! +b" ! + ¢"~! ima samo konacno rjesenja u prirodnim brojevima.

6. Neka je a prirodan broj. KaZemo da je prirodan broj b a-dobar ako za svaki prirodan n za koji je
an > b, an+ 1 dijeli (") — 1. Neka je b prirodan. Ako je b a-dobar, a b+ 2 nije a-dobar, dokazi
da je b+ 1 prost.

7. Neka je ¢ prirodan. Definiramo niz {a,} tako da je a; = c te
An+1 =ai—4ai-c+5an-c2+c

za sve n > 1. Dokazi da za svaki prirodan k, a; ima prost djelitelj koji ne dijeli a; ni za jedan
I<k.



Hintovi s predavanja



Hintovi za prvu grupu

G1: Nika Utrobici¢ - Angle chasing

Hintovi

Hintovi

1.

10.

11.

12,

13.

14.

Razdvojite dokaz u 3 slucaja, jedan kad je sredisnji kut unutar obodnog, drugi kad sredisnji i
obodni dijele krak, i treéi kad se sijeku. Koji slu¢aj mozete odmah rijesiti?

. Na skicu dodajte radijus.

. Prikazi Sto viSe kuteva preko kuta ZABC.

. Ako je E sjeciste AC i BD, promatrajte AAED.

. Primijetite da je srediste upisane i opisane kruZnice sjeciste simetrala kutova.

. Koristite teorem o obodnom i sredisnjem kutu te ¢injenicu da je tangenta okomita na polumjer.
. Spustite okomicu iz vrha C na AD i promotrite ACED.

. Dokazite da je trokut AABA jednakokracan.

. Koristite da su obodni kutovi nad istom tetivom jednaki te primijetite tetivne ¢etverokute.

Dovedi cetverokut u vezu s nekom kruznicom!
Produzi stranicu AB za AC!

Dobij jednakokracne trokute!

Spusti visinu i napravi sukladne trokute!

Dokazi da trokut AOAH mora biti jednakokracan! Kako ti to pomaze?

Jadan Namik :(

15.

16.

17.

Naganjajte nekakve kuteve! :)
Naganjajte nekakve kuteve! :)

Naganjajte nekakve kuteve! :)



C1: Marija Corié - Prebrojavanja

Hintovi

Hintovi

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

© & N o o = Ww NN+

Iskoristite princip umnoska.
U svakom se redu tada nuzno nalazi jedan top, iskoristite princip umnoska.
Iskoristite FUI.
Iskoristite princip dvostrukog prebrojavanja.
Razdvojite na slucajeve u ovisnosti o parnosti respektivnih brojeva.
Faktorizirajte 600.
Razdvojite po slucajevima u ovisnosti o parnosti prve znamenke.
Grupirajte brojeve u S.
(a) Iskoristi binomni koeficijent.
(

)
b) Iskoristi princip produkta.
(c) Razdvoji na slucajeve.

(d) Iskoristi binomni koeficijent.
Pobrojite ih u ovisnosti o dimenzijama kvadrata.

(a) Najkraéi putevi se sastoje samo od pokreta gore i desno.
(b) Iskoristite prosli podzadatak i princip umnoska.
(c) Iskoristite pretprosli podzadatak i FUL

Raspored oblacenja jednoznacno je odreden uredenom 16-orkom u kojoj se svaki broj od 1 do 8
ponavlja dvaput.

(a) Djevojke promatrajte kao zasebnu osobu radi njihove pozicije i zatim ih posebno permutiraj
same unutar sebe.

(b) Fiksiraj mladiée pa promotri koliko opcija imamo za postaviti djevojke.

(a) Fiksiraj neku osobu i nju smatraj poetkom. Ostale rasporedi prema toj osobi. Drugi naéin

razmisljanja je promatrati takav raspored prvo kao red, a onda spajanjem krajeva utvrdu-
jemo da se neki rasporedi ponavljaju odreden broj puta.

(b) Anu i Ivana moZete promatrati kao zaseban blok.
(c) Sli¢no kao i pod a).

(d) Promatrajte ih sve kao zasebne blokove i zatim permutirajte ili rasporedite prvo samo jedne
supruznike, a zatim druge do njih.

Metoda kuglica i Stapica.
Svaki je pravokutnik jedinstveno odreden dvama parovima pravaca.
Iskoristite FUI i prethodni zadatak.

Koliko ima parova ucenika? Koliko ih ¢isti ucionicu svaki dan?



19.

20.
21.
22.
23.

Faktorizirajte 270 i promotrite na koliko na¢ina mozemo postaviti razlic¢ite faktore po poljima
matrice, grupirajuéi potencije istog prostog broja.

Na koliko naéina moZemo omotnicu drugu po veli¢ini staviti u najveéu? A treéu?
Dirichletov princip.
Probajte iskoristiti prethodni zadatak.

Dirichletov princip.



A1l: Hrvoje Rados - KAGH

Hintovi

Hintovi

Laksi zadatci

1.

2.

A-H

A-H

. A-G
. A-G
. A-G (u promatrajte parove)

. A-G

Umjereni zadatci

1.

8.

9.

10.

11.

A-G (2 puta)

Sliéno kao prosli zadatak

Izmnozi sve i rijesi se razlomka
pokusajte drugacéije grupirati ¢lanove

kvadrirajte pocCetni izraz

Tezi zadatci

12,

13.

14.

15.

16.

17

Direktno primijeni A-H na ... (a necu sada sve reci :) )

minimum od a + b je 20

a® —a— ab? _a_g 2ab
a2 = a2 42 = 2 a2+b7
. . ew] e . 1 . . 4,14 4, 4 4
Svedite sve na zajedni¢ki nazivnik i napravite a? + b* + ¢t = " 4 P | atde

Heronova formula

b
/2(a+ g) < a+§+2

4




N1: Marija Corié - Kongruencije

Hintovi

Hintovi

1.
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.

18.

Moze li neki prost broj biti oblika 6k + 2?7 A 6k + 3 ili 6k + 47

. 10F =? (mod 9),11% =? (mod 11)
. Razvoji po slucajevima u ovisnosti o ostatku pri dijeljenju s 3, odnosno s 4.

. Razdvoji po slucajevima u ovisnosti o ostatku pri dijeljenju s 3.

Iskoristi 4. zadatak.

. Razdvoji po slucajevima u ovisnosti o ostatku pri dijeljenju s 4.
. Promotri male slucajeve, u ovisnosti o parnosti.
. Eulerov teorem.

. Promotrite kongruenciju modulo 9.

Mali Fermatov teorem.

Mali Fermatov teorem.

Promotri kongruenciju modulo 7.

Promotri kongruenciju modulo 11.

Promotri parnost izraza.

Eulerov teorem.

Iskoristi zadnje svojstvo navedeno u Teoremu 1.2.

Faktoriziraj i promotri po slucajevima djeljivost s potencijama od 2 i 5. Dovoljno promatrati
N = abcd.

Iskoristite 2. zadatak.



Hintovi za drugu grupu

G2: Ivan Vojvodi¢ - Radikalno centriranje

Hintovi

Hintovi

Laksi zadaci
Zadaci su poredani po redu.
1. Radikalna os je okomita na spojnicu srediSta
2. Potencijom tocke iz C' dokazi da su Aj, Az, By, Bs koncikli¢ne. Dovrsi iz toga u jednoj recenici.
3. OP = 0Q < P i Q imaju istu potenciju tocke na (ABC).
4. Radikalne osi sijeku se u radikalnom centru. Primjena na 2 trojke kruznica.

5. Zelimo da K bude radikalno srediste. Koje su 3 kruznice?

Bonus: kruznica radijusa 0
6. KruZnica radijusa 0 u M.

7. Preslikamo A preko X i preko Y, dobijemo U i V. Sto su U i V u trokutu ABC (sjetimo se

AU = AV =2 = @). Odgovor nam daje jednu kruznicu. Uz nju trebamo jo$ jednu kruZnicu
takvu da XY bude radikalna os. Koja je to?

8. Zelimo da G bude radikalni centar tri kruznice: dvije s radijusom 0 u R i u S, koja je treéa?.



C2: Mislav Brneti¢ - Invarijante i monovarijante

Hintovi

Hintovi

1. Promotrite parnost broja crnih polja. MoZe li se na ploc¢i nalaziti neparno crnih polja?

2. Promotrite broj parnih i neparnih brojeva, kao i zbroj brojeva. Mozemo li koristiti istu invarijantu
u oba podzadatka?

3. Kakva je parnost brojeva koji su zapisani na plo¢i u svakom koraku?
4. Kakvi su ostaci brojeva kuglica po bojama pri dijeljenju s 37
5. Kakav je umnozak koordinata pozicije na kojoj se nalazi macka u svakom trenutku?

6. Ako neki ¢lan Parlamenta u svom domu ima 2 ili 3 neprijatelja, moZete li ga "premjestiti" u
drugi dom?

7. Kakav je zbroj brojeva zapisanih na ploc¢i nakon svakog koraka?
8. Nije uvijek odgovor ne. :)
9. Pokusajte provesti opisane transformacije za male vrijednosti N te naslutiti rjeSenje.
10. Pokusajte provesti opisani postupak za male vrijednosti n te naslutiti rjeSenje.
11. Obojite plo¢u u 3 boje po dijagonalama.
12. Kako se s vremenom mijenja opseg dijela zemljista obraslog u korov?
13. Za koliko se suma brojeva na plo¢i mijenja nakon svakog koraka?
14. Sto se dogada s brojem najveéih brojeva tijekom opisanog postupka?

15. Ako dva veleposlanika koji su neprijatelji sjede jedan pokraj drugog, mozete li ih prerasporediti
i tako smanjiti broj neprijateljskih parova veleposlanika za stolom?

16. Sto mozete zakljuditi iz ab+a+b+ 1= (a+1)(b+1)?

17. Promotrite udaljenost tocke (a, b, c,d) u 4D prostoru od tocke (0,0, 0,0). Kako se ta udaljenost
mijenja nakon svakog koraka?



A2: Mislav Plavac - How to Viete

Hintovi

Hintovi

Laksi zadaci

-~

=]

N N 9 o W N e

- Y

Koristi korolar o dijeljenju s linearnim polinomom

Probaj pogoditi racionalne nultocke

1

2 smeta, napravi kvadratnu

Slozi polinom s korijenima a, b, c.
Izmnozi izraz i primjeni Vieteove.
Viete i puno algebre.

Nadi polinom ¢ijem su rjesenja o i

Kvadratni polinom nam nije od puno Kkoristi, ali podsje¢a na razliku kubova.

1
- z+3
. Sto su a, b?

Umjereni zadaci

10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

Ovo je ekvivalentno tome da nadete polinom kojemu su nultocke 2 — x;

1

Nadite polinom c¢ije su nultocke v

Odredite polinom s nultockama if—;

Pametno iskoristit Vieteove ili jako puno pisat.
Izmnoziti i Vieteove

Teorem o racionalnim nultockama

Sto su a, b, c?

Pametno iskoristite Vieteove da pojednostavite izraz.
Pokusajte dobiti Vieteove formule

Dobiti rekurziju za ax™ + by™

Pametno iskoristit Vieteove ili puno raspisivat.
RaspiSite izraze i primjenite Vieteove

Kombinirajte Vieteove formule i Pitagorin poucak

Raspisat uvjet i koristit Vieteove.



Tezi zadaci

24.

24.2.

25.

26.

27.

27.2.

28.

29.

30.

31.

32.

32.2.

33.

Raspisi Vieteove i koristi sto imamo zadano.

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd

1
Yn = 1—z,
Vieteove i nejednakosti
Prva jednadzba ne izgleda bas korisno u ovom obliku.
B4+ + 28 -3zyz=(x+y+2)(x?+1y2+ 22— 2y —yz —x2)
Raspisite Vieteove na viSe nacina.
Promatrajte polinom s inverznim nultockama.
Postoji ocito rjeSenje, pokazite da je jedino.
Polinom je simetrican. Uvedite niz na nultocke i odredite s ¢im se svaki iduéi ¢lan mnozi.

Pronadite gdje su nultocke. Ako je funkcija neprekidna i vrijedi f(a) < 0 te f(b) > 0 tada postoji
neki zg € (a,b) takav da je f(zo) = 0.

Promatrajte sumu n-tih potencija tih nultocaka.

Promatrajte kao jednadzbu za jednu od 3 varijable te fiksirajte druge dvije.



N2: Mislav Brnetié¢ - Mali Fermatov i Eulerov teorem

Hintovi

Hintovi
1. Primijenite Mali Fermatov teorem.
2. Primijenite Eulerov teorem kako biste odredili n takav da je 7* =1 (mod 100).
3. Primijetite kako je potrebno dokazati da je traZeni izraz djeljiv sa 5, 13 i 31 te primijenite
Eulerov teorem.
4. Primijetite kako po Malom Fermatovom teoremu vrijedi
¢?'=1 (mod p)
i
p7 =1 (mod q)
5. Odredite ostatak od 3'%5i4195 pri dijeljenju sa 13.
6. Dokazite da je a® = b (mod p). Pretpostavite da p { a kako biste dobili kontradikciju.
7. Dokazite da skup {2, 3, ..., p-2} moZemo podijeliti na dva jednaka dijela tako da za svaki 0 iz
jednog dijela postoji jedinstven ! iz drugog dijela sa svojstvom kIl = 1 (mod p).
8. Zadani izraz izjednacite s kvadratom prirodnog broja. PokuSajte faktorizirati izraz 4mn — m —
n+ 1.
9. Primijetite kako vrijedi ordn_1)(a) = n te iskoristite Eulerov teorem i teorem o orderima s
predavanja.
10. Pretpostavite suprotno te, koriStenjem svojstava ordera, dodite do kontradikcije.
11. PokuSajte odrediti n takav da je p” =1 (mod 10™*1).
12. Dokazite kako je jedini takav broj 1.
13. Primijenite Mali Fermatov teorem.
14. Kako je x racionalan, decimale mu se ponavljaju periodi¢ki pocevsi od neke znamenke. Zelimo

dokazati da isto vrijedi i za y.



Hintovi za trecu grupu

G3: Borna Banjanin - Fantomi

Hintovi

Hintovi

Dokazite da se sjeciste dvije kruznice nalazi na trecoj.

Neka je M’ presjek TH i BC.

Uzmite tetivni ¢etverokut kojem je suma manja ili veéa od 180.

Dokazite da se je to sjeciSte tetivno s ABC.

LA O A

Fantomiraj D i E i dokaZi da su na kruZnici s promjerom BC. Sto je ekvivalentno s tom tvrdnjom
?

6. Dokazite da je presjek od BM i CN tetivno s ABC.



C3: Paula Horvat - Bojanja i poplocavanja

Hintovi

Hintovi
1. Oboji ploci u crno i bijelo Sahovskim bojanjem, no tako da crna ibijela polja budu dimenzija
2% 2.
2. Oboji plocu u crno i bijelo tako da svaka plo€ica zauzima to¢no jedno crno polje.
3. Oboji kutiju tako da, kada stavi$ jednu ciglu unutra, ona ¢ée pokriti 1 crnu kocku i 3 bijele kocke.
4. Oboji plo¢u u crno i bijelo tako da razlicite plocice zauzimaju razliCiti broj crnih i bijelih polja.
5. Oboji plo¢u po stupcima u crno i bijelo.
6. Princip komplementa, funkcija uklju¢ivanja i iskljucivanja.
7. Za n paran tvrdnja vrijedi, a n neparan ne.
8. Prvi dio se lako konstruira. Hint za drugi dio je Dirichletov princip.
9. Koji ¢e biti ukupan broj susjeda na plo¢i?
10. Matematicka indukcija.
11. Fiksiraj jednu obojanu nit i promatraj koliko barem parova razli¢itih boja mora postojati.
12. Ako je N djeljiv s 3, moguée je, u suprotnom nije. Promatraj prvi red i probaj doéi do traZzenog
bojanja. Zasto ne mozes?
13. Odgovor je 20162 + 1. Neparne redove oboji u dvije boje nasumi¢no, parne oboje s druge dvije
boje nasumicno.
14. Koliko maksimalno lovaca moze biti na jednoj dijagonali? Nacrtaj si lovac kao tocku na polju iz

koje izlaze 3 strelice, svaka u smjeru koji napada. Koliko maksimalno strelica moze biti na plo¢i?



A3: Borna Banjanin - Polinomi

Hintovi

Hintovi

Ispisi sve jednakosti.

Supstitucija.

Odredi slucajeve s obzirom na veli¢inu od n.
Sto se moze reéi za nultodke polinoma.

Neki teorem za polinome u Z.

Neki teorem za polinome u Z.

Kvadratna.

O N oo M-

Gledaj nultocke.



N3: Mislav Plavac - Diofantske jednadzbe

Hintovi

Hintovi

Laksi zadaci

—

—
o

® ® N o o0 & BN

Modulo 10

Razlika kvadrata. Faktoriziraj. Rastavi na slucajeve.

Promatrajte ostatke pri dijeljenju brojem 3.

Modulo 7

Kvadratna

Nadite dva spomenuta rjeSenja. Kakva mora biti parnost od a,b,c i d?
Raspisi i faktoriziraj

Pametno razvrstaj na lijevu i desnu stranu i faktoriziraj

Znamo jedno rjesenje, nejednakosti.

. Uvedi poredak i slucajevi

Umjereni zadaci

11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.

Suma kvadrata desno smeta, treba ju nekako preoblikovati.

Ogranici skup potencijalnih rjesenja.

Smjestanje medu kvadrate.

AG nejednakost.

Pazljivo odaberi n te gledaj jednadzbu modulo n (sjeti se malog Fermatovog teorema).
Faktoriziraj

Uvedi supstituciju, Viete

Tezi zadaci

18.
19.
20.
21.
22.

Raspisite par malih sluéajeva, promatrajte parnosti.
Faktorizacija.

Modulo 4, modulo 3

Modulo 3, modulo 5

Pitagorejske trojke



Hintovi za cetvrtu grupu

G4: Namik Agié¢ - Uvod u projektivnu geometriju

Hintovi

Hintovi

1. Dokazite da je AD zapravo polara od S
2. Koristite onu lemu s pravim kutem i simatralom

3. Definirajte dva presjeka NF', jedan sa GM i jedan sa DE. Zatim, nadite dva dvoomjera koji su
oba -1 i koji se razlikuju samo na mjestu ta 2 presjeka.

4. Raspisite neke harmonike po definiciji i potencija tocke
5. Igrajte se s dvoomjerima

6. Mozete ili preko Pappusa na neki pravac nakon Sto uvedete neke presjeke, ili Brianchona nakon
§to vidite da taj peterokut ima upisanu kruznicu.

7. Dodajte tocke i namjestite Brokarda. Iskoristite neku od lema od ranije

8. Uvedite neke presjeke i dobijte neke polare



C4: Andrej Cizmarevié¢ - Olimpijski zadaci

Hintovi

Hintovi

1. Dokazi da jedan zeton "radi" krug; dakle, da su mu svi skokovi u istom smjeru pa razmisli koji
brid se tada ne bi smio odigrati.

2. Dokazite prvo da postoji raznobojan ciklus pa probajte "popraviti" do raznobojnog neparnog
ciklusa.



A4: Ivan Vojvodié¢ - Nizovi u algebri

Hintovi

Hintovi

1. Odredi koliko je ﬁ — % i teleskopiraj.

o . 1
2. Promotri nizove antl 1

1
bn+1°

3. Zapisi prvih par &lanova niza. Sto uodavas? koji ¢lan je "daleko' najudaljeniji od nule? Uzmi
izraz za n i n + 1 te ih oduzmi tako da eliminira$ tog najveéeg. I naravno, INDUKCIJA.

4. eliminiraj niz (ax)}_] u potpunosti i sumiraj.

5. Podijeli na slucajeve ag > 0 i ag < 0. Promotri niz |a,|. To je niz cijelih brojeva.

6. za r = 2 podijeli na slucaj a, << ap+1 i ant+1 < a, i pogledaj $to je s anto. Zatim pretpostavi
am < am42 1 pogledaj sto se dalje dogada.

7. Uzmi neki § i radi duplu indukciju po svima 3 za koje vrijedic < a—1,d<bilic<a,d<b-1



N4: Namik Agi¢ - Vp nacini razmisljanja

Hintovi

Hintovi

1. Dokazite da 2 i 3 dijele n

2. Kad pogodite odgovor igrajte se s malim primjerima i pokuSajte naéi opéeniti naéin kako odabrati
odgovarajuci n.

3. Koristite ograde da dobijete a = p, odaberite odgovarajuéi prost i primijenite LTE.

4. Uzmite nesto slabiji uvjet, da je razlika svaka dva susjedna eventualno prirodna, analizirajte $to
se dogada s v,

5. Zbog lijeve strane ima smisla gledati proste manje od n. DokazZite da su a, b, c manji od n/2 i
dokazite da su a + b,b + ¢, c + a potencije od 2.

6. Jasno je da treba naéi odgovarajuéu karakterizaciju a-dobrih brojeva. Uzmite neki p i pokusSajte
namjestiti da djeljivost ne vrijedi. Sto uodavate?

7. Stariji brat zadatka iz primjera iznad, samo blago modificirajte dokaz.



Rjesenja s predavanja



Rjesenja za prvu grupu

G1: Nika Utrobici¢ - Angle chasing

Rjesenja

Rjesenja
1.
2.

3. Oznac¢imo LABC = (. Tada je iz pravokutnog trokuta ABAN /BAN = 90° — 3. S druge
strane, po poucku o obodnom i srediSnjem kutu /COA = 2/CBA = 28, pa iz jednakokra¢nog
trokuta ACOA izra¢unamo ZCAO = 90° — .

10.
11.
12,
13.

14.

Jadan Namik :(
15.
16.

17.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2014/12/Matka13-m02-obodni-kut.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/03/potencija_tocke.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-drzavno-5678-zad+rj/2016-OS-drzavno-7-rj-ISPRAVLJENO.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-drzavno-5678-zad+rj/2015-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-OS-drz-78-zad+rj/2010-OS-drz-78-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-skolsko-1234-zad+rj/2014-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-opc-1234-AB-zad+rj/2010-SS-opc-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2015-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://hr.wikipedia.org/wiki/Lema_o_trozupcu
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
https://www.imo-official.org/
https://www.imo-official.org/
https://www.imo-official.org/

C1: Marija Corié - Prebrojavanja

Rjesenja

Rjesenja

1.
2.

© ® N o v

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18

19.
20.
21.
22.
23.

4 slijeda moZemo izabrati na 3 -2 -5 - 3 nadina (nijedan izbor ne ovisi o drugom).

Kako se u svakom redu nalazi to¢no jedan top, tako ga u prvom redu mozemo postaviti na jedno
od 8 mjesta, u drugom redu na jedno od preostalih 7 (koje nenapadnuto dodavanjem prvog),
itd. Ukupno imamo 8! naéina za postaviti tih 8 topova.

. Oznacimo s p broj penzionera, a sa s broj Sahista. Mi smo na dva nacina izbrojali penzionere

i Sahiste, a po principu dvostrukog prebrojavanja, njihov broj mora biti isti. Tada vrijedi § =

4 . o v 1
1 = s= 3p, pa je vise Sahista.

. Razlikujemo dva disjunktna sluc¢aja. Ili su oba odabrana broja bila parna, ili su oba bila neparna.

U danom skupu, parnih brojeva ima 1000, dok neparnih ima 1001. U prvom sluc¢aju biramo 2
od 1000 parnih brojeva na (10200) nacina, a u drugom 2 neparna na (10201) nacina. Po principu

sume ih zbrajamo i konacan rezultat je 1000000.

Imamo ukupno (125) = 15 - 7 parova djece. Svaki dan medu troje ucenika imamo (g) = 3 para.

Dakle, potreban broj dana k da bi svaki par zajedno ¢istio to¢no jednom je takav da 3k = 15-7.
Dakle, k = 35.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2001/2001-SS-opc-1234-zad+rj/2001-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2009-SS-zup-1234-A-rj.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/SKRIPTA.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Prebrojavanje-Ilko-Brnetic.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Prebrojavanje-Ilko-Brnetic.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2006-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://brilliant.org/wiki/double-counting-definition/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2007-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf

A1l: Hrvoje Rados - KAGH

Rjesenja

Rjesenja

Laksi zadatci
1. rjesSenje slijedi direktno iz A-H nejednakosti gdje je A aritmeticka sredina od a i b
2.

a+b
o =

N =
v

Q=

_|_

S|

Sredivanjem se dobije tvrdnja koju zelimo

%{:-{-ac > Va2 =1

Sada jednostavno slijedi

Sada slijedi jednostavno tvrdnja zadatka

> ac
B 2

Kada sve to zbrojimo dobije se trazena nejednakost.

6. Zadatak rjeSavamo primjenom A-G nejednakosti na svaki od faktora. Po A-G nejednakosti vri-
jedi:

“‘2”’2\/%, b‘gczx/ﬁz, C;“z\@

(=>a+bz2\/a_b, b+022\/b_c, c+a>2y/ca

Kada pomnozimo sve 3 nejednakosti dobijemo trazZeni izraz
(a+b)(b+c)(c+ a) > 2Vab- 2vbc - 2v/ca = 8abe

Sto je trebalo dokazati.



Umjereni zadatci

7.

8.

9.

10.

11.

drzavno 1994. ss1

Zupanijsko 1997. ssl.
Kvadrirajmo zadanu jednakost:
a? 4 4b% + 2 + 4ab + 4bc + 2ac = 16

Znamo da po A-G vrijedi:

Primijetite da ovo smijemo napraviti jer su kvadrati od a i ¢ NENEGATIVNI!!!
Sada kombiniranjem navedene jednakosti i navedene nejednakosti dobijemo:

4b* + 4(ab + bc + ac) < 16
I s obzirom da je 4b% pozitivan vrijedi:
4(ab+bc+ac) < 16

ab+bc+ac<4

Ovo micanje 4b? je malo traljavo, ali moZe se pokazati da se postize jednakost. (MORATE
U SVAKOM ZADATKU S EKSTREMIMA POKAZATI DA SE JEDNAKOST POSTIZE).
Koristili smo A-G za a? i ¢2, pa onda stavimo a? = ¢? (tada se postiZe jednakost za KAGH),
stoga vrijedi @ = ¢ (a i ¢ o€ito moraju biti pozitivni jer trazimo maksimum). UvrStavanjem u
originalan uvjet zadatka imamo:

2(a+b) =4

Sada znamo da smo izbacili 4b? i stoga bi bilo pokusati b = 0. Dobije se a = 2 i ¢ = 2. I vidimo
onda:
ab+bc+ac=4

Tezi zadatci

12,

13.

14.

15.

16.

17.

1999. drz SS1 ili ovdje preciznije ovdje (naudite koristiti Skoljku!)


https://www.youtube.com/watch?v=dHcJdJXoKLQ&list=PLQo9JiBOpefJ7eCmKx9lGlHsfyP0oBv7Z&index=5
https://www.youtube.com/watch?v=UUuFMkeyEEw&list=PLQo9JiBOpefJ7eCmKx9lGlHsfyP0oBv7Z&index=4
https://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt%27s_inequality
https://www.youtube.com/watch?v=NupnO6HXKWw
https://www.skoljka.org/task/27/
https://www.skoljka.org/solution/7288/
https://www.youtube.com/watch?v=Md04USjiQpM&t=11s
https://prase.cz/kalva/imo/isoln/isoln612.html
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2667836p23116715

N1: Marija Cori¢ - Kongruencije

Rjesenja

Rjesenja

1.

. Pretpostavimo da nijedan od brojeva a,b,c nije djeljiv s 3. Tada mora vrijediti a

Ovo je ekvivalentno tvrdnji da, za p > 3 2 i 3 ne dijele p pa p ne moze biti oblika 6k + 2, 6k + 3
ni 6k + 4.

. Zapisimo proizvoljan prirodan broj m kao @, ...a1aq, tj- m = @, ...a1a0 = a, - 10" + ... +

a1 - 10! + ag - 10°. Znamo 10 = 1 (mod 9), pa znamo po svojstvima s podetka i da vrijedi
10* = 1* = 1 (mod 9), za svaki k prirodan broj. Tada imam m = a,, - 10" + ...+ a1 - 10 + ag =
an-1+...4+a1-14+ay=ap+...+a1+ap (mod 9), pa smo dokazali da je broj djeljiv s 9 ako
i samo ako je to i zbroj njegovih znamenki.

Po uzoru na gornji primjer, zelimo naéi karakterizaciju za djeljivost s 11, pa koristeé¢i uskladene
oznake i imajuéi na umu 10¥ = (-1)* (mod 11), piSemo: m = a,, - 10" + ...+ a1 - 10 + ap =
an - (=1)"+...+a1- (- +ap---(-1)°=ay-+... + a2 — a1 + ap (mod 11). Dakle, broj je
djeljiv s 11 ako i samo je razlika zbroja znamenaka na parnim i zbroja znamenaka na neparnim
mjestima tog broja takoder djeljiva s 11.

. Za proizvoljan prirodan broj n znamo da vrijedi n = 0,1 ili 2 (mod 3). Iz predzadnjeg svojstva

u Teoremu 1.2 znamo da tada slijedi n? = 02,12 ili 22 (mod 3), to jest, n? = 0,1 ili 4 (mod 3).
Kako je 4 = 1 (mod 3), onda je n?> = 0 ili 1 (mod 3). Analognim zaklju¢ivanjem za djeljivost
sa 4 dobivamo n2 = 0,1,4ili 9 (mod 4), a kako je 4 =0 (mod 4) i 9 = 1 (mod 4), znaéi da je
n? =0ili 1 (mod 4), $to smo i trebali pokazati.

. Oznagimo ta tri uzastopna broja s n —1,n i n+ 1, za neki n € N. Tada imamo (n — 1)3 +n3 +

(n+1)3=n3-3n2+3n—1+n3+n3+3n%+3n+1 = 3n3+6n = 3n x (2n?+1), pa je dovoljno
pokazati 3|n(2n? + 1). Sada dijelimo na slucajeve u ovisnosti o ostatku pri dijeljenju s 3.

(a) n

(b) n=1 (mod 3), tada imamon? =1 (mod 3) = 2n? =2 (mod 3) = 2n?+1=2+1=
3 =0 (mod 3), dakle 3|2n% + 1, pa 3|n(2n? + 1)

(c) n =2 (mod 3), u kojem sludaju n? = 22 =4 =1 (mod 3), zakljudivanje dalje ide analogno
prethodnom slucaju.

0 (mod 3), to jest 3|n, pa trivijalno vrijedi 3|n(2n? + 1)

2=p=c2=1
(mod 3), jer 12 =22 =1 (mod 3). No, onda dobivamo: a? +b? =c2 = 1+1=1 (mod 3), §to
je nemoguce. Znaci, jedan od brojeva a,b,c mora biti djeljiv s 3.

Kako bismo dobili osjeéaj, promotrimo zadnje znamenke potencije broja 3, do one ¢etvrte. Imamo
3 = 3 (mod 10), 32 = 9 = —1 (mod 10), 33 = 7 = —3 (mod 10) i 3* = 1 (mod 10). Sada
naslu¢ujemo, slicno kao u prethodnim zadatcima, da ée se ostatci ponavljati ciklicki u ovisnosti
o ostatku pri dijeljenju s 4, pa pokazimo to formalno. Imamo 3”4 =37 .34 = 37.1 = 3»
(mod 10). Ovime je dokazano da je se uzorak posljednjih znamenki ponavlja svake 4 potencije
broja 3, a kako je jedini broj medu prve 4 koji ima posljednju znamenku 1 upravo 3%, svi ostali
koji imaju posljednju znamenku 1 moraju biti potencija viSekratnika broja 4, $to znaci da je n
djeljiv sa 4.

. Promotrimo male sluc¢ajeve. Za r = 2, o¢ito nemamo rjesenja. Dakle, r je kao prost broj koji nije

jednak 2 nuzno neparan, tj r =1 (mod 2). Tada r—1 =0 (mod 2), a kako je p? = r — 1, imamo
i p? =0 (mod 2), iz Cega slijedi p = 0 (mod 2) (inade bismo bili u kontradikciji s predzadnjim
svojstvom iz Teorema 1.2). Tada je naravno p = 2. Prvo promotrimo slucaj kada je ¢ = 2. Tada
imamo eksplicitno, 22 = r—1, dakle r = 5, pa imamo jedno rjeSenje: p = 2,q = 2,7 = 5. Za sludaj



10.

11.

12,
13.
14.

15.
16.
17.
18.

kada je g neparan, tj. jednak 2gg+1, za neki gg. Prebacivanjem jedinice na drugu stranu jednadzbe
imamo 29+ 1 = r, i moZemo primijetiti da 27 + 1 = 220+1 4 1 = (-1)20+tl 4+ 1=-14+1=0
(mod 3), a kako je izraz 29+ 1 ujedno jednak prostom broju r, imamo 2¢+1 = r = 3. Iz zadnjeg
izraza bi slijedilo da je ¢ = 1, ali to nije prost broj, pa nema viSe rjesenja.

3400 —

. Trazimo m, takav da = m (mod 100). Znamo da nam je najzgodnije koristiti Eulerov

teorem pa racunamo ¢(100), a kako vrijedi 100 = 22-52, imamo ¢(100) = 100-(1—3)-(1—3) =
100-3-2 = 40, pa iz Eulerovog teorema slijedi 30 = 1 (mod 100). Tada imamo (3*°)10 = 110 = 1
(mod 100), pa su zadnje dvije znamenke broja 34%° 01.

Primjetimo da je potencija u oba slucaja 2014 - 2015, kako je ¢(11) = 10 imat ¢emo

72014-2015 = 72014~2015 (mod 10) = 70 =1

istim postupkom dobijemo da je 720142015 = 1 pa, je ostatak pri dijeljenju 1 +1 = 2.

Zelimo pokazati n - 2" + 1 = 0 (mod n + 2). Kako jasno vrijedi n = —2 (mod n + 2), imamo
n-2" = (=2)-2" = —2"*"! (mod n + 2). Iz Malog Fermatovog teorema, jer je n + 2 prost
broj, znamo da vrijedi 2"*! = 1 (mod n + 2). Tada jasno da vrijedi n x 2" +1=-1+1=0
(mod n + 2).

Ako su p, q oba neparni onda je cijeli izraz paran i > 4 pa ne moZe biti prosti broj. Neka je nadalje,
bez smanjenja opéenitosti, p = 2. Sada imamo izraz 29¢% + 1. Za q = 2 dobivamo rjeSenje 17, a
za ¢ = 3 dobivamo rjesenje 73, $to su oboje prosti brojevi. Neka je nadalje ¢ > 3. Pokazimo da je
tada izraz uvijek djeljiv s 3. Kako je ¢ prost i veéi od 3 sigurno je relativno prost s 3, to jest, vrijedi
g =1 (mod 3), pa imamo i ¢> =1 (mod 3). Sada imamo 29¢> +1=(-1)?-1+1=-1+1=0
(mod 3) pa za ¢ > 3 nemamo rjeSenja. Jedina rjeSenja su (2, 2), (2, 3), (3,2).

Promotrimo djeljivost ovog izraza brojem 3. ZaSto? Prvo, lakse nam je pretpostaviti suprotno
i pokusati naéi kontradikciju s 4.-im zadatkom, a kako nam poredak brojeva nije fiksan, ostale
djeljivost bismo tesko ustvrdili. Ostatak pri dijeljenju s 3 (kao i s 9) jednoznacno ovisi o ostatku
pri dijeljenju sa 3 zbroja znamenaka (mozete dokazati za vjezbu, a dokaz je analogan dokazu
prvog zadatka), koji opet ne ovisi o poretku brojeva koje spajamo. Neka je n neki broj nastao
takvim spajanjem, tada bi nam bilo zgodno pokazati da je on kongruentan 2 modulo 3, jer
bi to odmah impliciralo da ono nije kvadrat nijednog prirodnog broja ni za kakav poredak
brojeva koje spajamo. Oznaéimo sa S(n), sumu znamenaka broja n, tada imamo n = S(n) =
S(1Y)+S5(22)+5(33)+...+5(20082098) = 1122433+ . . 42008298 (mod 3). Gdje smo u prvoj
i zadnjoj kongruenciji iskoristili spomenutu karakterizaciju djeljivosti s 3. Primjenom svojstava
iz Teorema 1.2, dobivamo n = 1! +224+0+14+25+0...+ 1298 (mod 3). Tada ra¢unamo emu
je kongruentno 2™ modulo 3, u ovisnosti o parnosti od m. Ako je m = 2my, za neki my prirodan
broj, tada je 2™ = 2%™m0 = 4™0 = 1™0 =1 (mod 3). S druge strane, analognim zaklju¢ivanjem,
kada je m = 2mg + 1 za neki mg prirodan broj imamo 2™ = 2 (mod 3). Jo$ samo moramo
izracunati koliko ima kakvih sumanada u naSoj sumi, ¢ime kona¢no dobijemo n = 2 (mod 3),
dakle takav n ne postoji.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/kongruencije.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/kolokviji/2017/EM1-2017-kol2.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/2009-SS-drz-A-1234-zad%2Brj.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/kolokviji/2017/EM1-2017-kol2.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-13-15-solutions.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-13-15-solutions.pdf

Rjesenja za drugu grupu

G2: Ivan Vojvodi¢ - Radikalno centriranje

Rjesenja

RjeSenja
Laksi zadaci
Zadaci su poredani po redu.

1.

2. Sluzbeno rjesenje:

N

. (Alternativno rjesenje) AoPS:

3. Sluzbeno rjesenje:

w

. (Alternativno rjesenje) AoPS:

Bonus: kruznica radijusa 0

6.

7. Neka su U i V preslike A preko X i Y redom. Uolavamo AU = AV =2 = 0(A2B C), $to znadi
da su U i V diralista A—pripisane kruznice s AB i AC, redom. Nazovimo tu kruznicu w i neka
w dira BC u T. Neka je ' kruZnica radijusa 0 s centrom u A. Tada je XY radikalna os w i T,
i vrijedi MA = MT. Tada sumiranje stranica trokuta AMB i AMC daje da jedan mora imati
opseg 2.

8. Sluzbeno rjesenje:

8. (Alternativno rjesenje) AoPS:


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1366836p7512258
https://www.imo-official.org/problems/IMO2008SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h215224p1190553
https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h288839p1561572
https://artofproblemsolving.com/community/c6h60435p365179
https://artofproblemsolving.com/community/c6h528723p3009319
https://artofproblemsolving.com/community/c6h405937p2266382
https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h355790p1932935

C2: Mislav Brneti¢ - Invarijante i monovarijante

RjeSenja

RjeSenja

1.

Dovoljno je rijesiti (b) dio zadatka, jer je time dokazan i (a) dio.

Promotrimo parnost broja crnih polja.

U svakom opisanom koraku parnost broja crnih polja ostaje ista (promatrajmo slu¢ajeve u kojima
se u izabranom retku/stupcu/kvadratu nalazi paran, odnosno neparan broj crnih polja, u kojima
lako zaklju¢ujemo da parnost broja crnih polja ostaje ista). Dakle, parnost broja crnih polja je
invarijanta.

Kako na pocetku imamo paran broj crnih polja, nije moguée na kraju posti¢i da tocno jedno
polje bude crno.

. Brojevi plavih, crvenih i zelenih kuglica na pocetku ¢ine potpun sustav ostataka pri dijeljenju s

3. Nakon svake zamjene, broj plavih, crvenih i zelenih kuglica ¢e ponovno ¢initi potpun sustav
ostataka pri dijeljenju s 3, pa stoga nije mogucée da sve kuglice postanu istobojne.

. Primijetimo da se svakim skokom umnozak koordinata na kojima se macka nalazi ne mijenja

(dodatno primijetimo da uopée nije bitno jesu li te koordinate cjelobrojne ili ne).
Dakle, umnozak koordinata na kojima se macka nalazi je invarijanta.

Zato lako zakljuCujemo da je odgovor za (b) dio zadatka ne, odnosno macka ne moZe doé¢i na
poziciju (1,4).

Medutim, pomoéu navedene invarijante ne moZemo niSta zakljuéiti o (a) dijelu zadatka, no
uvrStavanjem n = 4 za prvi skok, dobivamo upravo da je moguée sko¢iti na (1, 3), dakle odgovor
za (a) dio zadatka je da.

Promotrimo parnost zbroja brojeva zapisnanih na plodi.

Nakon sto Ivan izabere brojeve a i b, bez smanjenja opcenitosti a > b, na plocu ée umjesto njih
zapisati a — b.

Neka je A zbroj brojeva na ploéi prije obavljene zamjene, a A’ nakon.
Vrijedi A’ = A+ (a—b)—a—b=A—2b.
Dakle, zbroj brojeva ¢e, nakon provedene zamjene, ostati iste parnosti.

Sada mozemo zakljuciti da ¢e posljednji broj napisan na ploci biti iste parnosti kao i zbroj svih
brojeva na pocetku.

Pocetni zbroj racunamo po Gaussovoj dosjetci, te iznosi m =n(2n+1).

Sada, kako su i n i 2n + 1 neparni, slijedi da je pocetni zbroj neparan, iz ¢ega po prethodnoj
argumentaciji zaklju¢ujemo da je posljednji broj napisan na ploci neparan.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Invarijante_i_monovarijante-Ilko-Brnetic.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

- rjeSenje gene-
raliziranog problema

Dokazimo da Bozica mozZe ostvariti svoj naum.

Neka Bozica napiSe brojeve 1,1,1,1,1,1,1,2, 2 (bitno je da se parno mnogo puta ponavlja najveéi
broj).

Sada lako dokaZemo da ée se, bez obzira na Aniéine poteze, najveéi broj uvijek ponavljati parno
mnogo puta (dokaz analizira moguénosti najveéi-najveéi, najveéi-neki drugi i neki drugi-neki
drugi za Aniéin izbor brojeva te u svakom slucaju dolazimo do traZenog zakljucka).

No, tada je nemoguce posti¢i da su svi brojevi jednaki, jer bi tada bilo nuzno da se najveci
ponavlja neparno mnogo puta ¢ime je dokaz zavrsen.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Invarijante_i_monovarijante-Ilko-Brnetic.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Invarijante_i_monovarijante-Ilko-Brnetic.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf

A2: Mislav Plavac - How to Viéte

Rjesenja

Rjesenja

Laksi zadaci
1. 32° — z* + 722 + 22 — 6 = (3z* + 523 + 1022 + 27z + 56)(z — 2) + 106
2. f@)=(z-D)*(z+1D(x®>—z+1)

3. Pomnozimo obje strane s x
2003 o

i 1=
200490 +x+ 0

Prema Vieteovim formulama imamo

4. Koristimo Vieteove formule. Znamo da je kubni polinom ¢ije nultocke zadovoljavaju dani sustav
ima oblik f(t) = t3—d, d € R, odnosno nultocke su tada t1 2 3 = v/d. Dakle, | a |=| b |=| ¢ |=| Vd |

5. Vieteove formule nam govore

1+ 22+ 23 =2
Tox1 + X311+ 1+ T2 =3

T1X9x3 = 4

(x1+ 1) (z2+ 1)(z3+ 1) = z12223 + T1Z2 + 123 + T2x3 + 1 + 22+ 23+ 1
=4+4+34+2+1=10

6. Vieteove formule nam govore:

at+B+v=0
af+ By +ay=-3
afy=1

Sada, koristeéi 22 + y? + 2% = (z + y + 2)? — 2(zy + yz + z2z), imamo

a4 +B4 +,Y4 — (a2 _l_BQ +,Y2)2 _ 2(a2ﬂ2 +I82,y2 +O[2’)/2)
= ((@+B8+7)*—2(aB+ By +a7))* - 2((aB + By + ay)’ — 20Bv(a+ B +7))
= (0* —2(-3))> —2((-3)> = 2-1(0)) = 18



7. o, 3 su rjeSenja jednadzbe

4
z+-4+2=0 /-
X
4+ 2c4+4=0 /-(z—2)
2 -8=0 = 2°=8

Dakle, a3 = 3 =8

a100+5100 a99a+ﬁ99ﬂ _ 833(0[4—[‘3) _g a+5 _3 -9 _4
a8 _|_598 T a%%a2 +596ﬂ2 - 832(a2 _|_52) - (a—l— 5)2 _ Zaﬂ - (_2)2 —92.4

1-3y
y

1
8. Neka je y = 253 tada je z =

23-322+1=0

1-— 3 1-— 2
(=Y s (%) i gy
Yy Y

(1-3y)® -3y(1-3y)* +4° =0
53y — 452 + 12y —1=10

9. a,b su nultocke polinoma z2 + 3z 4+ 1 = 0, tj vrijedi

a+b=-3
ab=1
a b a®+v (a+b)?—2ab
b + a  ab ab =17
Umjereni zadaci
10.
11.
12.
13.
14. Vieteove nam govore
a+b+c=0
ab + bc + ac = —2007
abc = —2002
(a—l) (b—l) (c—l) _(a—-1)(b-1)(c—1)
a+1)\b+1)\c+1) (a+1)(b+1)(c+1)
_abc+—ab—ac—bc+a+b+c—1 2

" abct+ab+actbcta+b+c+l 2005


https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h397402_if_x1_x2_x3_are_roots_of_x3__2x2__x__3
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h524357_vietas_relations
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h77670_roots_of_third_degree_equation
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h324107_compute_cyclic_sum

15. Pretpostavimo da je 1/2 — v/3 racionalan.

Kada bi = 1/2 — v/3 bio racionalan onda bi 22 pa i 2 — 22 bio racionalan, §to implicira da je
/3 racionalan, $to je kontradikcija. Dakle, 1/2 — /3 nije racionalan broj.

16. Kako su a, b, c razli¢iti znamo da su onda to 3 nultocke polinoma t3 + tz + y, kako je koeficijent
uz 22 jednak 0 po Vieteovima znamo da im je suma jednaka 0.

17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.

Tezi zadaci

24. Neka su a, b, ¢, d ta Cetiri korijena. Po opéenitim Vieteovim formulama:
abcd = —1984

. Neka su a i b takve da je njihov produkt —32 (moZemo pretpostaviti bez smanjenja opéenitosti).
Tada je cd = 62 Jos iz Vietea imamo:

a+b+c+d=18

ab+ac+ad+bc+bd+cd=k
abc + abd + acd 4 bed = —200
Iskoristimo poznati trik:
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd=k—-62+32=k—30
Iz posljednje napisane Vieteove formule uz ab = —32 i c¢d = 62 dobivamo
—32c + 62b + 62a — 32d = —200
sto je
31(a+b) — 16(c+d) = —100

MnozZenjem a + b+ ¢ + d = 18 s obje strane sa 16 imamo

16(a + b) + 16(c + d) = 288


https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h3165139_algebra_polynomial
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h336448_sum_of_first_second_and_third_powers
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h80286_ax5__by5
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2008_AIME_II_Problems/Problem_7
https://brilliant.org/wiki/vietas-formula/?quiz=vietas-formula-quadratics-easy
https://brilliant.org/wiki/vietas-formula/?quiz=vietas-formula-quadratics-easy
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h3212848_value_of_roots_given_constraint
https://artofproblemsolving.com/community/c6t173f6h2343207_computation_of_roots_of_cubic_polynomial

Iz posljednje dvije jednadzbe imamo
47(a +b) = 188
pa dobivamo a+b=41ic+d =18 — 4 = 14. Tada je
k—30=(a+b)(c+d)=4%14 =56
pa je

. Uvedi = .
vedimo yn = 7— o "

b (B )

Sada prema Vieteovima slijedi

10 10 2 3 10
3 1 _Ezy___—1—Q)—Qy+“_+—h)_104m+¢)_5
= n = = =
—1-z, = 11 2-11
. Neka su 1, 72, ... , T, ti realni korijeni od polinoma f(z) = 2" + a,_12" ! + ... + a17 + ap. Iz
opcenitih Vieteovih formula imamo
Mm+...+7r, = —ap_1"17r2+ 71173+ ... + n_1Tn = An—2

iz Cega slijedi
42 =(r 4. ) 2o s A1) = a2 — 20,2 <3

Vidimo da je lijeva strana pozitivna pa je ai_l — 2a,—9 > 0. Kako je a,—1 = %1 slijedi da je
an_2 = —1. Takoder, opet iz Vieteovih formula je (r172...7,)% = 1. Iz A-G nejednakosti imamo

r%—i— ... +72 > npajen < 3. Sada lako nademo sva rjefenja: £ 1, 22+ x—1i23 -2+ (2% -1).

caytyztaz=1((c+y+2)? -2t -yt -2 =-1
B+ +22=3zyz+(x+y+2)(@®+y?+ 22 —zy—yz—x2) =3zyz + 1(3+ 1) = 3zyz + 4

X z X z
R
y z T x z ¥

r+2 T+ +z
+ y+y

=-2
Y z T
1-— 1—-2 1—-=z
L R N S
Y z z
1 1 1
-—+-+-=1
Yy z x
wy+yz+wz_1
TYZ N
ryz = —1

Sada prema Vieteovima dobivamo da su z,y, z nultocke jednadzbe t2 —t2 —t 4+ 1 = 0 —
(t — 1)2(t + 1) = 0. Dakle sva rjeSenja su (1,1, —1) i sve permutacije.



28. Neka su 7, s,t nultocke polinoma f te r2, s2,¢2 nultocke od g. Vieteove za f nam govore

r+s+t=-a
rs+st+rt==5
rst = —c

te Vieteove za g nam govore

—b=r’++t?=(r+s+t)>—2rs+st+rt)=a®—2b
c=128% + %2 + 122 = (rs + st + rt)? — 2rst(r + s +t) = b*> — 2ac

c=(rst)> = —a
Dakle, dobivamo sustav
a®=b
b? = 2ac+c
=—-a

fQ)=14+a+b+c=0

ol
IS

Y

Sl

1
29. Definiramo funkciju f(z) = —z*4 223 — 522 + 7z + 1. Primjetimo da su njene nultocke o

=== - -2
Sada lako slijedi

(1— %) (1— le) (1— c%) (1— %) — F(1)- f(=1) =4 - (~14) = —56

pa takoder vrijedi

30.
31.

32. Neka su @ > > < nultocke polinoma. Uvr§tavanjem vrijednosti dobivamo da su a € (2, 3),
B € (%,%) te v € (—%,—%).
Tvrdnja 1. o + " +4y" € Z,Vn € N

Dokaz. Iz Vieteovih formula imamo

a+p+y=3
af+pBy+ay=0
ofy=-1
te kako su ovo elementarni simetri¢ni polinomi za 3 varijable, o™ + 8™ + 4™ se moze zapisati
preko njih jer je i sam simetri¢ni polinom. O

Tvrdnja 2. Za dovoljno velike n je 5" + ~?" € (0,1).
Dokaz.

3\4 3\* 81
0<ﬂ2"+72"<64+74<<1) +<_Z) = 155 <1

O]

Koristeé¢i ove dvije tvrdnje dobivamo da je |a?"| = a?" + B?® + 42" — 1. Primjetimo dalje
23— 322+ 1= (z —4)(z — 5)(x — 11) (mod 17) Dakle, o®" + B2 + 42" = 42" 4+ 527 4 112,

Uvrstavanjem 2n = 1988 lako dobivamo

La1988J = Of1988 + ﬂ1988 + ,Y+1988 1= 41988 + 51988 + 111988 —1=0 (mod 17)


https://olympiads.hbcse.tifr.res.in/wp-content/uploads/2021/04/INMO_2021_solutions.pdf
https://brilliant.org/wiki/vietas-formula/#vietas-formula-problem-solving-hard

33. Vidimo da za a = b = ¢ = 1 dobijemo m = 12. PomnoZimo pocetnu jednadzbu s abc(a + b + ¢)
te nakon preslagivanja dobivamo

a?(b+c)+b*(a+c)+c(a+b)+a+b+c—9abc=0

MoZemo sada BSO pretpostaviti da postoji neko rjeSenje (a, b, ¢) takvo da su a < b < ¢. Proma-

c+1
trajuéi ovu jednadzbu kao kvadratnom u a vidimo preko Vieteovih da i b, c, etl zadovoljava
a

o0

jednadzbu. Definiramo niz (an)52

sag=a1 =ao=1te

ApQp—1+1
an+1=%, Vn > 2
n—2

Tvrdimo da je a, niz prirodnih brojeva. Promatrajmo relacijuzanin—1
Ap+10p—2 = GpQp—1 + 1
Andn—3 = Gp-1an—2 + 1
Zbrajanjem i dijeljenjm s a,a,—2 dobivamo

nt1+0n-1  Gp—1+0an-3

ap an—2
iz Cega slijedi
Q41+ On-1 {% =2 n neparan

an %2“1 =3 n paran

Sada lako slijedi da je a, prirodan za svaki n € N, takoder znaéi da je (an—1, an, ant1) rjeSenje
pocetne jednadzbe. Kako je a, strogo rastuc¢i niz dobivamo beskona¢no mnogo rjesenja.



N2: Mislav Brneti¢ - Mali Fermatov i Eulerov te-
orem

Rjesenja

RjeSenja
1. Prema Malom Fermatovom teoremu, kako su 7 i 5 relativno prosti, a 7 prost, vrijedi:
55=1 (mod 7)
Kako je 500 = 6 - 86 + 2, imamo:
5500 = 558642 = (56)86 .52 =1%6.25=25=4 (mod 7).
2. Primijenimo Eulerov teorem:
Imamo $(100) = 100(1 — )(1 — %) = 40.
Zato po Eulerovom teoremu imamo (s obzirom da su 7* i 100 relativno prosti):

70 =1 (mod 100)

odnosno

74% =1 (mod 100)
za k € Ny.
Sada odredimo ostatak pri dijeljenju eksponenta 7190 sa, 40.
Imamo $(40) = 40(1 — 3)(1 — %) = 16.
Dakle, po Eulerovom teoremu, kako su 7 i 40 relativno prosti, imamo,
76 =1 (mod 40)

odnosno

716k

1 (mod 40)
za k € Npy.
Kako je 100 = 6 - 16 + 4, imamo:
7100 = 7166+4 — 74 — 49.49=9.9=81=1 (mod 40)
No to znadi kako je

7100

777 =71 =7 (mod 100))


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/N-Eulerova-funkcija-Ilko-Brnetic.pdf

4. Po Malom Fermatovom teoremu, kako su p i ¢ razli¢iti prosti brojevi, vrijedi:

¢? =1 (mod p)
= plg ' -1 = pp" T+ -1
p7 =1 (mod q)

= qpT ' -1 = gpT + -1

Kako su p i ¢ razliciti prosti brojevi pa su zato i relativno prosti, zaklju¢ujemo

palp*™ + P -1
$to je ekvivalentno s tvrdnjom zadatka.

5. Primijetimo kako vrijedi:
3105 — (33)35 =1¥ =1 (mod 13)

Prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi:
212 =1 (mod 13)
= 45=1 (mod 13)
4105 — 4102 43 — (46)'7 B3 =17 . S =3=64=12 (mod 13)

3105 4 4195 =1412=0 (mod 13)

¢ime smo dokazali trazenu tvrdnju.

8. Primijetimo:
dmn—-m-n=2> = (@dm-1){4n—-1)= (2z)2 +1

Medutim, vrijedi da za cijeli broj z, broj 22 + 1 nema djelitelja oblika 4k + 3 (k € Ny) (ako niste
upoznati s ovom turdnjom, dokaZite ju), odakle slijedi da ne postoje trazeni brojevi m i n.

9. Primijetimo kako vrijedi ord(,»_1)(a) = n.

Kako je ged(a™ — 1,a) = 1, prema Eulerovom teoremu vrijedi:
a®@-1 =1 (mod a™ — 1)
Sada prema teoremu o orderima iz predavanja vrijedi:

ordgn_1)(a) | dan—1)

odnosno

n | ¢(a,"—1)


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/N-Eulerova-funkcija-Ilko-Brnetic.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/6644

10. Pretpostavimo da postoji trazeni n.

Neka je p najmanji prosti djelitelj broja n. (Cilj nam je stvoriti kontradikciju tako da nademo
manji prosti djelitelj broja n.)

Vrijedi:
pln
n|2" -1
Dakle, ord,(2) < p, no takoder vrijedi:
p| 2% —1

Iz toga slijedi da ordp(2) < ¢@p) < p— 1. Prema teoremu o orderu iz predavanja znamo da vrijedi
ordy(2) | n. Medutim, sada imamo da je ord,(2) manji od p i dijeli n, §to je u kontradikciji s
definicijom od p.

11.

12.

13. IMO Shortlist 1993. N2

14.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/N-Eulerova-funkcija-Ilko-Brnetic.pdf
https://www.georgmohr.dk/imo/imo05sol.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf

Rjesenja za trecu grupu

G3: Borna Banjanin - Fantomi

Rjesenja

Rjesenja

1.

Neka je S sjeciste od AZY i BXZ. U ta dva tetivna Cetverokuta su onda kutevi nasuprot
A i B jednaki 180 — /A i 180 — /B pa je u zadnjem Cetverokutu kut nasuprot C' jednak
360 — 180 + LA — 180+ 4B =180 — £C.

. We define a phantom point D’ as the intersection of ray AO with BC. If we can show that

KDI||AB, then this will prove D’ = D, because there is only one point on BC with KD||AB.
Odavde je samo neki chase.

. Jedan smjer je trivijalan drugi imamo chase preko obodnih kuteva i onda cinjenica da je suma

nasuprotnih kuteva 180.

. Neka su A, Bi C vrhovi trokuta, a D sjesiSte simetrale kuta i kruznice. Slijedi /ZDBC = ZDAC =

/BAD = /BCD (tetivnost i simetrala kuta AD_)iz ¢ega slijedi jednakokracnost trokuta BCD,
dakle |[BD| = |CD|, D je na simetrali stranice BC

(2.4.)

. Neka je X presjek od BM i CN. AQP i ANM su sli¢éni prema S — K — S pa je i BC paralelno

s MN. Osim toga, imamo JAQP = Z/APQ = /ANM = /AMN = /A. Zbog /BAP = /C
imamo da je AB tangenta na APC pa iz toga i iz sli¢nosti ABC i ABP dobijemo BP - BC =


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

C3: Paula Horvat - Bojanja i poploc¢avanja

RjeSenja

Rjesenja

1.

10.

11.

12,

13.

14.

Koristimo "Sahovsko bojanje" ali tako da i crno i bijelo obojamo 2 x 2 polja. Tako dobijemo
Sahovsko polje veli¢ine 5x5. Ako u jednom kutu imamo crni kvadrat, tada ¢emo u svakom kutu
imati crni kvadrat. Vidimo da crnih kvadrata ima viSe, to¢nije imamo 52 polja obojana u crno,
a 48 obojanih u bijelo. Na isti nacin kao u pocetnom primjeru zaklju¢imo da ne postoji trazeno
bojanje jer svaka 1x4 plocica ¢e zauzeti 2 bijela i 2 crna polja.

. Ne moze. Obojimo plocu tako da je svako trece polje u pojedinom retku i stupcu crno, pri cemu

su polja koja dijele brid s izrezanim poljem oba obojena crno. Lako sada izbrojimo da je crnih
polja 22, a preostalih 41. No, buduéi da svaka plocica pokriva to¢no 1 crno polje, zaklju¢ujemo
da ovakvo poploc¢avanje nije moguce.

. Oboji kutiju tako da, kada stavi$ jednu ciglu unutra, ona ée pokriti 1 crnu kocku i 3 bijele kocke.

Kada bi bilo mogucée posloziti 53 cigle u tako obojanu kutiju, one bi pokrivale 53 crne kocke od
ukupno 60 i 159 bijelih kocka od ukupno 156 Sto je nemogude.

Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Baza za n = 1 je ocita. Pretpostavimo da je za neki prirodan
broj k moguée poplo¢ati ploéu 2¥ x 2F na traZeni naéin. Plodu 2¥t1 x 25+1 mozemo podijeliti na
4 ploée dimenzija 2% x 2* od kojih jednoj fali jedno polje. Tu manju plo¢u kojoj fali jedno polje
mozemo poplocati prema pretpostavci indukcije. Ostaje pokazati da preostale 3 manje ploce
kojima ne fali nijedno polje moZemo poplocati danim plocicama.

Tu tvrdnju takoder éemo dokazati indukcijom. Dakle, sada éemo indukcijom dokazati da se ploca
dimenzija 2™ x 2" kojoj npr. fali gornja desna Cetvrtina moze poplocati danim ploc¢icama. Baza
je identi¢na kao i na pocetku. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki k. U koraku indukcije
nije se teSko uvijeriti da plo¢u dimenzija 2¥+1 x 251 kojoj fali jedna &etvrtina moZemo podijeliti
na 4 istovjetne ploée dimenzije 2* x 2 koje moZemo poplodati po pretpostavci indukcije. Ovime
je dokaz gotov.

JBMO, 2012. Zadatak 3.


http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/komb/kol/dm%20kol2%202022%202023%20rjesenja
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2007-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf
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A3: Borna Banjanin - Polinomi

esenja

® N o 0 L b=

RjeSenja


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2023/2023-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2023-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/1994-SS-drz-1234-zad+rj/1994-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2005/2005-SS-drz-1234-zad+rj/2005-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2003/2003-SS-zup-1234-zad+rj/2003-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2005/2005-SS-zup-1234-zad+rj/2005-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2006-SS-zup-4-A-zad%2Brj.pdf

N3: Mislav Plavac - Diofantske jednadzbe

RjeSenja

Rjesenja
Laksi zadaci

1. Kvadrat cijelog broja moze zavrSavati jednom od znamenaka 0, 1, 4, 5, 6 ili 9. S obzirom da 10y
zavrSava znamenkom 0, zadnja znamenka od z2 4+ 10y moze biti 0, 1, 4, 5, 6 ili 9. Kako broj s
desne strane jednakosti zavrSava znamenkom 7, zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.

2. Uocimo kako m ne moze biti negativni cijeli broj jer tada lijeva strana jednadzbe ne bi bila cijeli
broj.

Ako je m =0, onda je n = +2.

Neka je m > 0. Ako je (m,n) rjeSenje onda je i (m, —n) rjeSenje pa ¢emo najprije pronaéi sva
rjeSenja za koja je n > 0.

Danu jednadzbu mozemo pisati u obliku

(n—1)(n+1)=3-2™

Brojevi n — 1 i n+ 1 su iste parnosti pa oba moraju biti parna. Osim toga, kako je n > 0, oba
moraju biti pozitivna.

zato imamo dvije moguénosti:
(a) n—1=2¥n+1=3-2! pricemuje k,l > 1L,k+1l=m.1z2= (n+1) — (n — 1) slijedi
kakojel=1iik=1
(b) n—1=3-2F n+1 =2 Na isti naéin ponovno slijedi kako je | = 1ili k = 1.

Sva rjeSenja su (m,n) € {(0,2),(0,-2), (4,7),(4,-7),(3,5),(3,—5)}.

4. Promatramo ostatke pri djeljenju s 7. kada je y > 7, tada je y! = 0(mod7), pa bi trebali imati
z? = —1(mod?7). Ipak, kvadratni ostatci pri djeljenju s 7 su 0,1,2,4. Dakle, y < 7.

Sada promatramo slu¢ajeve. Najmanji potpuni kvadrat veéi od 2001 jest 2025 = 452, i ovdje
odmah uodavamo kako su (z,y) = (45,4) i (z,y) = (—45,4) dva rjeSenja. Uo¢imo kako ovo
pokriva sve slucajeve za y < 4. Za y = 5 dobivamo x? = 2001 + 5! = 2121, ali ova jedndzba,
nema cjelobrojnih rjesenja buduéi da je 2121 djeljiv s 3, ali ne i s 9. Ako je y = 6, tada je
x? = 2001 + 6! = 2721, pa opet nemamo cjelobrojnih rjSenja iz istog razloga kao i maloprije.
Dakle, jedina rjesenja su (z,y) = (45,4) i (z,y) = (—45,4).

5. Dijeljenjem obje strane s y te uvodenjem supstitucije t = T dobivamo jednadzbu
Y

2 —-22t—1=0

Diskriminatna ove jednadzbe je D; = 422 + 4 dakle trebalo bi vrijediti 22 + 1 = k2, k € N $to
je nemoguce. Dakle, ne postoje rjesenja.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/kongruencije.pdf

6. Jedina rjesenja su (0,0,0,2'002) te (21001 21001 91001 91001) " Prisjetimo se da za neparni a =
4n + 1 znamo kako a? daje ostatak 1 pri djeljenju s 8.

Dakle, mora vrijediti kako je x = 2z1,y = 2y1, 2 = 221,t = 2t; za neke cijele brojeve x1,y1, 21, t1
zakojeje0 <xz; <y < z1 <tjte w%+y%+zf+t§ = 92002 Nastavljajudéi ovaj postupak dolazimo
do toga da mora biti x = 22001,y = 22001} » = 92001; e ¢ = 220014 pri Gemu su a, b, ¢, d cijeli
brojevi za koje vrijedi a < b<c<dia?+ b +c2+d>=4.

7.
(m? +n)(m+n?) = (m+n)?
< m?n? —3m?n — 3mn® + mn =0
<~ mn(mn—-3m—-3n+1)=0
Dakleilijem =0,n€ Z ilin =0,m € Z ili je
mn—3m—3n+1=0
= mn—-3Im—-3n+9=238
<~ (m—-3)(n—3)=8
Sto lako dobijemo jos rjeSenja (m,n) dasu (-5,2),(-1,1),(1,-1), (2, -5), (4,11),(11,4),(7,5), (5, 7).
8.

9. Ocito je x = 2 jedno rjesSenje ove jednadzbe. Dijeljenjem zadane jednadzbe s 57 dobivamo
3\* 4\”
b = =1
5) +(5)
3\ % 4\ % 3 2 4 2
(5) +(5) = (5) +(5) =
3\° (AT [/3\?  [4\?
(5) +(5) <(5) + () =

Stoga, ne postoji rjeSenje za x # 2.

Za z <2 je

azax>2je

10. Neka je BSO a < b < ¢, tada i imamo % > % > % Sada, ako je a > 4 imamo

1_1+1+1<1+1+1_3
Ta b c 4 4 4 4

Sto je nemogudée, dakle a € {1,2,3} Neka je a = 3. Tada imamo jednadzbu

_|_

1_2
c 3

S =

Ponovno za b > 4 dobivamo da nema rjeSenja pa je b = 3 (jer je a < b < 3 u ovom slucaju) i
zato ¢ = 3. Analogno druge sladjeve rjeSavamo i dobivamo rjeSenja (2, 3,6), (2,4,4), (3,3,3) i sve
permutacije.

Umjereni zadaci

11.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2010-SS-zup-1234-A-rj.pdf
https://math.stackexchange.com/questions/1826335/if-x-and-y-are-non-negative-integers-for-which-xy-72-x2y2-find-the

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Zbog simetrije moZemo pretpostaviti 2 < x < y < z. Ovo povlaéi nejednakost % > %, dakle
z € {2,3,4,5}.

xr = 2 povladi

+ 1 = 1o pri demu je y € {11,12,...,20}. Slijedi da je z = 10 + ;%0 pa
su rjeSenja (2,1

1
Yy
1,110), (2,12, 60), (2, 14, 35), (2, 15, 30), (2, 20, 20).

z = 3 povladi % + 1 =4 pri ¢emu je y € {3,4,5,6, 7} i rjeSenja su (3,4, 60), (3,5,15), (3,6, 10).
z = 4 povladi % + % = % pri ¢emu je y € {4,5} i rjeSenja su (4,4, 10).
x = 5 povladi % + % = % iy =z =5 Sto daje rjesenje (5,5,5).
Neka je (z,y) neko rjesenje. Tada,
V=z(z+8)(z+1)(zx+7) = 2?+8z)(z?+8z+7) =2%+7z

gdje je z = 22 + 8x.
Ako je z > 9 imamo

(z+3)2=22462+9<22+T2=192 <22 +82+16 = (2 +4)%

§to je nemogucde.

Dakle, 22 + 8z = z < 9 §to implicira —9 < z < 1.

Dolazimo do rjesenja:

(-9,-12),(-9,12),(-7,0), (-4, -12),(—4,12),(-1,0),(-8,0),(0,0), (1,12), (1, —12).

Iz AG nejednakosti dobivamo kako je
(zy)" = (® + )™ > (2zy)™ > (zy)™,

dakle, mora vrijediti kako je n > m. Neka je p zajednicki prosti djelitelj od x i y te neka
je p®||z,pP||y. Slijedi kako je p@+A"||(zy)® = (22 + y?)™. Pretpostavimo da je a > b. Zbog
p%||22, p?#||y? tada mora vrijediti p®®)"||z2 + 42 te p?*™||(z? + y?)™. Slijedi kako je 2am =
(a + b)n > 2an iz ¢ega dobivamo kako je m > n pa dolazimo do kontradikcije.

Promatramo jednadzbu modulo 11. Buduéi je (2°)? = 0ili 1 (mod 11) za sve z.Dakle, desna
strana je kongruentna 6,7 ili 8 modulo 11. Ipak, kvadratni ostaci modulo 11 su 0,1, 3,4,5,9, pa
zakljuéujemo kako jednadzba y? = x5 — 4 nema rjesenja.

v =2°+ 322+ 2r = 2(2® + 3z +2) = z(z + 1)(z +2)

Kako je z + 1 relativno prost s x,z + 2 mora biti kvadrat, takoder je onda z(z + 2) kvadrat, tj.
r+1=a%z(xz+2)=0% a,beZ

V=zx(z+2) =2’4+2c=2+224+1-1=(z+1)?-1=a"-1 < a*-0>=1

iz Gega lako dobijemo b = 0 pa stoga i y = 0. Dakle, z(x + 1)(x + 2) = 0 pa su sva rjeSenja
(0,0), (-1,0), (—2,0).

TezZi zadaci

18.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2011-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2021/2021-SS-skolsko-1234-zad+rj/2021-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf

19.

20.

21.

22.

Oéitu su (z,y,p) = (1,1,3) te (z,y,p) = (2,2, 7) rjeSenja. Imamo

O+t t1=a 4+t 43 - -1) =232 +1) - (23 -1)
=@ +z+1)@=*—z+1)

Stoga polaznu jednadzbu moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku
(2 +z+1)(@®—z+1)=p".
Neka je d = ged(2? + z + 1,23 — z + 1). Tada d dijeli
(-1’ +z+1) - (23 —z+1)=2-2

. Nadalje, d dijeli 2> +z — 1 — (z — 2)(z +3) = 7. Dakle, d = 7 za > 1 pa mora biti p = 7.
Slijedi kako za = > 2 imamo 22 + z + 1 = 7% i 23 — z + 1 = 7° za neke prirodne brojeve a > 2 i
b > 2. Ovo znadi da 49 dijeli 22 +x +11i 2% —z + 1, $to je u kontradikciji s d = 7. Dakle, (1,1, 3)
i(2,2,7) su jedina rjesenja.

Primjetimo ako su x, y negativni da jednadZba sigurno ne bude imala rjeSenja. Sluacejeve kada je
z =0ili y € {0,1} lako provjerimo da nema rjesenja. Neka su sada z > 1,y > 2 Promatranjem
modulo 4 i modulo 3 dobivamo da su x,y oba parni. Dakle £ = 2m, y = 2n jednadéba postaje

32m _ 22n =5
(3™ —2")(3™ +2") = 5

Kako su m,n prirodni znamo da je 3™ + 2" > 3™ — 2™ te kako je 3™ + 2" > 0 mora biti i
3™ — 2™ > 0. Dakle dobivamo

3m+2" =5
3m 2" =1

te zbrajanjem i oduzimanjem jednadzbi dobijemo (m,n) = (1,1) pa je jedino rjeSenje (z,y) =
(2,2).

Promatranjem modulo 5 dobivamo 3p* + 72 = 1 (mod 5). Za p = 5 imamo 72> = 1 (mod 5)
dok za p # 5 prema malom Fermatovom teoremu dobivamo 72 = —2 (mod 5) $to je nemogude.
Dakle, ako postoji rjeSenje mora vrijediti p = 5. Nadalje, promatranjem modulo 3 dobivamo

izraz ¢* — 2 = 2 (mod 3). Kada bi ¢, r oba bila razli¢ita od 3 imali bismo 0 = 2 (mod 3).

(a) ¢ =3 te uz p =5 dobivamo r = 19

(b) r =3 Jednadzba postaje
3p* — 5¢* = 62

te vidimo da je lijeva strana dijeljiva s 5 (jer je p = 5), a desna strana nije. Dakle ovaj
sluc¢aj nema rjeSenja.

Jedino rjeSenje je uredena trojka (5,3,19).


https://fermatslasttheorem.blogspot.com/2005/05/fermats-last-theorem-n-4.html

Rjesenja za Cetvrtu grupu

G4: Namik Agié¢ - Uvod u projektivnu geometriju

Rjesenja

Izvori

1. je urbana legenda, 3. je EMC 2023. za juniore, 6. je ISL 2017 G1, 7. je ISL 2004 G8, 8. je 2019 G6.
Ostali su zadaci preuzeti iz predavanja Matije Buci¢a i Domagoja Cevida "projektivna geometrija'
koje se nalazi na natjecanja.math.hr



C4: Andrej Cizmarevié¢ - Olimpijski zadaci

Rjesenja

RjeSenja

Oba zadatka su s natjecanja Romanian Masters in Mathematics. Prvi zadatak iz 2013. godine, a drugi
iz 2020.



A4: Ivan Vojvodié¢ - Nizovi u algebri

RjeSenja

Rjesenja
1.
2.
3. Sluzbeno rjesenje:
3. (Alternativno rjesenje) AoPS:

4. Za ovaj zadatak je sluzbeno rjeSenje popriliéno komplicirano, stoga pogledajte AoPS link (spe-
cificno, post #10 je posebno elegantno rjeSenje koje je hintirano u hintu):

Za, one koje zanima, imate i sluzbeno rjesenje:
5. Sluzbeno rjesenje:
5. (Alternativno rjesenje) AoPS:
6. Sluzbeno rjesenje:

6. (Alternativno rjesenje) AoPS:


https://alexanderrem.weebly.com/uploads/7/2/5/6/72566533/sequences.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h209597p1154285
https://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h145078p821388
https://artofproblemsolving.com/community/c6h597118p3543340
https://www.imo-official.org/problems/IMO2013SL.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h130814p741371
https://www.apmo-official.org/static/solutions/apmo2020_sol.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2140039p15706466
https://alexanderrem.weebly.com/uploads/7/2/5/6/72566533/sequences.pdf

N4: Namik Agi¢ - Vp nacini razmisljanja

RjeSenja

Izvori

Vojtech Jarnik 2013 p4
ISL 2012 N3
ISL 2020 N4
ISL 2018 N4
ISL 2021 N5
ISL 2019 N5

N o 2w bd -

ISL 2014 N7



Ostalo



Natjecanja

O natjecanjima

Kao i svake godine, tijekom Zimske skole sudionici su se imali prilike i natjecati iz matematike. Kao i
inace, jedno poslijepodne odrzala su se natjecanja Reli i ELMO u organizaciji mentora MNM-a.

Reli je veé tradicionalno ekipno natjecanje u kojem timovi od cetiri do pet ucenika raznih uzrasta i
predznanja imaju priliku rjeSavati izmedu Sest i devet zadataka iz svakog od Cetiri glavna podrucja
olimpijske matematike.

Ove godine najbolje rezultate ostvarile su ekipe:

1. Da — s osvojenih 234 boda!
2. Tim 4 — s osvojenih 229 bodova!
3. Cuvari kljueva — s osvojenih 227 bodova!

Svim sudionicima velike Cestitke jer su svi timovi bili jako blizu i svi su uspjeli osvojiti preko 200
bodoval!

ELMO (Ekstremno loSa matematicka olimpijada) je pojedinano natjecanje na kojem natjecatelji rje-
Savaju test od pet olimpijskih zadataka slicnih zadacima na drzavnim natjecanjima. Ove godine prvo
mjesto uvjerljivo je osvojio Fabijan Cika¢ s 40 bodova. Drugu nagradu osvojili su Emanuel Bajamic,
Lara Semes, Petra Grubisi¢, Borna Cizmarevié, David Lang, Kristijan Simovié s 31 ili 30 bodova. Za
treéu nagradu bilo je dovoljno 26 bodova i osvojili su ju Marko Hrenié, Mila Maretié i Jurica Spoljar,
a natjecanju je pristupilo sveukupno 19 sudionika.

Takoder, na poticaj uéenika Kristijana Simoviéa odrzan je i pevi drugi KFMO (Kristijanova funkcijska
matematicka olimpijada)! Kristijan je sam osmislio zadatke, a natjecanju su mogli pristupiti svi koji
su htjeli, Sto je ukljuéilo i neke mentore (koji nisu bili preblizu punim bodovimal!). Najbolje rezultate
ostvarili su Jurica Spoljar s 37 bodova, David Lang s 34, a zatim i Emanuel Bajamié i Patrik Cvetek
sa po 30 bodova. Natjecanju je pristupilo sveukupno 13 sudionika.

U nastavku donosimo zadatke i rjeSenja ovogodisnjih ELMO-a i KFMO-a.



e © o
Miladi nadareni matematicari '"Marin Getaldi¢" mmm

9. Ekstremno loSa matematicka olimpijada
Ogulin, 5. sije¢nja 2024.

1. Niz {a,} zadan je rekurzivno s:

a1 =1 (15.1)
agr = 2ak (15.2)

a
g1 = 2k + 1+ 2ay, + f (15.3)

a) Dokazi da k | ax, za svaki prirodan k
b) Dokazi da za svaki z postoji beskonac¢no prirodnih k takav da je ax = kz

2. 25 lampi postavljeno je u 5x5 kvadratnu tablicu. Dozvoljen potez je odabrati lampu i promijeniti njeno
stanje i stanje svih njenih susjeda, odnosno promijeniti iz upaljene u ugasenu i obratno. Na pocetku
je lampa u gornjem lijevom kutu upaljena, a ostale su ugasene. Moze li se primjenom konacnog broja
poteza posti¢i da je lampa u srediStu kvadrata upaljena, a ostale ugasene? Dvije lampe se smatraju
susjednima ako njihova polja dijele brid.

3. Zadan je trokut ABC u kojem AB < AC'. Neka su M, N, P polovista stranica BC,CA, AB te neka
je w opisana kruznica trokutu MNP. T je drugi presjek AM i w, a £ je tangenta na w u T £ sijeCe
MP u D. Dokazi da su kruznica s promjerom AB, kruznica AT P i BD konkurentni ako i samo ako
je BD 1 BC.

4. Neka je n prirodan broj i P polinom stupnja n kojem nedostaju koeficijenti. Igraci A i B naizmjenice
dopisuju prirodne brojeve kao koeficijente onim monomima koji jo§ nemaju koeficijent uza sebe.
Nakon Sto se uz sve monome napisu koeficijenti, zapisuje se polinom P. Igra¢ A pobjeduje ako
postoji prirodan d > 1 takav da za sve prirodne z, d | P(x), a igra¢ B pobjeduje inace. U ovisnosti
o n, tko ima pobjednicku strategiju?

5. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da a? + b% + ¢ = 6(a + b + c) + 48. DokaZi:

a b c
+ + < 6v4
b+8 Jc+8 Ja+8

Odredi sve slucajeve jednakosti.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



15.2.1. RjeSenja

Zadatak 1. (Namik Agi¢)

Niz {a,} zadan je rekurzivno s:

a1=1

asg, = 2ay,

a
a2k+1=2k+1+2ak+f

a) Dokazi da k | ay, za svaki prirodan k

b) Dokazi da za svaki z postoji beskona¢no prirodnih k takav da je ay = kz

Rjesenje.

Ako definiramo niz {b,} sa b, = %=, nakon sredivanja dobivamo sljedecu rekurziju:

bp=1
bor, = by,
bopy1 =bp +1

Sada je vidljivo da su svi ¢lanovi niza {b,} zaista prirodni $to dokazuje a) dio. Za b) dio, laganom
indukcijom se moze pokazati da je b, zapravo broj jedinica u binarnom zapisu broja n, pa za
n = 2%(2% — 1) zaista vrijedi b, = a. Kako je b proizvoljan, imamo beskona¢no &lanova niza koji su

jednaki a $to dokazuje b) dio.

Zadatak 2. (lvan Vojvodic)

(15.4)
(15.5)

(15.6)

(15.7)
(15.8)
(15.9)

25 lampi postavljeno je u 5 x 5 kvadratnu tablicu. Dozvoljen potez je odabrati lampu i promijeniti njeno
stanje i stanje svih njenih susjeda, odnosno promijeniti iz upaljene u ugasenu i obratno. Na pocetku je
lampa u gornjem lijevom kutu upaljena, a ostale su ugasene. Moze li se primjenom konacnog broja poteza
posti¢i da je lampa u sredistu kvadrata upaljena, a ostale ugasene? Dvije lampe se smatraju susjednima

ako njihova polja dijele brid.

Rjesenje.

Tvrdimo da je nemoguce.

Promotrimo polja oznacena slovom A na slici dolje:

A

A

A

A

A

A

Uocavamo da svaki potez mijenja stanje parnom broju oznacenih polja, odnosno parnost broja upaljenih

lampi na oznacenim poljima je konstantna. Pocetno stanje ima jednu upaljenu lampu na oznadenim

poljima, a zavr$no stanje ima nula upaljenih lampi na oznacenim poljima, stoga je nemoguce dodi u

zavrsno stanje iz pocetnog.



Zadatak 3. (Namik Agic)

Zadan je trokut ABC u kojem AB < AC. Neka su M, N, P polovista stranica BC,CA, AB te neka je w
opisana kruznica trokutu MNP. T je drugi presjek AM i w, a £ je tangenta na w u T. £ sijee MP u D.
Dokazi da su kruznica s promjerom AB, kruznica AT P i BD konkurentni ako i samo ako je BD 1 BC.

Rjesenje.
Dokazat ¢emo sljedeée: Kruznica AT P i kruznica s promjerom AB sijeku ne na okomici iz B na BC, to
implicira pocetni zadatak jer je pravac kroz B i presjek te dvije kruZnice jedinstven.

Neka je X presjek kruznice promjera AB a okomicom iz B na BC. Lagani chase daje
LAXP=/XAB=/MNP=/MTP =180 — LATP, pa je AXTP tetivan i gotovi smo.

Zadatak 4. (Namik Agi¢)

Neka je m prirodan broj i P polinom stupnja n kojem nedostaju koeficijenti. Igraci A i B naizmjenice
dopisuju prirodne brojeve kao koeficijente onim monomima koji joS nemaju koeficijent uza sebe. Nakon
$to se uz sve monome napisu koeficijenti, zapisuje se polinom P. Igraé A pobjeduje ako postoji prirodan
d > 1 takav da za sve prirodne z, d | P(z), a igra¢ B pobjeduje inage. U ovisnosti o n, tko ima
pobjednicku strategiju?

Rjesenje.

Za parne n pobjeduje A, a za neparne pobjeduje B.

Strategija za A ako je m paran je sljedeéa: prvo stavlja ag = 2. Zatim, ostale koeficijente grupira u parove
i ako B igra k na nekom mjestu, A igra k na njegovom paru. Trivijalno A uvijek moze odigrati potez.
Tvrdimo da za ovako dobiveni polinom P mozemo uzeti d = 2. Za bilo koji k, polinom P je linearna
kombinacija izraza oblika k% + kv za neke u, v prirodne brojeve, BSO u < v, te je toj kombinaciji dodan 2
. Svaki taj izraz moze se zapisati kao k*(kV~"" + 1), a to je uvijek parno (slu¢ajevanje s obzirom na k mod
2). Zato 2 dijeli P(k) za svaki k.

Za n neparan, B igra nasumicno sve do svog zadnjeg poteza. Neka su ¢y, ..., ¢, brojevi koji su zapisani do
tad (nebitno na kojoj poziciji). U svom zadnjem potezu B odabire prost p takav da je P — 3 ¢; pozitivan.
Vrijedi da je P(1) = p uvrStavanjem. Dodatno, P(p) ima ostatak ag pri dijeljenju s p a kako je p > ao,
slijedi da taj ostatak nije 0. Medutim, posljedica toga je da su P(1), P(p) relativno prosti pa takav d ne
moZze postojati.



Zadatak 5. (Namik Agi¢ i Ivan Vojvodic)
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da a? + b% + c? = 6(a + b + c) + 48. Dokazi:

a b C 3
+ + <6v4
vb+8 Yc+8 Ja+8

Odredi sve slu¢ajeve jednakosti.

Rjesenje.

Po A-G nejednakosti vrijedi sljedeée

a? 512 a3 -512-2(a + 8)
— 42 8) > 3¢ 15.10
ars Thys 2@t 23 TG (15.10)
b 512 b3 -512-2(b+ 8)
——+ ——+2(b+8) >3} 15.11
b+8 c+8 ( )z \/ (b+8)(c+38) ( )
3 512 3-512-2(c+8)
2 8) > 3¢ 15.12
cr8 Tars T 2et8) (c+8)(a+8) (15.12)
Sredivanjem desne strane i zbrajanjem jednadzbi ( ).( )i ( ) dobivamo
a®+512 b>+512 3 +512 5 a b c
+2(a+b+ +48224\/§~( + + ) 15.13
a+8 b+ 8 c+8 (o ) vb+8 c+8 <Ja+38 ( )
Uocavamo da je “Z"'% =a? —8a + 64 pa ( ) postaje
2,22 2 3 a b c
a®+b*+c*—6a+b+c +240224\/§-( + + ) 15.14
( ) Vb+8 Vc+8 Va+38 (15.14)
Korigtenjem uvjeta a® + b? + ¢ = 6(a + b + c) + 48 kona&no dobivamo
a b c 1 3
+ + < 48 + 240) = 6V/4 15.15
Vb+8 Ve+8 Va+8 24\3/5( ) (15.15)
Sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako vrijedi jednakost u ( ) ( )i ( ).
Tada imamo b5_|1_% =2(a+8) te E’Pg = 2(b +38) odnosno 256 = (a + 8)(b+ 8) = (b+ 8)(c + 8), Sto daje
a = c. Sli¢no dobijemo a =b = ¢, a onda 15 = 5’_}_28 dajea=b=c=8.

Uistinu, (a,b,c) = (8,8,8) zadovoljava i uvjet zadatka te se lako provjeri da zadovoljava i jednakost,
stoga je to jedini slucaj jednakosti.
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Mladi nadareni matematicari
"Marin Getaldi¢"

2. Kristijanova funkcijska matematicka olimpijada
Ogulin, 4. sijecnja 2024.

1. Odredite sve funkcije f: R — R takve da:
f@)fy) ==f(y)+y+1 Vz,yeR
2. Odredite sve funkcije f : R — Z takve da:
f(ab) = f(a)f(b) Va,beR
3. Odredite sve funkcije f: Q — Q takve da:
zf(x) +yf(y) = @+y)flz+y) —2zy Vz,yeQ
4. Odredite sve funkcije f : R — R takve da:

F@f(y) + f(f(z*) = 2y + f(2)f(f(z)) Vz,yeR

5. Odredite sve funkcije f : R — R takve da je skup {a: eER| f(z) = \?’/ﬁ} konacan i neprazan te
vrijedi:
f(fz+y) =f(f(@)+fly) Vz,yeR
Napomena. ¥/17 je iracionalan.

Natjecanje traje 2 sata. Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



15.3.1. RjeSenja
1. Odredite sve funkcije f : R — R takve da:

f@)fly)==zfly) +y+1 Vz,yeR

Rjesenje.
P(0,y);

fOfly)=y+1

Buduéi da desna strana poprima vrijednosti razli¢ite od nule f(0) # 0

_ytl

gdje je f(0) konstanta. Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu vidimo da je f(0) =1 pa f(z) =z +1

2. Odredite sve funkcije f : R — Z takve da:
f(ab) = f(a)f(b) Va,beR

Rjesenje.
P(1,1):
F(1) = £(1)?
1. sluéaj: f(1) =0
P(a,1):
f(a)=0 Va

2. sluéaj: f(1) =1
P(a,1/a)zaa#0:

1= f(a)f(1/a)
Kako je f(a) cijeli broj i dijeli 1

fa) €{1,-1}
f(a)?=1zaa#0
P(a,a):

tj. fla)=1zaa>0

P(0,0) :
£(0) = £(0)?

1. sluéaj: f(0) =1
P(a,0) :

f(a)=1Va eR
Nadalje: f(0) =0
P(a,—1),a>0:

f(=a) = f(-1)

1. slu¢aj: f(-1)=—-1:

Rjesenje f(a) = sign(a)Va € R

2. sluéaj: f(-1) =1

Rjesenje f(a) =1zaa#0i f(0)=0

To su sva 4 rjesenja



3. Odredite sve funkcije f : Q — Q takve da:

zf(z) +yfly) = @+yflz+y) —2zy Vr,yeQ

Rjesenje. Uvedimo supstituciju: g(z) = z(f(z) — z)
Jednadzba postaje
9(x) +9(y) = g9(z +y)

Buduéi da je domena od g(x) skup racionalnih brojeva poznato je da je g(x) = cz
z(f(z) —z) =cz
flx)—x=¢, VY #0

Ako uvrstimo f(z) = x + ¢ za z razli¢it od 0 vidimo da funkcija zadovoljava uvjet pa je kona¢no
rjesenje:
flx)=xz+c1, Vr#0
f0)=c2
Gdje su ¢ i ¢ proizvoljni racionalni brojevi.

4. Odredite sve funkcije f : R — R takve da:

fef®) + f(f(@?) =2y + f(2)f(f(x)) Vz,yeR
Rjesenje.

P(l,y):
fUF@) + F(F(1) =y + F)F(F(D))

Iz ovoga lagano slijedi da je funkcija bjekcija. Buduéi da je surjekcija postoji realan a takav da
fla)=1
P(a,a) :
1+ f(f(a®) = a® + f(1)
P(1,a?)

F(£(@®) + £(F(1)) = a® + F)F(F(1)) = 1+ f(f(a?)) = f(1) + F()F(F(1))

(fQ)-1(f(f(1)-1)=0
Ako f(f(1))=1:

P(1,1):

2=1+ f(1)
paje f(1) =1
P(L,y):

f(fW) =y

Pojednostavljivanjem pocetne jednadzbe dobije se:
f@f(y) +2* = zy + zf(2)
Ako u novu jednadZbu uvrstimo y = 1 dobijemo
f@)+2? =z +zf(zx)

f(@)(1 - 2) =2(1-2)
flz)==



5. Odredite sve funkcije f : R — R takve da je skup {a: eER| f(z) = W} konadan i neprazan te
vrijedi:
f(fz+y) =f(f(@)+fly) Vz,yeR
Napomena: v/17 je iracionalan.
Rjesenje.
P(0,0) :
f0)=0
P(0,y) :
f(F@) = 1)
Pojednostavljivanjem pocetne:
fl+y) = f(2)+ f(y)
Tvrdnja 1.: 0 je jedina nultocka funckije
Dokaz
Pretpostavimo da je k #20i f(k) =0
P(z,k)
flz+k) = f(z)
To znadi da je funkcija periodi¢na s periodom k. Tada bi skup {:c eER| f(z) = W} bio ili prazan
ili beskonacan sto je u kontradikciji s pretpostavkom zadatka.
Tvrdnja 2.: funkcija je injektivna
Dokaz
Neka f(a) = f(b)
P(a—b,b)
f(a) = f(a—b)+ f(b) = f(a—b) + f(a)
fla—b)=0

Iz Tvrdnje 1. slijedi @ — b = 0 odnosno a = b $to smo i htjeli dokazati Znamo da je f(f(z)) = f(x),
a zbog injektivnosti vrijedi f(z) = zVz,€ R



Zavrsne rijeci i zahvale

Organizacija Zimske $kole bila je, kao i svake godine, zahtjevna i nepredvidljiva (doduse, bar nam
je postalo predviljivo da ée biti nepredvidljiva), no uspjeli smo! Iznimno smo zahvalni svima koji su
prepoznali nas rad i nesebi¢no nam pomogli u organizaciji joS jedne Zimske skole.

Posebno Zelimo zahvaliti nasim domacinima, Ucenickom domu Ogulin i Osnovnoj skoli Ivane Brli¢-
Mazuranié, koji su nam u mnogocemu izasli u susret te omoguciti ugodan, poucan i siguran boravak
u Ogulinu. Svakako se nadamo i veselimo vratiti i dogodine!

NasSa najveéa zahvala ide naSem glavnom spoznoru, Jane Streetu. Osim Sto financijski podupiru sve
aktivnosti Udruge, a medu njima i posebno Zimsku skolu, takoder su poslali poklone za sve sudionike.

Street’

Jane Street is a quantitative trading firm with offices worldwide. We hire smart, humble people who
love to solve problems, build systems and test theories. You’ll learn something new every day in our
office — whether it’s connecting with a colleague to share perspectives, or participating in o talk, class,
or game night. Our success is driven by our people and we never stop improving.

Jane Street has a number of opportunities available for students - from multi-day educational programs
to learn how we apply Mathematics and Computer Science in our everyday work, through to our global
internships as well as full-time roles. Take a look at to learn more!

Od srca zahvaljujemo i Ognjenu Stipetic¢u, zaposleniku Jane Streeta, koji je odrzao popularno-znanstveno
predavanje koje je svim sudionicama priblizilo svakodnevni posao trgovanja dionicama i Sto se to tocno
dogada iza zastora u Jane Streetu; te vaznost vjerojatnosti, statistike i ostalih grana matematike u
njegovom poslu. Isto tako mu zahvaljujemo Sto je odrzao i Estimathon - kratko ekipno natjecanje u
procijenjivanju koje je u originalnom formatu osmislio upravo Jane Street.


www.janestreet.com

Posebno Zelimo zahvaliti i Ministarstvu znanosti i obrazovanja na financijskoj potpori za organizaciju
Zimske skole i Hrvatskom matematickom drustvu, nasem glavnom partneru.

MINISTARSTVO ZNANOSTI
I OBRAZOVANJA
REPUBLIKE HRVATSKE

Nadalje, zelimo iskreno zahvaliti i naSim ostalim donatorima i sponzorima: Stype CS, Span, Wiener
osiguranje Vienna Insurance Group te Offertisima. Omogudili ste ne samo da se Zimska skola odrZi,
veé i da bude sufinanciran ili besplatan mnogim nadarenim ucenicima. Hvala vam Sto ste prepoznali
vaznost naSeg rada te svojim donacijama podrzali rad nase Udruge.

© span Ta

Naravno, Skola ne bi bila moguéa bez svih mentora. Zahvaljujemo im §to su svojim trudom svim po-
laznicima Skole pruzili program bogat aktivnostima i prilikama za uéenje, prenijeli im svoje znanje i
entuzijazam te ih, nadamo se, potaknuli na daljnje bavljenje matematikom i nakon sto je Skola zavrsila.

Za kraj, zahvaljujemo svim ucenicima i roditeljima koji su prepoznali koliko je bitno zadrzati Zelju
za ucenjem i razvijanjem znanja u STEM podrucju. Hvala vam Sto ste prepoznali vrijednost znanja i
iskustava stecenih na matematickim kampovima. Ponovni velik odaziv potvrduje da ono $to radimo
zaista Cini razliku.

Veliko vam hvala svima na svemu!



Kontakt

ViSe informacija o nama i naSim projektima moZete pronadi i na nasoj web stranici:

Ukoliko ste zainteresirani za na$ rad ili bilo koji drugi oblik suradnje, slobodno nas kontaktirajte!

Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldié"

e-mail: kontakti i drustvene mreze:

Ukoliko nam zelite pomoéi simboli¢nom donacijom, uplatu mozete izvrsiti na sljedeéi racun u
Privrednoj banci Zagreb:

IBAN HR5023400091110348338

Sve donacije iskoristit ée se iskljucivo za financiranje nasih projekata i rada Udruge.


https://mnm.hr/
https://mnm.hr/kontakt
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