Ljetni kamp
mladih matematicara
2023.

MLADI NADARENI MATEMATICARI

Marin Getaldic

Kastel Stafilié,
9.-16. kolovoza 2023.



Sadrzaj Knjige predavanja

1 Predgovor

2 Uvod
21 0Oudruzi. . . . . ot e e e e e e e e e e e e e e e
2.2 Povijest Kampova . . . . . o o . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
2.3 Lokacija i vrijeme odrzavanja . . . . . . . . . . .. ... e e
2.4 Aktivnostina kampu . . . . . .. ..o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
2.5 Radionica lijepog pisanja rjeSenja . . . . . . . . . . ... Lo Lo e
2.6 Popismentora. . . . . . . . . . . L e e e e e e e
2.7 Ovajkamp-uslikama . . . . ... ... .. . e e

I Predavanja

3 Predavanja za prvu grupu

3.1 C1: Paula Horvat - Dirichletov princip . . . . . . . . .. ... oo,
3.2 Gl: Nika Utrobici¢ - Sukladnost i sliénost . . . . . .. ... ... ... .........
3.3 Al: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije . ... ... ... ... ... ... ... .....
3.4 N1: Ivan Premus - Djeljivosti . . . . . . . .. ... ..

4 Predavanja za drugu grupu

4.1 C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante . . . . ... ... ..........
4.2 G2: Namik Agi¢ - Anglechase. . . . . . ... .. ... . . . e,
4.3 A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje . . . . . . . . . . o v i v i i i i it et et e
4.4 N2: Simeon Stefanovi¢ - Diofantske jednadzbe . . . . . . .. ... ... .. .......

5 Predavanja za trecu grupu

5.1 C3: Vedran Cifrek - Indukeija . . . . . . . . o 0 o 0 v i e e e e e e e e e e
5.2 G3: Patricija Dovijani¢ - Tetivni ¢etverokuti . . . . . . . ... ... ... ... .. ..
5.3 A3: Lucija Reli¢ - KAGH . . . . . . . . . . e e e e e e e e
5.4 N3: Adian A. Santos Sepcié - Kongruencije . . .. ... ... .. ... ... ..

6 Predavanja za ¢etvrtu grupu

6.1 C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja . . . . . . ... .. ... ... ......
6.2 G4: Borna Banjanin - Potencija tocke . . . . ... ... ... ... 0 0 oo,
6.3 Ad4: Adian A. Santos Sepci¢ - CSB . . . . . . . .. ... e
6.4 N4: Hrvoje Rados- MFT iEuler . . .. ... ... ... ... ... .. .. ... ...
7 Predavanja za petu grupu
7.1 C5: Mislav Brneti¢ - Bojanja i poploCavanja . . . . . ... .. ... ... ........
7.2  Gb5: Stella Colo - Upisana i pripisana kruZnica . . . . . v v v v v v v v e e i e
7.3 Ab: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske . . . . . ... ... . .. . . ...

7.4 Nb5: Emanuel Tukaé - CRT . . . . . . o o ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e



8 Predavanja za Sestu grupu
8.1 (C6: Emanuel Tukac - Konstrukcije u kombinatorici . . . . .. .. ... ... ......
8.2 G6: Krunoslav Ivanovi¢ - Spiralna slicnost isl. . . ... ... .. ... ... ......
8.3 AG6: Janko BuSeli¢ - Algebramix . . . . ... ... . . oL e
8.4 NG6: Ivan Vojvodi¢ - TB funkcijske . . . . . . . .. .. . .. et e

9 Predavanja za sedmu grupu
9.1 CT7: Matej Vojvodic¢ - Igre za zaigrane . . . ... . ... ... ...
9.2 GT: Boris Stankovi¢ - Geometrija ne mora biti bauk . .. ... ... ... .......
9.3 AT:Ivan Novak - Algebramix . . . . . . . . . ... ... e
9.4 NT7: Borna Banjanin - Lema o podizanju eksponenata . . . . . .. ... ... .. ....

II Hintovi s predavanja

10 Hintovi za prvu grupu
10.1 C1: Paula Horvat - Dirichletov princip . . . . . . . .. .. ... . o ...
10.2 G1: Nika Utrobici¢ - Sukladnost i sliénost . . . . . . ... ... ... ... ... ...
10.3 A1l: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije . .. .. ... ... ... .. ...,
10.4 N1: Ivan Premus - Djeljivosti . . . . . . . . .. .. . o e

11 Hintovi za drugu grupu
11.1 C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante . . ... ... ... ... ......
11.2 G2: Namik Agi¢ - Anglechase . . . . . . . . . . . . .. .
11.3 A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje . . . . . ... .. .. ... .. ...
11.4 N2: Simeon Stefanovi¢ - Diofantske jednadzbe . . . . . . . ... ... ... .......

12 Hintovi za treéu grupu
12.1 C3: Vedran Cifrek - Indukcija . . . . . .. .. .. o o o e
12.2 G3: Patricija Dovijani¢ - Tetivni ¢etverokuti . . . . . . . . . . .. .. .. ... .. ..

12.3 A3: Lucija Reli¢ - KAGH . . . . . . .. . . . et e
12.4 N3: Adian A. Santos Sepc¢i¢ - Kongruencije . .. ... .. ... ... ... ... ....

13 Hintovi za Cetvrtu grupu
13.1 C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja . . . . . . . ... ... ... .......
13.2 G4: Borna Banjanin - Potencija to¢ke . . . . ... ... ... ... 0.
13.3 A4: Adian A. Santos SepCi¢ - CSB . . . . . . . . ... e e e e e
13.4 N4: Hrvoje Rados - MFTiEuler . . ... ... .. ... ... ...,

14 Hintovi za petu grupu
14.1 Cb: Mislav Brneti¢ - Bojanja i poploCavanja . . . . . . . . . ... .. ... ..
14.2 G5: Stella Colo - Upisana i pripisana Kruznica . . . . v v v v v v v v v v e e oo e v v o
14.3 A5: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske . . . . . . . .. ... .. o ...
14.4 N5: Emanuel Tuka¢ - CRT . . . . . . ... e el

15 Hintovi za Sestu grupu
15.1 C6: Emanuel Tuka¢ - Konstrukcije u kombinatorici . . . . . .. .. ... ... .....
15.2 G6: Krunoslav Ivanovié¢ - Spiralna slicnost isl. . . . ... ... ... ..........
15.3 A6: Janko BusSeli¢ - Algebramix . . . . ... ... ... o e e
15.4 N6: Ivan Vojvodi¢ - TB funkcijske . . . . . . .. . ... ... ...



16 Hintovi za sedmu grupu
16.1 CT7: Matej Vojvodi¢ - Igre za zaigrane . . . . . . . ... . ...
16.2 GT7: Boris Stankovi¢ - Geometrija ne mora biti bauk . . ... ... ... ... .....
16.3 A7: Ivan Novak - Algebramix . . . . . . . . . . . . . i i ittt
16.4 N7: Borna Banjanin - Lema o podizanju eksponenata . . . . . . .. .. ... ... ...

IIT Rjesenja s predavanja

17 Rjesenja za prvu grupu
17.1 C1: Paula Horvat - Dirichletov princip . . . . . . . . . .. ..o ...
17.2 G1: Nika Utrobic¢i¢ - Sukladnost i slicnost . . . . . .. .. ... ... ... ... ....
17.3 Al: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije . . . ... ... .. ... ...,
17.4 N1: Ivan Premus - Djeljivosti . . . . . . . . . . 0 v i it e e e e e e e e e

18 Rjesenja za drugu grupu
18.1 C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante . . . ... ... ... ... .....
18.2 G2: Namik Agi¢- Anglechase. . . . . . . . . . . . . i i e
18.3 A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje . . . .. . ... ... ... ...,
18.4 N2: Simeon Stefanovié¢ - Diofantske jednadzbe . . . . . . .. .. .. ... ... .....

19 Rjesenja za treéu grupu
19.1 C3: Vedran Cifrek - Indukcija . . . . . . . . . ..o o o
19.2 G3: Patricija Dovijanié¢ - Tetivni Cetverokuti . . . . . . . . . . . . ... ... .. ...,
19.3 A3: Lucija Reli¢ - KAGH . . . . . . . .. . ettt ie e et
19.4 N3: Adian A. Santos Sepci¢ - Kongruencije . .. ... .. ... ... ..........

20 Rjesenja za Cetvrtu grupu
20.1 C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja . . . . . . ... .. ... ... ......
20.2 G4: Borna Banjanin - Potencija tocke . . . . ... ... ... .. . 0 0 oo,
20.3 A4: Adian A. Santos SepCi¢ - CSB . . . . . . . . .. .. e e e e
20.4 N4: Hrvoje Rados - MFT i Euler . . .. ... ... ... ... . ...

21 Rjesenja za petu grupu
21.1 Cb5: Mislav Brnetié¢ - Bojanja i poploCavanja . . . . . . . .. ... ... ... ...,
21.2 G5: Stella Colo - Upisana i pripisana kruZnica . . .« . v v v v v v v vt oot e e
21.3 Ab: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske . . . . . .. .. ... .. . ... ...
21.4 Nb5: Emanuel Tukac - CRT . . . . . . . . . . . i ettt e it

22 RjeSenja za Sestu grupu
22.1 C6: Emanuel Tukac - Konstrukcije u kombinatorici . . . . . ... ... ... ......
22.2 G6: Krunoslav Ivanovié - Spiralna sliécnost isl. . . ... ... ... ... ........
22.3 A6: Janko Buseli¢ - Algebramix . . .. ... ... ... o e e
22.4 N6: Ivan Vojvodié - TB funkcijske . . . .. . .. .. .. ... . ...

23 Rjesenja za sedmu grupu
23.1 CT7: Matej Vojvodié - Igre za zaigrane . . . . . . . . .. .. ...
23.2 GT7: Boris Stankovié¢ - Geometrija ne mora biti bauk . . ... ... ... ........
23.3 A7:Ivan Novak - Algebramix . . . . . . . . . . . . 0t i i i e e e e e
23.4 NT7: Borna Banjanin - Lema o podizanju eksponenata . . . . . .. ... ... .. ....



IV Natjecanja na Ljetnom kampu

24 Natjecanja
24.1 O natjecanjima . . . . . v v v v v it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
24.2 ELMO . . . . . e e e e e e e e e
24.2.1 RjeSenja . . . . . ..o L e e e e e e e e e e
24.3 KFEMO . . . .. e e e e e e e e e e e e
24.3.1 RjeSenja . . . . . . ..o e e e e e e e e e e e

V Projekti na Ljetnom kampu

25 Projekti
25.1 O projektima . . . . . . . . L L e e e e e e e e
25.2 Popis projekata na ovom Ljetnom kampu . . . .. ... ... ... ... 0L,
25.2.1 Fleksagoni. . . . . . . . o . o L e e e e e e e
25.22 MMUM ija . o ¢ v v i v i e e e e e e e e e e e e e e e e e
25.2.3 Komba . . . . . . . e e e e e e
25.2.4 Teorija brojeva . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e
25.2.5 Kako zasaditi polje . . . . . . . . .. L Lo
25.2.6 Visedimenzionalna kombinatorna geometrija.. . . . . . .. ... ... ... ...
25.2.7 Geometrija . . . . . . .o L e e e e e e e e e e e
25.2.8 Izlet u vjerojatnost . . . . . . . . L.
25.2.9 Racunska geometrija . . . . . . . . ... Lo e
25.2.10Uvod u matematicku analizu . . . . ... .. .. ... ... 00 0.,

25.2.11 Handout uz projekt "Uvod u matematicku analizu" . . . . . ... ... ... ..

VI Zavrsne rijeci
26 Zahvale

27 Kontakt



1. Predgovor

U ovoj knjizi mogucée je pronaéi sva predavanja koja su se odrzala na Ljetnom kampu mladih mate-
maticara 2023. godine, zajedno s ve¢inom hintova i rjesenja.

Glavni razlog izrade ovih materijala je ¢injenica da je na predavanju moguce pojasniti samo tehnike
rjeSavanja, a za primjenu istih potrebna je i vjezba, $to uCenici uz pomoé ovih materijala mogu sami
raditi.

Dodatno, knjiga sadrzi opis Kampa i projekata koji su se odrzali na njemu kako bismo ¢itatelja ove
knjige zainteresirali da moZda i sam sudjeluje na istome.

S druge strane, ne smije se zaboraviti vaznost povezanosti mladih nadarenih matematicara iz cijele
Hrvatske i Sireg podrucja — Kamp sluZi kao izvrstan nacin za upoznavanje mladih ljudi sli¢nih interesa
i stvaranje novih prijateljstava medu ucenicima koji ¢e jednog dana biti pozitivna promjena u svijetu.
Nadamo se zato nematematickim dijelovima ove knjige prenijeti barem djeli¢ atmosfere s Kampa.

Bilo bismo zahvalni kad biste se za bilo kakve uocene pogreske u knjizi javili na naSu email adresu

mnm@mnm.hr ili kamp@mnm.hr.

Autori,
1. rujna 2023.

U sjeéanje na Martina Filipéiéa (2007. - 2023.)  Sad neki novi klinci dolaze, a sve se teZe prave rijeci nalaze.


mailto:mnm@mnm.hr
mailto:kamp@mnm.hr

Uvod

O udruzi

Veé mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matematicare za natjecanja iz matema-
tike, nudeéi im razne moguénosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u sva podrucja matematike.
Od raznih prilagodbi redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike
pripremanja ucenika za natjecanja poput dodatnih nastava koje su odrzavali studenti i bivsi natjeca-
telji, uglavnom u svojim zavrSenim srednjim skolama.

U takvim vrstama priprema posebno su
prednjacile zagrebacke XV. i V. gimnazija.

Skolske godine 2008./2009. rodila se ideja
ujedinjenja mentora mladih matematicara tih
dviju gimnazija, a i svih ostalih najboljih
matematicara u Hrvatskoj, u jednom velikom
projektu unaprjedenja priprema namijenjenih
mladim matematicarima diljem Lijepe Nase.

Tako je nastala udruga Mladi nadareni
matematicari "Marin Getaldié".

Sastanak na kojem se formirala udruga

Udruga se u pocetku bavila samo organizacijom ljetnih kampova mladih matematicara i tjednih pre-
davanja iz natjecateljskih tema u Zagrebu, no s vremenom se djelovanje udruge prosirila i na druge
aktivnosti poput zimskih skola, gostovanja Udruge u ostalim hrvatskim gradovima, Skolama diljem
Hrvatske u svrhu popularizacije matematike ili natjecateljskih predavanja, sudjelovanje na mnogim
konferencijama, natjecanjima i sajmovima. . .

Danas je Udruga jedan od najvaznijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktivnosti
namijenjenih mladim matematicarima Zeljnim unaprjedenja vlastitih matematickih vjestina, a ¢lanovi
Udruge dolaze iz dvadesetak razlic¢itih srednjih Skola iz svih dijelova Hrvatske, a studiraju na gotovo
desetak fakulteta Sirom svijeta.

Vaznosti i ugledu Udruge svjedoCe razna gostovanja matematicara iz svih krajeva svijeta u ulogama
mentora i predavaca popularno-znanstvenih predavanja, velik broj prijava ucenika na nase kampove,
povjerenje u organiziranje vaznih medunarodnih natjecanja lokalno u Hrvatskoj, ali i samostalna
organizacija godiSnjeg matematickog natjecanja "Europski matematicki kup" ve¢ deset godina u kojem
sudjeluje vise od 25 drzava diljem svijetal



Povijest kampova

Ljetni kamp najveca je i najvaznija aktivnost u organizaciji udruge MNM "Marin Getaldi¢" koja obu-
hvacéa tjedan dana aktivnosti namijenjenih mladim matemati¢arima koji nastoje ostvariti sve svoje
matematicke ambicije i interese. Kampovi se odrzavaju od 2010. godine te vjerujemo da kampovi
svake godine postaju sve bolji. Godine iskustva starijih mentora i dobra organizacija omogudili su
polaznicima kampa sudjelovanje u raznim aktivnostima vezanima uz matematiku, ali i onima koji se
odnose na razonodu.

Nakon nekoliko godina uspjesne organizacija Ljetnih kampova, pocetkom 2014. godine odrZana je prva
Zimska Skola matematike u Domu Crvenog kriZa na Sljemenu. Zimska Skola jako je slina Ljetnom
kampu, no uvijek je manja po svojoj veli¢ini, a na nju dolaze najbolji natjecatelji kako bi se pripremili
za sezonu natjecanja iz matematike koja zapocinje Skolskim natjecanjem pocetkom drugog polugodista.

Kona¢no, 2018. godine osmisljena je Matematicka konferencija za srednjoskolce, kao nenatjecateljska
verzija Ljetnog kampa, u kojoj su projekti zauzeli i jutro i popodne svakog dana trajanja. NazZalost,
organizacija konferencije zamrla je tijekom pandemije, no ponovno je obnovljena ovoga ljeta i jedva
éekamo sljedece izdanje iduce ljeto!

Jedan od ciljeva svih kampova jest i povezivanje mladih matematicara diljem Hrvatske te stvaranje
novih prijateljstava i poznanstava medu mladima koji dijele iste interese. Stoga, uz matematicke, na
kampu se odrzavaju i razne aktivnosti koje omogucéavaju druzenje uz kvalitetno provedeno vrijeme,
poput raznih sportova i drustvenih igara.

Lokacija i vrijeme odrzZavanja

Ovogodisnji, 14. po redu Ljetni kamp odrzan je u Kastel Stafiliéu. Gotovo svi uéenici i mentori bili su
smjesteni u Ucenickom domu srednje Skole "Braca Radi¢" u kojem su odrZane veéernje aktivnosti, a
predavanja i projekti su se odrzavali u Srednjoj skoli "Braca Radié¢" smjestenoj pored doma.

Ucenicki dom Srednje skole Srednja skola "Braca Radi¢" u
"Bra¢a Radi¢" ! Kastel Stafiliéu 2

Hzvor fotografije:
Tzvor fotografije:


http://ss-bracaradic-kastelstafilicnehaj.skole.hr/Skola/ucenickidom
https://crljenak.com/novosti/aktualnosti/55392-u-skoli-braca-radic-ove-godine-152-mjesta-za-neki-od-12-obrazovnih-programa

Aktivnosti na kampu

Kao i inace, glavne su aktivnosti na kampu bile jutarnja predavanja u trajanju od 4 sata te popodnevni
projekti. Svako jutro, nakon dorucka, ucenici su slusali detaljno predavanje koje obraduje odredenu
temu natjecateljske matematike. Ucenici su na ovome kampu bili podijeljeni u sedam grupa ovisno
o uzrastu i predznanju, te u "MEMO grupu" koja se pripremala za predstojece natjecanje. Osnovna
ideja predavanja je da mentor prenese ideju nekog teorema ili nacina rjeSavanja zadataka ucenicima.
Tome uvelike pomaze ¢injenica da su mentori uglavnom bivsi natjecatelji s iskustvom rjesavanja na-
tjecateljskih zadataka pa se i sami prisjecaju zadataka koje su rjesavali i predavanja kojih su slusali.
Uz zadatke, za predavanja su pripremljeni i hintovi koji su tu da ucenike koji su proveli duze vrijeme
na zadatku pomognu usmjeriti na pravi smjer, ali i izvori zadataka kako bi ucenici i nakon predavanja
mogli provjeriti svoje rjesenje.

Nakon predavanja, ucenici su se uz rucak imali priliku odmoriti i zabaviti prije projekata. Projekti
su, s druge strane, detaljnije analizirali odredene teme vezane uz natjecateljsku, primijenjenu ili pak
fakultetsku matematiku. Svaki je polaznik kampa na pocetku kampa odabrao jedan od ponudenih
raznovrsnih projekata te na njemu radio tijekom cetiri popodneva do kraja kampa, uceéi tako neke
zanimljive i detaljnije informacije o odabranoj temi.

Svaki dan su se dan nakon vecCere odvijale raznovrsne aktivnosti, kao Sto su Q&A, Pub kviz i Esti-
mathon, natjecanje u procjenjivanju. Nakon organiziranih zajednickih aktivnosti svi su sudionici imali
slobodno vrijeme tijekom kojeg su se mogli druZiti i bolje upoznati igrajuéi razne drustvene igre kao
Sto su mafija, Blotto, bela, Resistance, Exploding kittens, kockice ...

Jutarnja predavanja jedan smo dan zamijenili Radionicom lijepog pisanja rjesenja, a drugi dan slo-
bodnim jutrom. Zato su se to popodne, umjesto projekata, ucenici mogli okusati u ve¢ tradicionalnom
ekipnom natjecanju Reli, dok su ozbiljniji natjecatelji sudjelovali na jo$ jednom izdanju ELMO-a.

Radionica lijepog pisanja rjesenja

Ove smo godine organizirali Radionicu lijepog pisanja rjesenja, u sklopu koje smo ucenike podijelili
u tri veée grupe. Prva grupa (koju je ¢inila i uobiajena prva grupa) sluSala je predavanje na temu
"Logika i Sto je to dokaz?" kako bi se ucenici upoznali s osnovama logike i kako sve mogu dokazati
zadanu tvrdnju, a imali su priliku nauditi i $to nisu dobri dokazi. Druga grupa (koju su €inili uéenici
u uobicajenim grupama od druge do pete) sluSala je predavanje na kojem su im prezentirane Ceste
greske, kako izgledaju marking sheme na domaéim natjecanjima i zasto je takav raspored bodova,
a dali smo im priliku da i sami budu ispravlja¢i nekih upitnih rjeSenja. Za posljednju grupu (koju
su Cinili uéenici Seste, sedme i MEMO grupe) prezentirala su se razna rjeSenja s IMO-a, objasnjeno
je zasto je nesto vise ili manje komentirano u njima, te kako konkretno izgledaju marking sheme na
medunarodnim natjecanjima.

Popis mentora

Namik Agié¢ Krunoslav Ivanovi¢ Boris Stankovi¢
Borna Banjanin Ivan Novak Simeon Stefanovi¢
Mislav Brnetié Petar Orli¢ Andrija Tomorad

Janko Buselié¢ Mislav Plavac Emanuel Tukac
Vedran Cifrek Ivan Premus Nika Utrobicié
Stella Colo Hrvoje Rados Katja Varjacic
Patricija Dovijanié Lucija Reli¢ Ivan Vojvodié

Paula Horvat Adian Anibal Santos Sepcié¢ Matej Vojvodié



2.7. Ovaj kamp - u slikama

Igre upoznavanja

Jedan od zadataka na igrama upoznavanja bio je i skupiti Sto vise selfija s mentorimal

Super smo se zabavili i na popularno-znanstvenom predavanju!



Zatvaranje kampa ® Pobjednici blottoa

Pobjednicki tim relija Nagradeni na ELMO-u

Fleksagoni MMUM i ja

Na zatvaranju su ucenici imali priliku prezentirati nau¢eno svim ostalim sudionicima!
Ako vas zanima $to se radilo na kojem projektu, svakako pogledajte Projekte 25 (kasnije u knjizi).



Predavanja



Predavanja za prvu grupu

C1: Paula Horvat - Dirichletov princip

Predavanje

Uvod

Dirichletov princip jedan je od najjednostavnijih kombinatornih principa, a pokazat ée se kao vrlo
koristan alat prilikom rjesavanja zadataka raznih tezina. Bitno je dobro savladati kako primijeniti
Dirichletov princip prilikom rjesavanja zadataka jer éete se Cesto susretati s njim u nadolazeéoj natje-
cateljskoj karijeri.

Osnovna formulacija glasi:

Teorem 3.1.1: Dirichletov princip

Ako n + 1 kuglicu rasporedimo u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u kojoj se nalaze barem
dvije kuglice.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Dakle, ne postoji kutija u kojoj se nalazi vise od jedna kuglica. S
obzirom da imamo n kutija, nemoguce je smjestiti viSe od n kuglica u te kutije. NasSa je pretpostavka
kriva pa vrijedi osnovna formulacija Dirichletovog principa. O

Napomena 3.1.2

Dirichletov princip ocito vrijedi i ako imamo viSe od n+1 kuglica. MozZe u viSe kutija biti po dvije
kuglice, moze u proizvoljno mnogo kutija biti po tri i vise kuglica ili neka kombinacija toga, takoder
moze postojati i prazna kutija. Navedene situacije samo su moguénosti, ali ono Sto je sigurno je
da postoji barem jedna kutija s barem dvije kuglice.

U veéini ée zadataka neki drugi pojmovi zamijeniti "kuglice" i "kutije". Izazov ¢e biti odrediti Sto
predstavlja sto. Uglavnom ée biti ocito sto su "kuglice", no da bismo otkrili "kutije" cesto ¢emo trebati
razmisljati izvan jedne ;).

Primjer 1. DokaZite da u skupini od 5 ljudi postoje barem dvije osobe koje su rodene u isto godisSnje
doba.

Rjesenje 1. Uoc¢imo da u ovom primjeru "kuglice" predstavljaju ljudi, a "kutije' godi$nja doba. Tvrdnja
sada direktno slijedi iz Dirichletovog teorema.
O



Korisnija formulacija glasi:

Teorem 3.1.3: Dirichletov princip

Ako nk + 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u kojoj se nalazi barem
k + 1 kuglica.

Primjer 2. U razredu je 25 uéenika. Postoje li 3 ucenika koja su rodena u istom mjesecu?

Rjesenje 2. Uoc¢imo da u ovom primjeru "kuglice" predstavljaju ucenici, a "kutije" mjeseci u godini,
te da je n = 12 i k = 2. Dakle, po Dirichletovom principu postoji skup od tri ucenika koji su rodeni u
istom mjesecu u godini. O

Promotrimo sada problem gdje primjena Dirichletovog principa nije ocita, no korisno ga je zapamtiti.
Naime, Dirichletov princip primjenjiv je i u zadacima gdje promatramo razli¢ite geometrijske likove,
duzine, tocke...

Primjer 3. Dokazite da je nemogude izabrati 5 tocaka unutar jednakostrani¢nog trokuta duljine stra-
nice 2 tako da je udaljenost svakog para tocaka veca od 1.

Rjesenje 3. Podijelimo trokut na 4 manja jednakostrani¢na trokuta duljine stranice 1. Po Dirichle-
tovom pristupu postoji jedan trokut koji sadrzi dvije od odabranih todaka (ili unutar sebe ili na
stranicama). Te dvije tocke su sigurno udaljenje za najvise 1. O

Laksi zadaci

1. DokaZite drugu formulaciju Dirichletovog principa.

2. Ivan je neuredan matematicar, ima 3 para plavih, 2 para crnih i 6 parova zutih ¢arapa, ali sve su
Carape nesparene i razbacane po ormaru. Rano jutro, pola Sest, Ivan u mraku izvlaéi ¢arape iz
ormara. Koliko ¢arapa najmanje mora izvuéi da bude siguran da ima barem jedan par iste boje?

3. U ucionici ima 15 racunala, a u razredu ima 33 ucenika. DokaZite da postoji racunalo za kojim
ée sjediti barem troje ucenika.

4. Dirichletovim principom pokazite da je nemoguce smjestiti 9 topova na Sahovsku plocu tako da
se medusobno ne napadaju.

5. Franjo izabire 7 razli¢itih brojeva iz skupa {1, 2, ..., 11}. Dokazi da je izabrao 2 broja koja zbrojena
daju broj 12.

6. Ana je na plo¢u napisala 15 prirodnih brojeva. Dokazite da se medu njima mogu odabrati dva
¢ija je razlika djeljiva s 14.
Umjereni zadaci
7. U kosSari se nalaze jabuke, narance i banane. Maja ne vidi koSaru, ali Zeli biti sigurna da je u
njoj ili barem 8 jabuka ili barem 6 banana ili barem 9 naran¢i. Odredi minimalan broj voéa u

kosari takav da u njoj sigurno bude ili barem 8 jabuka ili barem 6 banana ili barem 9 naranci.

8. PokaZi da u grupi od 20 ljudi postoji barem dvoje ljudi koji imaju isti broj prijatelja. Prijateljstva
su uzajamna.

9. Skola ima 1000 uéenika i 30 razreda. Neka je m broj u¢enika u razredu s najvise uéenika. Odredite
najmanji mogudéi m.



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

U svako polje 5 x 5 tablice upisujemo jedan od brojeva —1,0, 1 te zbrajamo brojeve po stupcima,
retcima i dijagonalama. DokazZite da ¢e medu tim zbrojevima dva biti jednaka.

Unutar kvadrata duljine stranice 3 Leonardo je nacrtao deset obojanih tocaka. Dokazite da
postoje 2 od tih 10 to¢aka takve da je udaljenost medu njima manja ili jednaka /2.

Gabriel i Mate igraju igru. Gabriel je na plocu napisao 5 cijelih brojeva ai,as, as, a4, as kojih
je netom prije nasumicno izgenerirao pomocu racunala te je otiSao iz ucionice. Zatim je doSao
Mate, obrisao ih i napisao ponovo u drugacijem poretku. Sada na ploci pisu Gabrielovi brojevi,
ali u nekom drugom redoslijedu b1, bo, b3, b4, bs. Ne znajuéi koji su brojevi by, be, b3, by, bs, Gabriel
mora pogoditi koje je parnosti broj (a1 — b1)(az2 — b2)(as — b3)(as — bs)(as — bs). Moze li Gabriel
sa, sigurnosS¢u pobijediti igru?

Odabrano je 25 toc¢aka u ravnini tako da za bilo koje 3 vijedi da su 2 od te 3 udaljene manje od
1. Dokazite da postoji kruznica radijusa 1 koja sadrzi barem 13 od tih 25 tocaka.

Dano je 27 tocaka, rasporedenih u 9 stupaca i 3 retka. Svaka tocka je obojana crveno ili plavo.
Dokazi da postoji pravokutnik kojem su svi vrhovi iste boje.

Ovog ljeta u Kastel Stafiliéu odrzao se Sahovski turnir u kojem je sudjelovalo 10 Sahista. Turnir
se igrao tako da je svaki sudionik igrao sa svakim. Pobjeda je donosila 1 bod, gubitak -1, a
remi 0 bodova. Ako je poznato da je viSe od 70% igri bilo remi, dokaZite da postoje barem dva
sudionika koji su zavrsili s istim brojem bodova.

Zoe je vrlo ekoloski osvijestena te je odlucila svaki dan posaditi barem jedno drvo. Tijekom 365
dana posadila je ¢k 700 sadnica drva. Dokazite da postoji niz od nekoliko uzastopnih dana u
kojima je Zoe ukupno posadila 29 drva.

Tezi zadaci

17.

18.

Neka je 101 pozitivnih brojeva ¢ija je suma jednaka 300 poredano u krug. Dokazite da mozete
izabrati niz brojeva Cija je suma jednaka 200.

(IMO, 1972/1). Neka je X C 1,2,...,99 te | X| = 10. Dokazite da postoje 2 disjunktna prava
podskupa Y, Z od X takva da vrijedi }- cy y =3 ,cz 2



G1: Nika Utrobicdié¢é - Sukladnost i slicnost

Predavanje

Uvod

U mnogim geometrijskim zadatcima korisno je prisjetiti se poucaka o sli¢nosti i sukladnosti.

Teorem 3.2.1: Poucci o sukladnosti
e SSS poucak Ako su trokutima sve 3 stranice jednake duljine, oni su sukladni.

e SKS poucdak Ako su trokutima 2 para stranica jednaka i kutevi izmedu njih isti, oni su
sukladni.

e SSK> poucak Ako su trokutima 2 para stranica jednaka i kutevi nasuprot ve¢ima , oni su
sukladni.

o KK poucak Ako su trokutima 2 kuta i jedna stranica ista, oni su sukladni.

Teorem 3.2.2: Poucci o slicnosti
e SSS poucak Ako su trokutima sve 3 stranice proporcionalne, oni su sli¢ni.

e SKS poucak Ako su trokutima 2 para stranica proporcionalna i kutevi izmedu njih isti, oni
su sli¢ni.

e« SSK> poudak Ako su trokutima 2 para stranica proporcionalna i kutevi nasuprot veéima ,
oni su sli¢ni.

e« KK poucak Ako su trokutima 2 kuta ista, oni su sli¢ni.

Oni nam pomazu i pri dokazivanju mnogih korisnih ¢injenica koje éemo za vjezbu dokazati na ovom
predavanju.

Teorem 3.2.3: Poucak o obodnom i sredisnjem kutu
Sredi$nji kut nad tetivom kruznice dvostruko je veéi od obodnog kuta nad tom istom tetivom.
Napomena: Neka je k kruznica sa srediStem u S te A, B i C medusobno razli¢ite tocke na toj kruznici.

Tada kut ZACB nazivamo obodnim kutom nad tetivom AB u tocki C, a kut ZASB sredi$njim
kutom nad tetivom AB.

Teorem 3.2.4: Poucak o tetivi i tangenti

Neka su A i B toc¢ke na kruZnici k i neka je ¢ tangenta na kruZnicu u tocki A. Dokazite da je kut
izmedu tangente t i tetive AB jednak obodnom kutu nad tom tetivom.

Definicija 3.2.5

Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojemu se moZe opisati kruZnica.



Lema 3.2.6: Tetivni cetverokuti

Karakterizacije (tetivni cetverokuti imaju ova svojstva, ali vrijedi i obrat, detverokut za koji vrijedi
neko od navedenih svojstava je tetivan):

e zbroj nasuprotnih kuteva je 180°

o simetrale stranica Cetverokuta sijeku se u jednoj tocki (ta tocka je onda srediSte opisane
kruZznice)

o U éetverokutu ABCD vrijedi neka od ovih jednakosti kuteva (a ako vrijedi neka, vrijedi i
svaka):

|/ABD| = |Z/ACD|
|/ADB| = |/ACB|
|/BAC| = |/BDC|
|/CAD| = |/CBD|

Teorem 3.2.7: Poucak o simetrali kuta

Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica.

Lema 3.2.8: Lema o trozupcu

Neka je ABC trokut. Neka je I srediSte trokutu upisane kruznice. Neka je D sjeciSte BI (simetrala
kuta ZABC) i opisane kruznice trokuta ABC'. Lema o trozupcu kaZe da je

DA=DC=DI=DE

gdje je E srediste trokutu pripisane kruznice koja dira AB, BC i AC.

Lema 3.2.9: Preslike ortocentra
1. Preslika ortocentra trokuta preko stranice lezi na njegovoj opisanoj kruznici.

2. Preslika ortocentra trokuta preko polovisSta stranice lezi na njegovoj opisanoj kruznici.

Teorem 3.2.10: Eulerov pravac

Ortocentar, srediste opisane kruznice i teziSte trokuta leze na istom pravcu kojeg zovemo Eulerov
pravac. Vrijedi |[HT|: |TO|=2:1

Teorem 3.2.11: Feuerbachova kruznica

Polovista stranica trokuta, polovista duzina koje spajaju ortocentar s vrhovima trokuta i noZista
visina nalaze se na jednoj kruznici koju nazivamo kruznica 9 tocaka ili Feuerbachova kruznica.
SrediSte te kruznice lezi na Eulerovom pravcu i poloviste je |OH]|.



Zadaci

o N O

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Dokazite Poucak o obodnom i srediSnjem kutu!
. DokaZite da se simetrala stranice i simetrala pripadnog kuta sijeku na opisanoj kruZnici trokuta.

. Dokazite da je povrSina trokuta jednaka umnosku radijusa upisane kruznice i njegovog poluop-

sega.

. Dokazite Poucak o tetivi i tangenti.

. Dokazite Lemu o trozupcu.

. DokaZite Lemu o preslikama, ortocentra.
. Dokazite Poucak o simetrali kuta.

. Neka je H ortocentar, O srediste opisane kruznice trokuta ABC, M poloviste stranice BC. Neka

je P sjeciste pravaca HM i AO. Vrijedi da P leZi na opisanoj kruZnici trokuta - dokazite!

. Dokazite da postoji Eulerov pravac i da omjer iz teorema vrijedi.

Dokazite Teorem o Feuerbachovoj kruznici.

Neka je duzina AD promjer kruznice, a B i C tocke na kruZnici takve da se duzine AC i BD
sijeku unutar kruznice pod kutom od 60°. Ako je tocka S srediste kruznice, dokazi da je trokut
ABCS jednakostranican.

U jednakokrac¢nom trokutu AABC visina na osnovicu AB i visina na krak BC sijeku se u tocki
E tako da je |CE| = |AB|. Odredi kutove trokuta AABC.

U jednakokra¢nom trokutu AABC simetrala kraka AC i simetrala kuta BAC' sijeku se u tocki
D koja pripada kraku BC. Odredi veli¢inu kuta C'DA.

Zadan je jednakokra¢ni trokut AABC. Nad krakom AC nacrtan je kvadrat ACDE, a nad
krakom BC jednakostrani¢ni trokut ABFC. Dijagonale kvadrata EC i AD sijeku se u tocki S,
a pravac AF sijece krak BC' u toc¢ki G. Pravac SG sijeCe krak AC' u tocki H. Ako je /DAF=85°,
kolika je veli¢ina kuta ZAHS?

Zadan je tupokutni trokut AABC' s tupim kutom u vrhu B. Simetrala vanjskog kuta pri vrhu
C sijecCe pravac AB u tocki D, a simetrala vanjskog kuta pri vrhu A sijece pravac BC u tocki
E. Odredi veli¢ine kutova trokuta ABC ako vrijedi |AE| = |AC| = |CD|.

U tupokutnom trokutu AABC s tupim kutom u vrhu A, kut v u vrhu C je dvostruko veéi od
kuta (8. Pravac p, koji prolazi vrhom A i okomit je na pravac AB, sijeCe pravac BC' u tocki D.
Pravac s, koji je usporedan s pravcem p, prolazi poloviStem P stranice AB i sijece pravac BC u
tocki E. DokaZi da su duzine BE, ED i AC jednakih duljina.

Zadan je jednakostrani¢ni trokut AABC'. Na produZetku stranice AB preko vrha B odabrana je
tocka D, a na produzetku stranice C B preko vrha B odabrana je tocka E tako da je |CD| = |DE|.
Dokazi da je |AD| = |BE|.

U trokutu AABC, gdje je kut /BAC dvostruko veéi od kuta /ABC, simetrala kuta /BAC
sijeCe stranicu BC u tocki D, tako da je |BD| = 5¢m i |DC| = 4em. Izracunaj opseg tog trokuta.

Zadana je kruZnica k i njene tetive AB, BE, EC, BD. Ako je AB || EC i BE simetrala kuta
ZABD, dokazi da je |EC| = |BD|.

Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC, te neka je N noziSte visine iz
vrha A. Dokazite da je /BAN = Z/CAO.



21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

Tocke A, B, C, D i E leZe tim redom na kruznici &ji je promjer AE. Odredite ZABC + ZCDE.

Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je |BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijede stranicu
BC u to&ki P, a pravac AC u tocki Q. Totka R je noziste okomice iz tocke P na stranicu AC, a

tocka S je noziSte okomice iz tocke () na pravac BC. DokaZite da pravac RS raspolavlja duzinu.
AB.

Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak dvostrukoj duljini trece stra-
nice, dokazi da je pravac kroz srediste upisane kruznice i teziSte trokuta paralelan sa stranicom
koja je srednja po duljini.

Dokazite da ako je H ortocentar, a O centar opisane kruZnice trokuta ABC tada je

/ZBAC =60° & AH = AO.

Dan je siljastokutni trokut ABC. Tangente u tockama A i B na kruZnicu opisanu tom trokutu
sijeku se u tocki M. Paralela sa stranicom BC kroz tocku M sijece stranicu AC' u tocki N.
Dokazi da je |[BN| = |CN]|.

Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u to¢kama M i N. Neka je P sjeciste
pravca M N i simetrale kuta ZABC'. Dokazi da je BP L CP.

Dan je trokut ABC. KruZnica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te produZetke stranica
AB i AC preko todaka B i C redom u tockama L i M. KruZnica s promjerom BC sijete duZinu
LM u tockama P i @ tako da tocka P lezi izmedu L i Q). Dokazi da se pravci BP i C'Q sijeku
u sredistu kruznice k.



A1l: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije

Predavanje

Uvod

Faktorizirati neki broj znaci zapisati ga u obliku umnoska, npr. 6 = 2-3. Susreli ste se i s npr. rastavom
na proste faktore koji je ¢esto najkorisnija faktorizacija nekog broja.

Danas se ne bavimo faktoriziranjem brojeva, veé algebarskih izraza. To na povrsini samo znaci da ée
se pojaviti neka slova koja Cete tretirati kao brojeve. U algebarskim izrazima nailazimo na potencije
koje ¢emo objasniti na ploci za one koje se nisu susreli s njima. Evo par primjera algebarskih izraza,
a sigurna sam da ih znate zbrajati, oduzimati i mnoziti:

3a T4y 90a + 80b+4c+d 10k + 101 vz+1
20z% + 4z + 1 b 892° + 98y* (a+b)2+1

Neke algebarske izraze jako je jednostavno zapisati u obliku umnoska, primjerice: 3a + 3 moZemo
faktorizirati tako da zajednicki faktor 3 izlu¢imo iz svakog od pribrojnika i dobijemo 3(a + 3). Jako
je bitno da izraz faktoriziramo "do kraja", tj. da se ne moze faktorizirati dalje (sli¢no kao kada broj
rastavljamo na proste faktore).

Sto mislite, koji se od sljedeéih algebarskih izraza mogu faktorizirati, a koji ne mogu?
204+6 2c+3 22—-1 22-3y a—1  a®b'? - 2742

t2 +4 5+ 7 3z —9 15z — z? 9z — 81y abc — 3a%b%c?
4 — > T+ 1y a’ — b A+ d? 2a + 2b+ 2c

Zagrijavanje

U ovom odjeljku naucit ¢emo sve alate potrebne za rjeSavanje zadataka. Ako ste veé¢ upoznati s gra-
divom iz zagrijavanja, slobodno odmah krenite na zadatke :)

Primjer 1. Faktorizirajmo sljedeéih nekoliko algebarskih izraza:

a) 3+ 6z b) 4a — 16 c) 17x + 17 d) 12a + 3b
e) 12a + 3a? f) 15y% + 5y g) 323 + 322

Rjefenje 1. (a) 3+6z=3-1+3-2z = 3(1 + 2z)
(b) da—16=4-a—4-4=14(a —4)
(€) 1Tz +17=17-2+17-1=17(z + 1)

(e) 12a+3a2=3-4a+3-a>=3(4a+a?)=3(a-4+a-a) =3(a(4d+a)) = 3a(4 +a)
(f) 1592 +5y =5y -3y + 5y -1 =5y(3y +5)

)
)
(d) 12a+3b=3-4a+3-b=3(4a+1b)
)
)
(g) 323 + 322 =32% -2+ 322 -1 =322(z + 1)



Primjer 2. I jos nekoliko...
a) z2y? + zy? b) a?b? + a3b? c) 12a +18b — 24c
d) 7abc + 14ab e) 3az + 3bz f) 22a3b%c®—33a%b?c*+44a3bct

RjeSenje 2. (a) z%y® + zy® = z(zy® +9°) = 2(*(z + y)) = zy*(z + v)
(b) a?b® + a3b® = a®b%(b+ a)
(c) 12a + 18b — 24c = 6(2a + 3b — 4c)

)

)

(d) Tabc+ 14ab = 7(abc + 2ab) = 7(ab(c + 2)) = Tab(c + 2)

(e) 3az + 3bz = 3z(a + b)
)

(f) 22a3b%c® — 33a2b?c* + 44a3bc* = 11a%bc®(2a — 3be + 4ac)

O
Primjer 3. I zagrade su faktori:
a) (4z +y)(7z + w) + 3(4z + y) b) (2a —1)(2a + 2) + (2a — 1)(4a + 3)
c) (3a+6)(4b+7)+ (a+3)(b+5) d) (a+b—-1)(Ta+3)—(a+b—1)(3a+4)
Rjesenje 3. (a) 4z +y)(Tz+w) +3(4z+y) = 4z +y)(Tz+w+3)
(b) (2a —1)(2a+2) + (2a —1)(4a +3) = (2a — 1)((2a + 2) + (4a + 3)) = (2a — 1)(6a + 5)
(c) (3a+6)(4b+T7)+(a+3)(b+5) =3(a+3)(4b+7)+ (a+3)(b+5) = (a+3)(3(4b+7)+(b+5)) =
(a+3)(12b+ 21 + b+ 5) = (a + 3)(13b + 26) = 2(a + 3)(b+ 13)
(d) (a+b—1)(7a+3)—(a+b—1)(3a+4) = (a+b—1)((7a+3)—(3a+4)) = (a+b—1)(7Ta+3—-3a—4) =
(a+b—-1)(4a—1)
O
Primjer 4. Korak po korak...
a) 8az + 12bz + 2a + 3b b) km + kn +1Im +in
c) 3ax — 6ay — 4bx + 8by d) 3by + 6z + b2y + 2bz
Rjesenje 4. (a) 8ax + 12bx + 2a + 3b = 4z(2a + 3b) + (2a + 3b) = (4= + 1)(2a + 3b)
(b) km+kn+Im+in=k(m+n)+Il(m+n) = (k+1)(m+n)
(c) 3ax — 6ay — 4bx + 8by = 3a(r — 2y) — 4b(z — 2y) = (z — 2y)(3a — 4b)
(d) 3by + 62 + b%y + 2bz = by(3 + b) +22(3 + b) = (by +22)(3 + b)
O

Razlika kvadrata

Pri faktorizaciji izraza Cesto je korisno napamet znati nekoliko formula koje éemo proéi na danasnjem
predavanju. Prva od njih je formula o razlici kvadrata:

Teorem 3.3.1: Razlika kvadrata

a®> —b® = (a—b)(a+Db)

Provjerite da ova formula zaista vrijedi!



Primjer 5. Faktorizirajte:

a) 4a®> -9 b) 2522 — 81 c) 121 — 162
d) z%y%? - 16 e) 0.01a* — 0.256° f) 100k — 712
g) (a®+1)2—(b+3)? h) 4020 — b? —a? + 1 i) 22 —zy—y—1

Rjesenje 5. (a) 4a%? — 9= (2a)2 —32=(2a-3)(2a+3)
(b) 2522 — 81 = (5z)? — 9% = (5z — 9)(5z + 9)
(c) 121 —16b* = 112 — (4b)2 = (11 — 4b)(11 + 4b)
(d) 2%y — 16 = (zy)* — 4* = (zy — 4)(ay +4)
(e) 0.01a* — 0.256% = (0.1a%)? — (0.5b)2 = (0.1a2 — 0.5b)(0.1a® + 0.5b)
(f) 100k0 — 112 = (10k5)% — (15)% = (10k° — 1)(10k° + 19)
) (@+1)2—(b+32=(a+1)— B+3)((a+1)+ (b+3)) = (a—b+2)(a+b+4)
(h) 4?0 —b? —a? +1 = 4b%(a®> — 1) —a®? +1 = 4b*(a®> — 1) — (a®2 — 1) = (a® — 1)(4b> - 1) =
(a — 1)(a+ 1)(2b—1)(2b + 1)

() 22—zy—y—-1l=y(-z -1 +22-1=—ylz+)+@-D+1)=(z+1)(z-1—1y)
0

Zasto nemamo poglavlje o zbroju kvadrata? Nazalost, zbroj kvadrata ne moze se faktorizirati :( kao
utjehu nudim formule za razliku potencija te za zbroj neparnih potencija koje vam mozda posluze
nekad kasnije u zZivotu, kao podskup mozda vam posluze veé¢ i danas, a nalaze se u popisu formula.

Prica o kvadratnom trinomu

Cesto trebamo faktorizirati izraze oblika

42’ + 26 +6  Tzx+1+22% 22—z -1 5a?—-3a+4 122 — 17+ 4y

tj. izraze koji imaju tzv. kvadratni célan, linearni clan te slobodni koeficijent.
Zapisimo ih u zajedni¢kom obliku
ax® 4+ bx + ¢

gdje su a, b, ¢ neki realni brojevi koji redom stoje uz drugu potenciju, prvu potenciju i "nultu poten-
ciju'. Takve izraze nazivamo kvadratnim trinomima - kvadratni jer je to najvisa potencija koja se
pojavljuje u izrazu, a trinom jer postoje tri pribrojnika.

Glavni razlog zasto ih faktoriziramo obi¢no je da pronademo rjeSenja kvadratne jednadzbe ax? + bx +
¢ = 0 - jednom kad ju zapiSemo u obliku (mx — n)(kz —I) = 0, znamo da su jedine moguénosti
mx —n = 0ili kx — [ = 0, $to su dvije linearne jednadzbe po x koje znamo rijesiti.

Postoji puno nacina kako faktorizirati kvadratni trinom, a mi ¢emo proéi one najcéesce.

1. nacdin: Rastaviti linearni ¢lan (Metoda srednjeg ¢lana)

Proucite kako ¢u faktorizirati sljedeéih nekoliko izraza rastavljanjem linearnog ¢lana na pogodne pri-
brojnike:
’4r—6=22-22+3z—-6=2(x—2)+3(x—-2)=(z—3)(z—2)
622 + 11z 4+4 =622 4+3c+8x+4=322z +1)+ 42z +1) = 3z +4)(2z + 1)

Sre¢om, ne morate napamet pogadati kako rastaviti linearni ¢lan:



1. zapiSite kvadratni trinom u standardnom obliku az? + bz + c
2. izraCunajte ac
pronadite brojeve m i n za koje vrijedi m +n =5b1imn = ac

linearni ¢lan bx rastavite kao mx + nx

AN

spremni ste za faktorizaciju!

Primjer 6. Faktorizirajte:

a) 22+ Tz +6 b) 22 —9+20 c) 6x2 — 17z + 12 d) 3z2 -7z —6
Rjesenje 6. (a) 22+ T7x+6=224+zx+6z+6=z(z+1)+6(x+1)(z+6)(z+1)

(b) 22 -9+4+20=22—-bx—4x+20=z(x —5) —4(x —5) = (x — 5)(z — 4)

(c) 622 — 1Tz +12 =622 — 8z — 9z + 12 = 22(3z — 4) — 3(3z — 4) = (22 — 3)(3z — 4)

(d) 322 — 7z —6 =322 — 92+ 22 — 6 = 3z(x — 3) + 2(x — 3) = 3z + 2)(x — 3)

O
Primjer 7. RijeSite sljedeéu kvadratnu jednadzbu: 22 + 5z + 6 = 0.
Rjesenje 7.
4+ 5c+6=2>4+2c+3c+6=z(z+2)+3z+2)=(z+2)(z+3)=0
=2z24+2=0 ili z4+3=0=>2=-2 ii z=-3
Dakle, rjesenja su -2 i 3. O

2. naéin: Prepoznati kvadrat zbroja/razlike binoma

Prvi nacin funkcionira za sve kvadratne trinome, no u nekim sluéajevima mozemo i brze. Jedan takav
slucaj je kad njihova faktorizacija nije umnozak dviju razli¢itih zagrada kao gore, ve¢ dviju istih, npr.
?+2r+l=2+z+z+l=z(@+)+(z+1)=(z+1)(z+1)=(z+1)>2

Nije greska da i tada provodimo gornji postupak, no postoji laksi nacin, a to je uz pomoc¢ sljedece
dvije formule.

Teorem 3.3.2: Kvadrat zbroja i kvadrat razlike

(a+b)? = a® + 2ab + b?
(a —b)? = a® — 2ab + b?

Primjer 8. Razvijte sljedeée izraze u kvadrate zbroja/razlike. Zatim odaberite jedan od njih i uvjerite
se da dobijete isti rezultat ako izmnozite dvije zagrade.

a) (Ta + 3)2 b) (1023 — y)? c) (24abc + 5cd)? d) (Tz +y —4)?
Rjesenje 8. (a) (7Ta+3)2= (7a)?+2-7a-3+ 3% =49a> + 424+ 9
(b) (1022 — y)2 = (1023)2 — 2- 1023 - y + y2 = 10025 — 2023y + 32
(c) (24abc + 5cd)? = (24abc)? + 2 - 24abe - 5ed + (5ed)? = 24a2b2c? + 240abede + 25¢%d?

(d) (Tz+y—4)? = ((Tz+y)—4)* = (Tz+y)>—2-(Tz+y)-4+4> = ((T2)*+2-Tz-y+y*) —8(Tx+y)+16 =
4922 4 14zy + y? — 56z — 8y + 16 = 4922 + 14zxy + y? — 56z — 8y + 16
O



Primjer 9. Faktorizirajte:

a) 4a? + 4ab + b? b) 49a8b°c® — 14a3b3c3 + 1

c) 5+10y/a+a d) 226 + 296 — 433
Rjesenje 9. (a) 4a? +4ab+b? = (2a)2 +2-2a-b+ b% = (2a + b)?
(b) 49a%b%c® — 14a3b3c® + 1 = (7a®b3c®)? + 2 - 7a®b3c3 - 1 + 12 = (Ta3b3c® — 1)2
(¢) 5+10v/a+a=(V5+2-V5-va+(va)?) = (V5 + va)?
(d) 225 + 245 — 4233 = (33v/2)2 — 2 23V2 - 4BV2 + (£3v2)? = (£3V2 — 43V2)?

Razlomci

Faktorizacija je glavni alat za skra¢ivanje razlomaka koji su sastavljeni od algebarskih izraza. Bas kao
pri kradenju razlomaka kad imamo samo brojeve, izlu¢ujemo zajednicke faktore brojnika i nazivnika
te ih kratimo. Jedino na $to trebamo paziti je da ne dijelimo s nulom. U praksi to znaci da ono ¢ime
kratimo razlomak ne smije biti nula.
Primjer 10. Pojednostavnite, tj. skratite razlomke do kraja.
2) 2 —4 b) (a —b)% + 4ab
22—z —2 a?—a—b—"b?

T 2 -4 (x—2)(x+2) 2z+2
Rjesenje 10. (a) 2-z-2 (z-2)(z+1) =z-1

(b) (a—b)?+4ab  a®—2ab+b*+4ab (a+b)? _a+b
a2—a—-b-b> (a—b)(a+bd)—(a+d) (a+b)a—b—-1) a-b-1

O]

Faktorizacija se takoder Cesto koristi i za racionalizaciju nazivnika. To znaé¢i micanje korijena iz na-
zivnika razlomaka kako bismo si olaksSali ra¢un, a obi¢no se radi mnoZenjem tog razlomka s jedan.
To ne mijenja vrijednost razlomka, ali jedinicu moZemo zapisati na puno zgodnih nacina jer je svaki
razlomak s jednakim brojnikom i nazivnikom zapravo jednak jedan. Ovo ba$ i ne stignemo danas
obraditi, ali evo primjera za znatiZeljne:

Primjer 11. *** Racionalizirajte nazivnike sljedeéih razlomaka:

W 2_ 2. VE_ 26 26 _ Ve
6 v6 v6 6-v6 6 3
(b) 5 5 3+v2_ 5-(3+v2) _ 15+5v2 _15+5V2

3-v2 3-v2 3+v2 (3-V2)(3+v2) 3 - (Vo) 7



Formule

Slijedi podsjetnik na do sada spomenute formule te nekoliko novih (obratite paznju na kvadrat trinoma,
kub zbroja i razlike te zbroj i razliku kubova). Po ostatku ove stranice piSite si tips and tricks koje
nauclite na predavanju :)

o a_"=ain,zaa7$0

o razlika kvadrata: a? — b? = (a — b)(a + b)

o kvadrat binoma: (a £ b)? = a? £ 2ab + b?

o metoda srednjeg ¢lana: ax? + bz + ¢ = ax? + mx +nx + ¢, za m +n = b,mn = ac

e kvadrat trinoma: (a + b+ c)? = a® + b? + % + 2ab + 2bc + 2ac

o kub zbroja: (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab® + b3

 kub razlike: (a — b)3 = a® — 3a2b + 3ab® — b3

« zbroj kubova: a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?)

« razlika kubova: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

o zbroj neparnih potencija: a?**! 4 "1 = (a + b)(a® — a?""b + a® 2% — ... — ab®" ! + ?")

o razlika potencija: a” — b" = (a — b)(a™ ! + a""2b + a"3b? + ... + ab" 2 + b77L)



Laksi zadaci
1. ZapiSite izraze u obliku umnoska:

(a) 2013. 58.3 (z+1)(z+6)+4
(b) 2015. §1B.2 (z —1)(x —2)(zx—3)+(x—1)(z—2)+1 -z

2. Izracunajte:

1 1 1 1
—_ + —_
V2—-1 V241 V3-1 +3+1
202120212019 - 202120212021 - 202120212023
100010001 - (2021202120212 — 4)

(c) 2020. 58.1 a® — c® + b? + 2ab, za a = 786,b = 389, c = 175.

(a) 2023. S8.1

(b) 2021. §8.1

3. 2020. D8.1Za izlet grupe ucenika unajmljen je autobus po cijeni od 2 880 kn. U zadnji tren troje
ucenika je odustalo zbog odlaska na pripreme svog sportskog kluba. Zbog toga se cijena izleta
svakom uceniku povecala za 4 kn. Koliko je ucenika trebalo iéi na izlet?

4. 2013. 78.2 Postoje li cijeli brojevi z i y za koje vrijedi da je z2 + 2012 = y? ? Obrazlozi svoju
tvrdnju. Ako postoje takvi brojevi, odredi ih sve.

5. Faktorizirajte izraz a* + 4b* (identitet Sophie Germain) i odredite za koje prirodne brojeve a, b
je taj izraz prost.

6. 2017. D8.2 Rijesite sustav jednadzbi:

(x+y)?-22=1,
(y+ 2)? —2? =5,
(z +x)? —y? =10,

7. Brza TB runda:

(a) Dokazite da je n3 — n djeljivo sa 6 za svaki prirodan broj n.
(b) Dokazite da je zbroj kubova 3 uzastopnih cijelih brojeva djeljiv s 9.
(
d

)
)
c) Dokazite da je izraz 2021™ — 1 djeljiv s 2020, za svaki prirodni 7.
) Odredite sve parove prirodnih brojeva (z,y) takve da je izraz 2° + y3 prost.
)

(e) 2021. $8.6 Dokazite da je razlika &etvrtih potenciju dvaju neparnih prirodnih brojeva
djeljiva sa 16.

8. Uvrsti me njezno...

(a) 2022. Z8.1 Ako je x +y =11 2% + y? = 2, kolika je vrijednost izraza z* + y*?

(b) 2012. Z8.1Akojez +y =01z +y? =1, odredi 28 + 1%.

(c) 2015. S1A.2 Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da je a3 + b3 = 2ab(a + b). Odredi
a3

(d) 2012. S1A.3 Ako je a+b=41i a®+b? = 14, odredi a® + b3.

(e) 2016. S1A.4 Ako je a® +b? =8, a® + b5 = 416, a,b > 0, odredi ab.



Tezi zadaci

9. Malo sporija TB runda:

(a) 2012. Z8.2 Rijesi jednadzbu u skupu cijelih brojeva : 2% — zy — 2y? = 27.

(b) 2020. Z8.6 Dokazite da je n® + 6n2 + 8n djeljivo s 3 za sve prirodne n.

(c) 2016. S2A.2 Neka je a = 123456789 i N = a® — 2a2 — 3a. Dokazi da je N djeljiv s 540.
(d) 2015. S8A.3 Odredite najveéi prirodan broj n takav da je n* 4+ 1395 djeljivo s n + 5.

10. 2016. Z2B.4 Rijesite u skupu cijelih brojeva jednadzbu 8 + 32016 = 3224 — 256.

11. Jednadzbe, jednadzbice...
(a) 2014. SB2.1 Odredite sva rjeSenja jednadzbe (x + 1)?(x — 4)? + 4(2% — 3z — 4) = 0.
(b) 2012. S1A.2 Neka je a realan broj. Odredi zbroj svih triju rjeSenja jednadzbe

w3—a2w+a:c—a:+a2—a=0.

12. 2016. Z1A.2

(a) Dokazi da ne postoje dva prirodna broja ¢ija je razlika kvadrata jednaka 987654.
(b) Dokazi da ne postoje dva prirodna broja ¢ija je razlika kubova jednaka 987654.

13. 2018. S2A.4 Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi
a;2+xy—4y2 =-1
4z? + zy — 11y% = —2.
14. 2015. Z1A. Neka su z i y razli¢iti realni brojevi takvi da je 2zy 4+ 1 # 0 i neka su

2,2 _ 2 _ 1) _ 2 _
A=6.1:y +zy—1 iBz:v(:v 1) —y(y 1).
2zy +1 zT—y

Odredi koji je broj veéi, A ili B.

15. Fizicki rad (Za dobra stara vremena):

(a) 1994. S1.2 Pojednostavnite: (b — c)(b+ c)® + (c — a)(c + a)? + (a — b)(a + b)3.
a3 b3 A3
@—ba—0c  G-0b-a)  c-a)c-b)

(c) 2004. D2.2 Dokazite da za pozitivne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost

(b) 1995. 51.3 Pojednostavnite:

a? b2 c?
@ta+o) brolcta) cracth)

>3
!

(d) 2002. D1.3 Nadite sve trojke prirodnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju jednadzbu

22%y% + 2y%2% + 22222 — zt — y4 — 24 = 576.



N1: Ivan Premus - Djeljivosti

Predavanje

Uvod

Djeljivost je jedan od najosnovnijih, ali i najvaznijih pojmova u teoriji brojeva.
Definicija 3.4.1
Za brojeve a,b € Z, a # 0, kazemo da a dijeli b i piSemo a | b ako postoji cijeli broj k takav da je
b = ak. KaZemo da je a djelitelj od b, odnosno da je b visekratnik od a.
Ako su a, b,d, m,n prirodni brojevi, vrijede sljedeca svojstva:
e Akod|mid|n,ondad| (am+ bn)
e Ako d | n, onda ad | an
e Ako ad|an,onda d|n
e Ako d|n, onda (n/d) | n
Prisjetimo se i osnovnih pravila djeljivosti:
Teorem 3.4.2: Djeljivost s 2,3,4,5,8 i 9
e Broj je djeljiv s 2 ako mu je zadnja znamenka djeljiva s 2.
e Broj je djeljiv s 3 ako mu je zadnja zbroj znamenaka djeljiv s 3.
e Broj je djeljiv s 4 ako su mu posljednje dvije znamenke djeljive s 4.
e Broj je djeljiv s 5 ako mu je zadnja znamenka djeljiva s 5.
e Broj je djeljiv s 8 ako su mu posljednje tri znamenke djeljive s 8.

e Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9.

Teorem 3.4.3: Teorem od dijeljenju s ostatkom
Za, proizvoljan prirodan broj a i cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je
b=qa+r,0<r<a
U zadacima je Cesto korisno promatrati zajednicke djelitelje brojeva, a pogovoto najveéi zajednicki
djelitelj.
Definicija 3.4.4: Zajednicki djelitelj i najveci zajednicki djelitelj

Neka su a i b cijeli brojevi. Cijeli broj d takav da d | a i d | b zovemo zajednicki djelitelj od a i b.
Najvedi takav d zovemo najveéi zajednicki djelitelj (mjera) i oznacavamo ga s M(a, b).



Sljedeéi teorem omoguéuje nam efikasno racunanje mjere dvaju brojeva.

Teorem 3.4.5: Euklidov algoritam

Za, cijele brojeve a i b vrijedi:
M(a,b) = M(a,b— a)

Primjer 1. Izracunaj M(252,198).
Rjefenje 1. M(168,48) = M(120,48) = M(72, 48) = M(24, 48) = 24 O

12n+3
In+2

Primjer 2. Dokazi da je razlomak , gdje je n prirodan broj, neskrativ.

Rjesenje 2. Pokazimo da brojnik i nazivnik nemaju zadjenickih djelitelja osim 1, odnosno da su re-
lativno prosti. Koristit ¢emo se Euklidovim algoritmom.

M(12n+3,9n+2) =M@Bn+ 1,9 +2) =M@Bn+1,6n+1) = M(3n+1,3n) = M(1,3n) =1

U zadacima koji se ticu djeljivosti Cesto je zanimljivo i korisno promatrati proste brojeve.

Definicija 3.4.6: Prosti brojevi

Za prirodan broj p > 1 kazemo da je prosti ako nema ni jednog djelitelja d, 1 < d < p.

Teorem 3.4.7: Osnovni teorem aritmetike

Svaki se prirodan broj moze na jedinstven nacin rastaviti na proste faktore, odnosno za svaki
prirodni broj n postoje (razli¢iti) prosti brojevi p1,ps,...,pr 1 eksponenti oy, ag, ..., ax takvi da
vrijedi

n=p*-py? ... ppk.

Zavrsimo s jednim jednostavim rezultatom kojeg je ipak vrlo dobro imati na umu.

Lema 3.4.8: Euklidova lema

Neka je p prosti broj i p | ab. Tada p | a ili p | b.

Posebno, ako je M(a,b) = 1, p dijeli samo jedan od brojeva a i b.



Laksi zadaci

@ 0 & w b

10.

11.
12,

Odredi sve cijele brojeve n za koje je % cijeli broj.

8n+5
6n+4

Dokazi da je za prirodni broj n razlomak neskrativ.
Odpredi prirodni broj n takav da mu je zbroj najmanja dva djelitelja 6, a zbroj najveéa dva 1122.
Odredi znamenke a i b tako da broj a2017b bude djeljiv s 72.

Odredi sve Cetveroznamenkaste brojeve djeljive s 16 oblika abab.

Odredi sve mogucée vrijednosti od
M(12,3n + 2)

KazZemo da je prirodni broj N zanimljiv ako je djeljiv s 36 i ako postoji prirodni broj k¥ manji
od 10 takav da su 1,2,...%k u nekom poretku znamenke broja N u dekadskom zapisu. Odredi
najmanji zanimljiv prirodni broj.

. Za prirodan broj m neka je m? umnozak prvih m prostih brojeva. Odredite postoje li prirodni

brojevi m i n takvi da je m? =n(n+1)(n+2)(n + 3)?

. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) koji zadovoljavaju jednadZzbu

mn? = 100(n + 1)

Dokazite sljedece tvrdnje:

a) Ako su p i 8p — 1 prosti brojevi onda je 8p + 1 sloZen broj.
b) Ako su p i 8p? + 1 prosti brojevi onda je 8p* — 1 prost broj.

Dokazite da ne postoji broj oblika 4™ + w koji je kvadrat nekog prirodnog broja za n € N.

Dokazite da je za svaki prirodan broj n izraz n'® — n” djeljiv s 30.

Tezi zadaci

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

20.

Pronadi sve parove (p,n) gdje je p prosti broj, a n prirodni broj takve da je vrijedi p3 + 1 = n2.
U skupu prostih brojeva rjesite jednadzbu 2p® — ¢ = 2(p + ¢)2.

Dokazi da je za svaku etvorku prirodnih brojeva a, b, ¢, d broj (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)
djeljiv s 12.

Postoji li prirodni broj n takav da 4™ — 1 dijeli 5™ — 17

Odredi sve proste brojeve p za koje postoji prirodni broj n takav da p dijeli n?+31i (n+1)%+3.

2m—1

Nadi sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da razlomci <%= i 2”—7;1 budu cijeli brojevi.

Neka su a i b cijeli brojevi takvi da 4 | (a + b)(a + 3b), ali 8 1 (a + b)(a + 3b). Dokazi da tada
8| (a+b)(a+ 3b)(a+ 5b), ali 16 1 (a + b)(a + 3b)(a + 5b).

. . . . .. og3b—1 s B3
Pronadi sve uredene parove (a,b) prirodnih brojeva tako da su brojevi “af’Hl i bb‘i"il takoder
prirodni brojevi.




Predavanja za drugu grupu

C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante

Predavanje

Zagrijavanje

1.

Na plo¢i su zapisani brojevi 41, 3,22,29,15. Potez se sastoji od odabira tri broja z,y, 2 koja
mijenjamo s 2z — y, 2y — z i 22 — . Mozemo li u kona¢no mnogo poteza dobiti sljedece brojeve
(ne nuzno tim redoslijedom)?

a) 17,12,42,9,30

b) 23,50,7,17,15

. Hercules se bori protiv hidre sa 100 glava. MozZe joj odsje¢i neke glave, ali tada joj narastu nove.

Ako joj odsjece 3 glave, naraste joj 12. Ako joj odsjeCe 5 glava, narastu joj 2 glave. Ako odsjece
9, nijedna ne naraste. Ako joj odsjece 13 glava, naraste 7 glava, a ako joj odsjeCe 11, naraste ih
17. Moze li Hercules odsjeéi sve hidrine glave?

. Zadana je 8 x 8 ploca kojoj moramo ukloniti jedno polje. Koja sve polja smijemo ukloniti kako

bismo mogli oplociti ostatak ploce oblicima 1 x 37

. Zraka svjetlosti ulazi u mra¢nu sobu kroz malu rupu u jugozapadnom kutu pod kutom od 45°.

Soba je duga 49 m u smjeru sjever-jug i 78 m u smjeru istok-zapad. Zraka se normalno odbija
od svakog zida. U koji ¢e kut dospjeti zraka?

. Zadan je mnogokut AjAsAs...Ap,n > 3. Svakom vrhu je pridruZen cijeli broj, na pocetku A; i

As imaju broj 1, a ostali 0. U potezu je dozvoljeno odabrati dva susjedna vrha i poveéati njihove
brojeve za 1. Za koje n je takvim postupkom moguce postiéi da svi vrhovi imaju jednake brojeve?

. Na otoku zivi p plavih, z zelenih i ¢ crvenih kameleona. Kad se susretnu dva kameleona razlicite

boje, oni mijenjaju boju u treéu. Kakvi trebaju biti p,c,z da bude moguée posti¢i da nakon
nekoliko susreta svi kameleoni budu istobojni?

. Na mnogokut u ravnini primjenjujemo sljedeé¢u transformaciju. Odaberemo dvije tocke A i B

na njegovoj konturi takve da duzina AB ne sijete mnogokut u niti jednoj tocki osim A i B.
Zatim jedan dio zrcalimo po simetrali od AB. MoZemo li tim postupkom od kvadrata dobiti
jednakostrani¢ni trokut?

. Imamo n crnih i n bijelih to¢aka u ravnini, nikoje 3 nisu kolinearne. Crne toc¢ke su bijektivno

duzinama povezane s bijelima. U potezu mozemo odabrati dvije crne tocke Cije duzine se sijeku
te im zamijeniti bijele partnere. Moze li se dogoditi da se nikoje dvije duzine ne sijeku? Mora li
se to dogoditi?



Zadaci za samostalan rad

9.
10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zadana, je ploca 10 x 10. Mozemo li ju oplociti oblicima 4 x 17

Na skolskoj ploci zapisani su svi prirodni brojevi manji ili jednaki n. U potezu briSemo dva broja
(a,b) i biramo prozivoljni k te piSemo (a + k, b+ k). Za koje n mozemo postiéi da svi brojevi na
ploci budu jednaki?

Carobnjak pretvara patke u guske i obratno. Za okruglim stolom sijedi 5 pataka i jedna guska.
Carobnjak svake minute promijeni tri susjedne ptice. Ako se opet dogodi da za stolom sjedi pet
pataka i jedna gusta, na kojim sve mjestima mozZe biti guska? (Slobodno istraZite i opéenitiji
problem, koji sve rasporedi su moguéi...)

Zadan je skup {2,3,4}. U jednom potezu biramo dva broja a,b i mijenjamo ih s 0.6a + 0.8b,
0.8a — 0.6b. MoZemo li do¢i do skupa {1,3,5}?

Na svakom polju 5 x 5 ploce je zeton. Mozemo u potezu premjestiti dva bilo koja Zetona u
susjedno polje (polje sa zajedni¢kom stranicom). Zelimo postiéi da svi Zetoni budu na istom
polju. Na kojim poljima mogu biti?

U svakom polju 4 x 4 ploce je zarulja koja moze biti upaljena ili ugasena. Na pocetku je samo
zarulja na polju B1 ugasena. U potezu moZzemo promijeniti stanje svim Zaruljama u nekom retku,
stupcu, pravcu paralelnom dijagonali (ukljuéujuéi pravece koji imaju samo jedno kutno polje) ili
2 x 2 kvadratu. Je li mogucée postiéi da sve zarulje budu upaljene.

Marin Getaldié je na plo¢u zapisao broj 20232924, Sada ponavlja sljedeéi postupak dok ne dobije
10-znamenkasti broj. BriSe prvu znamenku i taj (jednoznamenkasti) broj pribroji onome $to
ostane. Dokazi da su u dobivenom 10-znamenkastom broju neke dvije znamenke iste.

Medu n ljudi svaki ima tri neprijatelja (neprijateljstva su uzajammna). Dokazi da se ljudi mogu
smjestiti u dvije sobe tako da je svaka osoba u sobi s najviSe jednim svojim neprijateljem.

U kvadratnoj mreZi se nalazi 9 Zetona smjestenih u 3 x 3 kvadrat. U potezu je dozvoljeno odabrati
dva Zetona z i y na poljima koja dijele stranicu te  prebaciti na polje sa suprotne strane y (samo
ako je to polje prazno) zatim ukloniti y s ploCe i nikad ga viSe ne vratiti. Mozemo li postiéi da
ostane samo 1 Zeton?

Imamo 5 x 10 zemljiSte na kojem je n polja obraslo u korov. Polja koja dijele stranicu s dvaju
obraslih u korov, sama obrastu u korov za jedan dan. Nakon nekoliko dana znamo da je cijelo
zemljiste obraslo u korov. Odredi najmanju moguéu vrijednost broja n.



G2: Namik Agié - Angle chase

Predavanje

Uvod

Angle chasing je najéesée prva metoda koju mladi upoznaju na pocetku avanture u pravoj geometriji.
Zaista, ljepota lovljenja kuteva je upravo ta Sto je najcesée jako bitan dio zadatka na svim razinama
natjecanja od Skolskog do olimpijada. U ovom predavanju dotaknut ¢emo se nekih osnovnih strategija
vezanih za angle chase. Na pocetku ¢emo istaknuti nekoliko bitnih stvari koje treba uvijek imati na
umu:

Zbroj kutova u trokutu je 180

Svaka 2 obodna kuta nad istim lukom su jednaka i dvostruko manja od srediSnjeg kuta

Kutovi uz presjecnicu 2 paralelna pravca jednaki su

e Obodni kut nad promjerom je pravi

Ovo na prvu ne zvudi pretjerano korisno, ali postoji objekt koji ée nam jako puno pomagati u rjeSavanju
zadataka:

Definicija 4.2.1: Tetivni Cetverokut
Tetivni Cetverokut je onaj Cetverokut kojem sva 4 njegova vrha leZe na jednoj kruznici

Za, pocetak, lako moZete vidjeti da definicija ima smisla i nije bezazlena jer jako puno etverokuta ne
zadovoljava to svojstvo. Kad imamo (konveksni) ¢etverokut ABCD koji je tetivan, znamo:

/ACB=/ADB
(jednaki obodni kutovi nad tetivom AB). Isto je i za ostale tetive BC,CD, DA. Nadalje,
LABC + ZADC =180

(sli¢no kao i gore, gornji kutevi odgovaraju obodnim kutevima nad lukovima AC i C'A, a oni zajedno
éine puni krug. Isto je i za kutove BCA i BDA. Bitna stvar je da vrijedi i obrat, ako za Cetverokut
vrijedi jedna od gornjih relacija tada je on tetivan. Iako djeluje bezazleno, postoje teski zadaci koji ne
trebaju vecu teoriju od ovoga. Neki ¢ée tetivni Cetverokuti biti laksi za prepoznati od drugih, a ovo je
jedna od dobrih vjezbi za prepoznavanje istih:

Zadatak 1. U trokutu ABC, D, E, F' su nozista visina iz A, B,C na BC,CA, AB redom. Neka je H
ortocentar tog trokuta. Nadite sve tetivne cetverokute kojima su vrhovi medu tih 7 tocaka.

Jos jedna bitna stvar je:

Teorem 4.2.2: Tetiva i tangenta

Za kruznicu €2 i njenu tangentu, kut koji tetiva kruznice ) zatvara s tangentom jednak je obodnom
kutu te tetive nad 2

Zadatak 2. Dokazite taj teorem



Ovaj teorem ne trebate dokazivati, mozZete ga koristiti zdravo za gotovo:

Teorem 4.2.3

U trokutu ABC s opisanom kruznicom T, simetrala kuta BAC i simetrala stranice BC sijeku se u
polovistu luka BC koji ne sadrzi A

Kad imate geometrijski zadatak, Cesto je korisno da oznacite kutove pocetnog trokuta (ili Cetverokuta
ili bilo koje referentne kutove) i onda preko njih doslovno izra¢unate sve ostale kutove ako je to moguce.

Primjer 3. Uzmimo oznake iz prvog zadatka. DokaZite da je H centar upisane kruZnice trokutu DEF

Dokaz. Kako bismo si ustedili vrijeme, dokazat ¢emo samo da je DH simetrala kuta /FDFE, uocite
da ako to vrijedi nema razloga da H nije sa simetrali preostala 2 kuta jer su definirani simetri¢no,
odnosno isti bi dokaz radio i za druga 2 kuta.

Sad kad znamo da nam treba samo /FDH = /EDH, bacamo se na posao. Ako se sjetate tetivnih
éetverokuta iz prvog zadatka, uodit éete da su medu njima ADHF,BDHE,ABEF i oni su nam
zapravo dovoljni jer:

/EDH = /EBH = /EBF = /FAF = /HAF = /ZHDF

pa je H na simetrali ZEDF, a analogno je i na ostalim simetralama pa mora biti centar upisane. [

Sljededi je primjer podosta tezi, rije¢ je o zadatku s drzavnog natjecanja za prvi razred srednje:

Zadatak 4. KruzZnice kq i ko sijeku se u tockama A i B. Pravac [ sijee kruznicu k; u tockama C'i E,
a kruznicu kg u tockama D i F' tako da se toCka D nalazi izmedu C i F, a tocka F izmedu D i F.
Pravci C'A i BF sijeku se u tocki G, a pravci DA i BE u tocki H.

Dokazi da je CF || HG.

Dokaz. Nakon $to ste nacrtali skicu ravnalom i Sestarom, gledate uvjete zadatka. Za dokazivanje para-
lelnosti nema puno metoda, a kako je zadatak sa srednjoskolskog drzavnog ne treba znanje opskurnih
stvari pa mozZete pretpostaviti da je zadnji korak uocavanje kutova uz neku presjecnicu. Presjec¢nica
ima nekoliko, uzet éemo sve recimo BF (sve ¢e nas odvesti na dokazivanjeg istog ekvivalentnog uvjeta).
Sada, pretpostavimo da znamo da su ti pravci paralelni i idemo vidjeti Sto ée nam to dati. Uz pre-
sjeCnicu imamo jednakost kutova /HGF i /BFD. To je ekvivalentno jednakosti kuteva /HGB i
/BAH = ZBAD. Ovo bi trebalo upaliti alarm: vidimo 2 ista kuta nad duZinom BH i to nam upravo
daje da je ABGH tetivan. Primijetimo da je svaki korak reverzibilan, odnosno da dokazemo zadatak
dovoljno je pokazati tu tetivnost.

Nadalje moZemo vidjeti da su A i B jednostavno zadane tocke (jo§ vaznije, simetri¢ne u odnosu na
kruZnice) pa vjerojatno Zelimo obodne kuteve nad duzinom AB. ZAGB moZemo izraziti iz trokuta
AGB na sljedeéi naéin:

/AGB = /ABF — /CAB

Na sli¢an nacin,
/AHB = /ABE — /DAB

Jos trebamo provjeriti da su ti kutovi zapravo isti. Vidimo:
/ABF — /ABE = /EBF

£LCAB - Z/DAB = ZCAD

Dodatno,
/CAD = /CAE — /DAB — /BAFE

=180 - ZCBE — Z/DFB — /BCE
=/BEC - /BFD = /EBF



i gotovi smo.
Pouka ovog zadatka je: kad imate neki neobican uvjet probajte malo krenuti unazad i rekonstruirati
drugi prirodniji uvjet koji je ekvivalentan i potencijalno laksi za dokazati i nemojte se bojati malo
uprljati ruke kad racunate neke kuteve. Ovaj racun djeluje malo nezgodno ali s vremenom ¢ete shvatiti
da je svaki korak dosta prirodan, izrazavamo dva kuta preko ostalih i tako pokusavamo od jednog doéi
do drugog.

O

Takoder bitna stvar, pokusSajte iz skica naslutiti §to bi moglo vrijediti, ¢esto te "naslijepo" stvari mogu
voditi do rjeSenja mozda i brze nego ostale metode (pogotovo na tezim zadacima, probajte procijeniti
koje 4 tocke izgledaju koncikli¢no ili koje 3 izgledaju kolinearno.

Za kraj, nemam nesto posebno $to bih napomenuo, vjezba je kljuc svega i jedino se tako moze postati
vjest s baratanjem novim i starim stvarima. Zadatke sam podijelio u grupe kako sam mislio da im je
teZina, ali medusobno u grupi nisu poredani. Ako na nekom zadatku zapnete, nemojte se bojati pitati
za pomod.

Zadaci
1. U trokutu ABC H,O su redom ortocentar i centar opisane kruznice ABC. DokaZite da je
/BAH = /CAO

2. (Miquelov teorem) Na stranicama BC,CA, AB trokuta ABC dane su to¢ke D, E, F. Dokazi da
se kruznice AEF, BDF,CDEF sijeku u jednoj tocki.

3. (Preslika ortocentra ptl) Neka je ABC trokut, H njegov ortocentar. Dokazi da preslika H preko
bilo koje stranice trokuta ABC' leZi na njemu opisanoj kruznici.

4. (Preslika ortocentra pt2) Neka je ABC trokut, H njegov ortocentar i M poloviSte neke stranice
trokuta ABC'. DokaZi da preslika H preko M leZi na opisanoj kruznici trokuta ABC.

5. (Reimov teorem) Neka su w; i we dvije kruznice koje se sijeku u tockama X i Y. Pravac l; prolazi
kroz X i sijeGe w1 opet u A i wy opet u C. Pravac Iz prolazi kroz Y i sijee w; opet u B i wo
opet u D. Dokazi da je AB || CD. Dokazite da zadatak vrijedi i ako je jedan pravac tangenta
na jednu od kruznica (tad ée drugi presjek biti zapravo isti).

6. Duzina AB je promjer kruZnice sa sreditem O. Na kruZnici je dana tocka C takva da je OC
okomito na AB. Na kra¢em luku BC odabrana je to¢ka P. Pravci CP i AB sijeku se u tocki @,
a tofka R je sjeciSte pravca AP i okomice kroz @ na pravac AB. Dokazi da je |BQ| = |QR)|.

7. Dan je tetivni detverokut ABCD. Simetrala duzine BC ' sijeCe duzinu AB 3 u tocki E. KruZnica
koja prolazi tockom E, vrhom C'i poloviStem F' stranice BC sije¢e duzinu C'D u tocki G. Dokazi
da su pravci AD i F'G medusobno okomiti.

8. (Trozubac) U trokutu ABC I je centar upisane kruznice, M je poloviste luka BC' koji ne sadrzi
A. Dokazi da je M centar opisane kruznice trokutu BIC

9. Zadan je trokut ABC, I je centar upisane kruznice, a D, FE, F' diraliSta upisane s BC,CA, AB
redom. BI sije¢e EF u X. Dokazi /BXC = 90

10. Tocka N je noziSte visine na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta ABC. Simetrale kutova /NC A
i ZABN sijeku duzinu AB redom u to¢kama K i L. Ako su S i T redom sredi$ta kruznica upisanih
trokutima, BCN i NCA, dokazi da je ¢etverokut K LST tetivan.

11. Neka je ABC' s noziStima visina iz A, B,C redom D, E, F. Jedna od tocaka presjeka kruznice
ABC'i EF je P. Pravci BP i DF sijeku se u Q. Dokazi AP = AQ.



12.

13.

14.

Neka, je €2 opisana kruZnica trokuta ABC i O njeno srediste. Kruznica I" sa srediStem A sijeCe
duzinu BC u toékama D i FE, tako da su to¢ke B, D, E i C u parovima razli¢ite i leZe na pravcu
BC tim redom. Neka su F' i G sjecista kruznica I' i  takva da tocke A, F, B, C' i G leZe na
kruZnici  tim redom. Neka je K drugo sjeciSte opisane kruZnice trokuta BDF i duZine AB.
Neka je L drugo sjeciste opisane kruznice trokuta CGE i duzine CA. Pretpostavlja se da su
pravci FK i GL razliciti i da se sijeku u tocki X. DokaZi da tocka X leZi na pravcu AO.

Neka je ABC trokut u kojemu je ZABC > ZBCA. P i @ su dvije razlicite tocke na AC takve
da /PBA=/QBA=/ACB i A jeizmedu P i C. Pretpostavimo da postoji tocka D na duZini
BQ za koju PD = PB. Polupravac AD sijeCe ABC jos u R # A. DokaZi da je QB = QR

Konveksni ¢etverokut ABC'D ima upisanu kruznicu sa sredisStem u I. Neka I, Iy, I i I predstav-
ljaju centre upisanih kruznica DAB, ABC, BCD and CDA, redom. Neka se zajednicke vanjske
tangente kruznica Al I; i Clyly sijeku u X, a analogno neka se zajedniCke vanjske tangente
kruznica Bl,l. i DI, I, sijeku u Y. Dokazi / XTY = 90°.

a) Prvo dokazite sljedeée: Neka su w; i wy kruznice od kojih wo ima veéi radijus, te su odgova-
rajuéi centri O; i Oz. Neka se kruznice sijeku u A i B te neka je X presjek njihovih zajednickih
vanjskih tangenti. Tada je LZAXB = w

b) Iskoristite lemmu na parove kruznica iz zadatka i izrazite kut £, X1, i Z1,Y I, preko kutova
Cetverokuta ABCD.

c) Izrazite ZI,I11;i ZI,11. preko kuteva pocetnog Cetverokuta. Ako ste to dobro napravili mogli
biste uvidjeti da su I, X1;i I1,Y I, tetivni.

d) Promotrimo IpI3: X je na simetrali te duZine jer je X na spojnici srediSta kruZnica koje
prolaze kroz obje tocke, a one Cine simetralu te duzine. Zakljucite da je X1 = X1I; pa je IX
simetrala, /BID. Analogno je IY simetrala ZAIC

e) Chaseajte da vidite da su simetrale ta 2 kuta zaista okomite jedna na drugu i zavrSite.



A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje

Predavanje

Uvod

Medu cesto koristenim algebarskim manipulacijama pojavljuje se takozvana ideja teleskopiranja. U
ovom predavanju susrest ¢emo se s razli¢itim primjerima istoga kao metode rjesavanja zadataka.
Opéenito, teleskopiranje je ideja, odnosno metoda, koju koristimo kako bismo pojednostavili kompli-
ciraniji izraz drugacijim zapisivanjem dijelova tog izraza.

Za to nije potrebno nikakvo posebno predznanje, ve¢ samo malo algebre i prava ideja za drugaciji
zapis dobivenog izraza koja ¢e omoguditi "lijepo" pojednostavljivanje.

Definicija 4.3.1: Korisne formule
1. a®> - b= (a—0b)(a+b)
2. (a£0b)? =a?+2ab+b?
3. (a£b)3 = a3+ 3a% + 3ab® + b3
4. a® £ b = (a £b)(a® F ab+ b?)

Lema 4.3.2: Rastav na linearne komponente

Svaki slozeni razlomak moze se rastaviti na linearne komponente.

1 A B
— =—4= (za neke A, B € R)
y T Yy

Primijetimo da lemu moZemo prositi i na razlomke s viSe komponenata u nazivniku (pa onda svaku
mozemo rastaviti). Takoder, nije nuzno da je broj 1 u brojniku (onda moZemo obje strane pomnoZiti
s nekim izrazom).

1 1
Primjer 1. Odredi zbroj: .
rimjer redi zbroj 1.2+2'3+ 99100
Rjesenje 1. Zapisimo neki opceniti ¢lan tog niza: #ﬂ) Taj razlomak Zelimo rastaviti na neke raz-
lomke % + niil. Rjesavanjem sustava jednadzbi za konkretne vrijednosti n (npr. n = 1in = 2)
dobivamo A = 1, B = —1. Sada samo trebamo izracunati zbroj:

SRR Uy S (O U (N T . )
1-2 2.3 °7799-100 \1 2 2 3 99 100/ 1 100 100

Primjer 2. Neka je n € N takav da je n > 10. Izrac¢unaj sljedeéi umnozak:

22 -1 321 n?—1 _ﬁ k2 —1
22+3-24+2 32+3-3+2 7 n?43n+2 L k2+3k+2

Rjesenje 2. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

-1  (k—1)(k+1) k-1
k2+3k+2 (k+1)(k+2) k+2




Sada je naS umnozak jednak

2-1 3—-1 4-1 n-1_ 1 2 3 n—1
242 342 442 7 n+2 :

>
o
o
S
+
o

Primijetimo da ée se pokratiti svi brojnici i nazivnici koji su veéi od 3 i manji od n, tako da ostaje

1.2.3 6
n(n+1)(n+2) nn+1)(n+2)

A Oprez 1

Uvjet n > 10 nam je trebao da ne bismo imali preklapanja brojeva koji se nisu pokratili.
Na primjer, za n = 3 ne postoje brojnici niti nazivnici koji su veéi od 3 i manji od n, pa
treba zasebno argumentirati takav slucaj.

Primjer 3. Izra¢unajmo sljedeéu sumu

3

5 2n+1
1'2-3+2-3-4

e T D+ 2)

Rjesenje 3. Odmah napominjemo da rjesenje, iako je malo dulje, zapravo nije tesko. Opéi ¢lan sume
rastavljamo na parcijalne razlomke

2n+1 A B 4 C
n-+ 2

it )n+2) n @ ntl

Dobivamo
2n+1=A(n+1)(n+2)+ Bn(n+2)+Cn(n+1)

Rijesimo ovu jednadzbu:

In+1=An?>+3An+2A+ Bn®>+2Bn+Cn?>+Cn
2n+1=An?+3An+2A+ Bn? +2Bn+ Cn? +Cn
0-n’+2-n+1=(A+B+C)n’+ (3A+ 2B+ C)n + (24)

Iz toga slijedi

0=A+B+C 2=3A+2B+C 1=2A

1
— A=
2

1 1
— B+C=-; 2B+C=_

2
— [B=1 |o=-:

Zato se pocetna suma zapisuje kao




U ovoj se sumi ¢lan s istim nazivnikom nalazi na tri mjesta: posljednjem u prvom pribrojniku, u sredini

drugog i na pocetku treéeg. Ako je taj nazivnik k, onda ti ¢lanovi u sumi daju
1

_§ 1
—= £ =0
PR
dakle, medusobno se krate. Zato se ova suma na koncu postupka svodi na Sest pribrojnika, po dva iz
prvog i posljednjeg sumanda i po jedan iz drugog i pretposljednjeg. To su:
3 1 3
2 | _9%_ 3 2
4 n+1 n+2
O

1 1 1 _3 1
24 - 2 2 2
[ +21+[2]+[n+1]+[n+1+n+2

Laksi zadaci
1. Neka jen € Niz € R\ {—n}. Dokazite da vrijedi
1 (1 1 >

1
nn+z) « \n n+g
2. Neka je n € N. Izracunajte umnozak
n
fi-)=4 2 ()
Pl 2 3 n
3. Neka je n € N. Izracunajte sumu
Z S S Y
k2 8 15 T m2-1'
4. Neka je n € N. Izracunajte sumu
5 S NN A S S
—k24+3k+2 6 12 n?+3n+2
5. IzraCunajte sumu
1,111
4 28 70 9700°
Napomena. Ne morate svoditi konacan rezultat na zajednicki nazivnik
6. Neka je n € N. Izrac¢unajte sumu
k241 5 10 241
+1 o 10 I n° + '
k2 -1 3 8 n?—1
7. Neka je n € N. Izracunajte umnozak
1(1- ) = (- 3) (1) () - (- )
11 (1—— =1-S)(1-5)(1—-=)...(1—-5 ).
2 2 2 2 2
i k 2 3 4 n
8. Neka je n € N. Izra¢unajte sumu
Z LR S S
\/_+\/W VIi+v2 V24+v3 T Jn4+vn+T
9. Neka je n € N. Definiramo n! kao 0! =1,1!=1ten!=n-(n—1)---2-1.

Izracunajte sumu
n
Dok-kl=1-1+2-214.. . +n-n!



Umjereni zadaci

10. Neka je n € N, n > 10. Izracunajte sumu

yohel 12, 4l
= K 2 6 n!
11. Neka je n € N. Izracunajte sumu
i = _1 + 1 +..+
kE(k+1)(k+2) 6 24 7 nn+1)(n+2)

k=1

12. Izracunajte sumu

1 1 1 1
+ + +..+ )
1V2+2v/1  23+4+3vV2  3vV4+43 244/25 + 25+/24

13. (HJMO 2017.) Izrac¢unajte sumu

12422 22432 32442 992 + 1002
12 T 2.3 T34 v 99100

14. Neka je n € N. Izracunajte sumu

n

S +k+1)kl=3+14+...+ (n*+n+1)-nl
k=1

15. Dani su realni brojevi zg > 1 > z2 > ... > x,. DokaZite da je

1 1 1
To— Ty + + +...+ — > 2n.

To— %1 X1 — T2 Tp—1 — Tn

Kada vrijedi jednakost?

16. Neka je n € N. Dokazite da vrijedi

1 1 1
ﬁ+2—2+...+m<2.

17. Neka je n € N. Izracunajte sumu

k 1 2 n

n
,;k4+k2+1=§+21+"‘+n4+n2+1

TezZi zadaci

18. Neka je niz (F,)n>0 Fibonaccijevi brojevi, odnosno Fy =0, Fy =1, Fy11 = F, + F,—1 za svaki
prirodan broj k. Neka je n € N. Dokazite da vrijedi
1 1 1

4+ ——4.. .+ =— <1
FF5  FyF, F, 1 Fhy

19. Izracunajte vrijednost izraza

(10% + 324)(22* + 324)(34* + 324)(46* + 324)(58* + 324)
(44 + 324)(16* + 324) (284 + 324)(40% + 324)(52% + 324)




20.

21.

22.

23.

24.

25.

Neka je n € N. Izracunajte sumu

6 62 6"
(3 _ 2)(32 _ 22) + (32 _ 22)(33 _ 23) +-.. (3n _ 2n)(3n+1 _ 2n+1) :

Neka je n € N, n > 100. Odredite produkt

ﬁk3—8_19 56 n3—8
se k8 35 727 nd 48
Neka je n € N, n > 100. Izrac¢unajte umnozak

(k2 +3k)2 (33+3-3)2 (43+3-4) (n® + 3n)?

oL kS—64 — 36-64 4664 T nb-6d "

Neka je n € N. Izracunajte sumu
"\ 7k + 32 <3>’c

Zk(k+2) \4

Neka je n € N. Izracunajte sumu

S el L
= k2 (k+1)2

Definiramo funkciju f : Q — R takvu da je

f-a)=~f@), f@+w=1 (L), Voyeqoyrl
Izradunajte
(@ )
> (i)
(v)
> 1 (5a)



N2: Simeon Stefanovié¢ - Diofantske jednadzbe

Predavanje

U ovome predavanju bavit éemo se raznim metodama rjeSavanja jednadzbi u 2 ili viSe nepoznanica
¢ija rjeSenja su u N ili Z. Jasno, u svakome zadatku biti ¢e viSe nepoznanica nego Sto je dostupnih
jednazdbi jer u protivnom postoje razne algebarske metode za rjeSavanja i one nam nisu zanimljive.
Jednadzbe koje promatramo zovu se Diofantske po gréckome matematicaru Diofantu, koji se njima prvi
bavio. Predavanje sadrzi mnostvo trikova od kojih je neke ¢itatelj mozda veé vidio, no ne sumnjam da
¢e neke koje ovdje vidi imati stalno urezano u sjecanje kada se sljedeéi put bude bavio Diofantskim
jednadZbama na natjecanjima.

Laksi zadaci
1. Rijesite u skupu prirodnih brojeva sljedeéu jednadzbu:

1,11
z 'y 13

2. Odredite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe: xy — y + 2x = 4

3. Odredite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe: 2% — 4y = 1995

4. U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu: a 4+ b+ ¢ = abc

5. Odredite sve parove cijelih brojeva z i y za koje vrijedi: 222 — 4z +y? + 1 = (z — 1)?

6. Odredite sva prirodna rjesenja jednadzbe: n? +n + 7 = m?

Umjereni zadaci
7. Odredi koliko postoji rjeSenja jednadzbe u skupu cijelih brojeva: 22 — zy — 2y = 18.

8. Rijesite u skupu prirodnih brojeva sljedeéu jednadzbu:
— 4 —-=—
r y

9. U cijelim brojevima rijesi jednadzbu: (m? + n)(m + n?) = (m + n)3.
10. RijeSite u skupu prirodnih brojeva sljedeéu jednadzbu:

1 1 1
-+ -+-=1
a b ¢

11. Dokazi da jednadzba 192% — 84y? = 1984 nema rjeSenja u cijelim brojevima.

12. Nadite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe 10z + 20y + 8zyz = 199923



Tezi zadaci

13.
14.
15.
16.
17.

18.

Nadi sve prirodne brojeve z i y takve da vrijedi 23 + 822 — 6z + 8 =3

Nadite sve parove prirodnih brojeva (z,y) takve da je 3 + 33 = (z + y)?

Odredi sve nenegativne parove cijelih brojeva (z,y) za koje je: (zy — 7)2 = 22 + ¢?
Pronadi sva cjelobrojna rjeSenja od: (z% +1)(y% + 1) + 2(z — y)(1 — zy) = 4(1 + zy)

Pronadi sva prirodna rjeSenja za 2° + (z + 1)3 + ... + (z + 7)® = y3. (Teza verzija: pronadi sva
cijelobrojna rjeSenja)

Dokazi da ako je n prirodan broj t.d. jednadzba:
3 -3z +y =n

ima rjeSenja u cijelim brojevima, tada ima barem 3 razli¢ita rjeSenja. Dokazi da jednadZzba nema
cijelobrojna rjesenja za n = 2981.



Predavanja za trecu grupu

C3: Vedran Cifrek - Indukcija

Predavanje

Uvod

Princip matematicke indukcije koristan je alat kod dokazivanja tvrdnji T'(n) koje ovise o n za sve
prirodne brojeve n € N. Kod dokazivanja matematickom indukcijom uz pretpostavku da Zeljena
tvrdnja vrijedi za neki proizvoljan prirodan broj n pokazujemo da tada nuzno vrijedi tvrdnja i za n+1.
Ono $to nam nedostaje je provjera da za neki prirodan broj tvrdnja stvarno vrijedi (ne pretpostavljamo,
nego izravno dokazujemo da vrijedi). Ako tvrdnju pokazujemo za sve prirodne brojeve, tada moramo
provjeriti tvrdnju za n = 1, a onda pokazati da ako vrijedi za neki n, mora vrijediti i za n+ 1. Bududi
da smo na pocetku pokazali da tvrdnja vrijedi za 1, zbog indukcije vrijediiza 1+1 =2 paza2+1 =3,
341 =4, itd. dok ne pokrijemo sve prirodne brojeve.

Formalno, matematicka indukcija sastavljena je od 3 dijela:

1. baza ( T'(1) ): pokaZemo da tvrdnja vrijedi za n =1
2. pretpostavka ( T'(n) ): pretpostavimo da vrijedi tvrdnja za neki n € N
3. korak indukcije ( T'(n + 1) ): koristeéi pretpostavku pokazujemo da tvrdnja vrijedi i za n + 1

Indukciju mozemo vizualizirati dominama, zamislimo da smo ih slozili u red i cilj nam je sve ih srusiti
jednim potezom. Za poéetak provjerimo mozemo li direktno srusiti prvu plocicu (baza indukcije). Onda
provjeravamo za svaki par uzastopnih domina jesu li dovoljno blizu, da ako jedna padne(prepostavka
indukcije) da ée i ona sljedeéa pasti(korak indukcije). Kad smo se u to uvjerili kad pogurnemo prvu
dominu, znamo da je druga dovoljno blizu pa ¢e i ona pasti, pa Ce i sljedeéa pasti i na kraju ée sve pasti.

Skup prirodnih brojeva se standardno definira tako da kaZzemo da je:

e 1 prirodan broj
o svaki prirodan broj ima sljedbenika

e prirodni brojevi su to¢no oni brojevi do kojih mozemo doéi uzastopnom primjenom operacije
sljedbenika na 1

Vidimo da je ovo zapravo preformulirani princip matematicke indukcije, jer ona kaze da ako tvrdnja
vrijedi za 1 te ako vrijedi za neki prirodni broj vrijedi i za sljedeéi, onda uzastopnom operacijom
sljedbenika mozemo doéi do svakog prirodnog broja, pa i dokazati tvrdnju za njega.

Lako se vidi da nema nekog posebno razloga zasto bi indukcija morala krenuti od 1, moze krenuti
od 0 ili od bilo kojeg drugog prirodnoj broja, samo trebamo pripaziti da je baza onda onaj prvi
broj, te da tvrdnja onda vrijedi za sve cijele brojeve koji su veéi jednaki tom prvom. Usput, nekad
je potrebno i u koraku indukcije koristiti da su brojevi za koje dokazujemo veéi jednaki tom pocetnom.



Zadaci

10.

11.

12,

13.

14.

. Dokazite da je suma kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednaka

1
. Dokazite da je —

. Dokazite da je 2" > n? za svaki prirodan broj n > 4.

n(n+1)(2n+1)
6 .

. Fibonaccijevi brojevi F,, za n € N U {0} definirani su rekurzivno na sljedeéi nadin: Fy = 0,

Fy =1, F,, = F—1 + Fy—2 za svaki prirodan broj n > 2. Dokazite da za svaki prirodan broj n
vrijedi Fﬁ —Fpy1 - Fpq = (-1)"L,

. Koliko je

1 1
—

i_i_ 4+ —7
1-2 3 n-(n+1)’

=N

1
. Neka je z realan broj takav da je  + — cijeli broj. Dokazite da je ™ + —- cijeli broj za svaki
x x

prirodni broj n.

. Na koliko najviSe podrucja n pravaca dijeli ravninu?

1
1 + 72 + .+ 2 < 2 za svaki prirodan broj n.

. Neka je m neparan prirodan broj. Zadano je m planeta(moZemo ih promatrati kao tocke u

ravnini) i na svakom od planeta je jedan astronom koji promatra najblizi planet tom planetu
(ne gleda planet na kojem se sam nalazi). Udaljenosti izmedu svih parova planeta su medusobno
razli¢ite. Dokazite da postoji planet kojeg ne promatra niti jedan astronom.

. Promotrimo sve neprazne podskupove od {1,2,...,n} koji nemaju uzastopnih brojeva. Za svaki

od njih pogledamo kvadrat produkta svih njegovih elemenata. DokaZite da je zbroj tih brojeva
jednak (n+1)! — 1.

Neka je n prirodan broj. Dokazite da je za svaki cijeli broj 0 < N < 2™ moguée pobojati
sve podskupove od {1,2,..,n} u jednu od dvije boje (crvenu ili plavu) tako da vrijede sljedeéa
svojstva:

¢ Unija svaka dva crvena skupa je crvena.
e Unija svaka dva plava skupa je plava.
¢ Crvenih skupova ima to¢no N.

Dokazite da vrijedi F,% + Fg_l = F5,_1 za svaki prirodan broj n.

Dokazite da se svaki prirodan broj n moZe na jedinstven naéin (do na poredak sumanada)
prikazati kao suma Fibonaccijevih brojeva u kojoj se svaki broj pojavljuje najviSe jednom te
nema uzastopnih Fibonaccijevih brojeva (Ako se pojavljuje F,,, ne mogu se pojaviti Fj,_; i
F, n+1)-

Neka je n prirodan broj. U pravokutnoj tablici dovoljno velikog formata je odabrano nekih n
¢elija. Dokazi da se tih n éelija moZe obojati u dvije boje(crvenu i plavu), tako da za svaki redak
i svaki stupac vrijedi: apsolutna razlika broja crvenih i broja plavih éelija u tom retku/stupcu
je najvise 1.

U sobi se nalazi n lampi, od kojih su neke povezane Zicama (Ako je lampa A spojena s lampom B,
lampa B je spojena s lampom A). Svaka lampa u nekom trenutku moze biti upaljena ili ugasena,
a na pocetku su sve ugaSene. U svakom koraku mozZemo pritisnuti gumb na bilo kojoj lampi i
to mijenja stanje te lampe i svih s kojima je ona direktno povezana Zicom (sve koje su upaljene
od njih postaju ugasene, a sve ugasene upaljene). Dokazite da postoji niz koraka nakon kojeg su
sve lampe upaljene.



G3: Patricija Dovijani¢ - Tetivni cetverokuti

Predavanje

Uvod

Definicija 5.2.1: Tetivni Cetverokut

Cetverokut kojem se moze opisati kruZnica zove se tetivni Cetverokut.

Znamo otprije da svakom trokutu mozZemo opisati kruznicu, no isto ne vrijedi i za cetverokute. Tetivni
cetverokuti su konveksni cetverokuti cija sva Cetiri vrha leze na istoj kruznici, tj. njihove stranice
ujedno su tetive iste kruznice. Vrlo cesto pokazZe se korisnim u zadacima prepoznati tetivne cetverokute
i koristiti njihova svojstva s kojima ¢emo se danas upoznati. Prisjetimo se najprije nekih vaznih teorema
vezanih za kruznicu:

Teorem 5.2.2: O obodnom i sredisnjem kutu

Sredisnji kut kruznice dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta.

Teorem 5.2.3: Obodni kutovi

Obodni kutovi nad istim lukom kruZnice su jednaki. Obodni kutovi nad suprotnim lukovima su
suplementarni.

Teorem 5.2.4: Talesov teorem
Svaki obodni kut nad promjerom je pravi.

Vrijedi i obrat Talesovog teorema: ako je Aﬂ)roizvoljna duzina, tada je skup svih tocaka T takvih
da je ZAT B pravi kut kruZnica s promjerom AB.

Teorem 5.2.5: O kutu izmedu tetive i tangente

Kut izmedu tetive kruZnice i tangente na tu kruznicu u jednoj od krajnjih tocaka tetive jednak je
obodnom kutu nad tom tetivom.

Takoder, vrijede ove (vrlo) korisne tvrdnje:

Teorem 5.2.6: Neke korisne tvrdnje o trokutu i kruZnici

1. Simetrala kuta i simetrala nasuprotne stranice trokuta sijeku se na opisanoj kruznici tog
trokuta.

2. PoloviSta stranica trokuta i noZiSta visina trokuta leZe na istoj kruznici. (Na toj kruZnici jo$
leze i polovista duzina AH, BH i CH, gdje je H ortocentar trokuta ABC'. Ta kruZnica zove
se Feuerbachova kruZznica ili kruznica 9 tocaka.).

3. Osnosimetricne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leZe na opisanoj kruznici tog
trokuta.

4. Centralnosimetri¢ne slike ortocentra s obzirom na polovista stranica trokuta leZe na opisanoj
kruznici tog trokuta.



Dokazi ovih tvrdnji jako su lijepo objasnjeni u obliku videa u sklopu MNM on-line predavanja Tetivni
cetverokuti, zadaci 4, 5, 6 i 7. Znam da nitko ne voli zadace, ali zaista vam toplo savjetujem da ih
proucite za domacu zadacu jer vam neée oduzeti puno vremena, a znaju se koristiti u zadacima,
pogotovo u kombinaciji s tetivnim céetverokutima. Neéemo se baviti ovim tvrdnjama na danaSnjem
predavanju, ali dobro je susresti se s njima §to ranije bar na informativnoj razini i da vam potaknu
znatizelju :)

Sada smo spremni krenuti s tetivnim Cetverokutima!

Teorem 5.2.7: Karakterizacije tetivnog Cetverokuta

Sljedecée tvrdnje su ekvivalentne (dakle, ako vrijedi bilo koja od njih, tada vrijede i sve ostale):

éetverokut ABCD je tetivan

o simetrale stranica ¢etverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki (koja je tada srediSte njemu
opisane kruZnice)

o LABC + ZADC = 180°

e /BCD + /DAB = 180°

e« /ABD =/ACD

« /ADB=/ACB

e /BAC =/BDC

e L/CAD = /ZCBD

e |AC|-|BD|=|AB|-|CD|+ |BC|-|AD|. (Ptolomejev poucak)

Sada éemo zajednickim snagama rijesiti par uvodnih zadataka, a onda se bacamo na posao :)

1. Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC' te neka su D i E noziSta okomica iz tocke I
na stranice BC i AC tim redom. Dokazite da je Cetverokut IECD tetivan.

2. Neka je S srediste kruznice k, a AB jedan njen promjer. Neka su P i Q tocke na istom luku AB.
Oznacimo s M sjecisSte pravaca AP i BQ, te s N sjeciSte pravaca AQ i BP. Dokazite MN L AB.

Hint: Talesov teorem o obodnom kutu.

3. Neka je ABCD tetivan Cetverokut takav da je trokut ABD jednakostranican. Dokazite da je
|AC| = |BC| + |CD|.

Hint: Ptolomejev poucak.



Laksi zadaci

1.

Dokazite teorem o kutu izmedu tetive i tangente: neka je dan trokut ABC' u ravnini i tangenta
na njegovu opisanu kruznicu u tocki B. Treba dokazati da je tada kut izmedu tangente i tetive
BC jednak obodnom kutu /BAC.

. Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC, te neka je N noziSte visine iz

vrha A. Dokazite da je /ZBAN = ZCAO.

. Neka se simetrale kutova cetverokuta ABCD sijeku u tockama E, F, G i H. Dokazite da je

éetverokut EFGH tetivan.

. Tocke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE. Odredite ZABC + ZCDE.

. Neka je D no¥iste visine iz vrha A trokuta ABC te neka su E i F nozi$ta iz D na stranice AB

odnosno AC. Dokazite da je etverokut BCFE tetivan.

. Jednakokra¢ni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruznicu k. Neka je D tocka na osnovici

| BC| tog trokuta, ki kruZnica opisana trokutu ABD, i E toc¢ka na kruZnici k;. Pretpostavimo
da pravac AFE sijeCe kruZnicu k u tockama A i F' tako da F leZi izmedu A i E. Ako se pravci
DE i BF sijeku u toéki G, dokazite da vrijedi |[EG| = |GF|.

Tezi zadaci

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Dan je tetivni ¢etverokut ABCD. Simetrala duzine BC sijece duzinu ABu tocki E. Kruznica
koja prolazi tockom FE, vrhom C' i poloviStem F' stranice BC sijece duzinu CD u tocki G.
Dokazite da su pravci AD i F'G medusobno okomiti.

. Dan je siljastokutan trokut ABC u kojem vrijedi |AC| > |AB|, a tocka O je srediSte opisane

kruznice. Simetrala kuta Z/C AB sijece stranicu BC u tocki D. Pravac okomit na pravac AD koji
prolazi kroz tocku B sijece pravac AO u tocki E. Dokazite da tocke A, B, D i E leze na istoj
kruznici, tj. te tocke su konciklicke.

. Neka je CH visina §iljastokutnog trokuta ABC), a tocka O srediSte njemu opisane kruznice. Ako

je T noziste okomice iz toc¢ke C na pravac AO, dokazite da pravac T'H prolazi polovistem duzine
BC.

U trokutu ABC vrijedi ZCAB = 50° i ZABC = 60°. Na stranici AB nalazi se tocka D, a na
stranici BC tocka E tako da je ZCAE = ZACD = 30°. IzraCunajte mjeru kuta Z/CDE.

Neka je ABC siljastokutan trokut takav da je |BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijece stranicu
BC u tocéki P, a pravac AC u tocéki Q). Tocka R je noziSte okomice iz tocke P na stranicu AC, a

tocka S je noZiste okomice iz tocke @) na pravac BC. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu
AB.

U trokutu ABC vrijedi |AB| < |BC| = |CA|. Tocka M nalazi se EE tako da je |AM| =
2|BM|. Neka je F poloviste duzine BC, te neka je totka H na AF tako da su MH i AF
medusobno okomiti. Dokazite da tada vrijedi /ZBHF = ZABC.

Tocka M dana je kao sjecisSte dijagonala tetivnog éetverokuta ABCD, pri ¢emu je kut LZAMB
Siljast. Neka je toCka K izvan cetverokuta ABCD takva da je trokut BCK jednakokracan s
osnovicom BC'i da vrijedi ZKBC+ ZAM B = 90°. DokaZzite da su pravci KM i AD medusobno
okomiti

U trokutu ABC, udaljenost vrha A od ortocentra H jednaka je udaljenosti vrha A od sredista
trokutu opisane kruznice O. Odredite veli¢inu kuta u vrhu A.



A3: Lucija Reli¢ - KAGH

Predavanje

Uvod

Definicija 5.3.1: Sredine za n brojeva

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su z1, x3, ..., £, pozitivni realni brojevi. Tada definiramo

e aritmeticka sredina
itz t...+ 2,

A
n
o geometrijska sredina
G= Y1 20 ... Ty,
e harmonijska sredina
n
H= 1 1
ot Tt

e kvadratna sredina

Teorem 5.3.2: KAGH nejednakost

Za gore definirane sredine vrijedi

Jednakost se postize za x1 = x2 = ...

Il
8
3

Napomena 5.3.3

Najéesce se koristi nejednakost A > G, dok su ponekad korisne K > Ai A> H.

Primjer 1. Dokazite da za svaki pozitivan realan broj z vrijedi

T+ —2>2

T

1
5

1 z4+ 1 [1
r+-—=2- L >20/x-—=2.
T 2 T

Rjesenje 1. Primjenjujemo A-G nejednakost na x i

Zadatak 2. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc

RjeSenje 2. Zadatak rjeSavamo primjenom A-G nejednakosti na svaki od faktora. Po A-G nejednakosti
vrijedi:

b b
oovah, fxvhe  Lfrva




> a+b>2Vab, b+c>2Vbe, c+a>2ca

Kada pomnozimo sve 3 nejednakosti dobijemo trazeni izraz
(a+b)(b+c)(c+ a) > 2Vab- 2vbc - 2y/ca = 8abe
Sto je trebalo dokazati. O

Teorem 5.3.4: CSB nejednakost

Neka je n € N i neka su x1,x2,...%n,Y1,Y2, - - - Yo realni brojevi. Tada vrijedi
@+ 4+ + 2R +v3 + .. +yn) = (@Y1 + 2oy + -+ Tayn)?

Jednakost se postiZe ako i samo ako su nizovi z; i y; proporcionalni (u sluéaju da niti jedna varijabla
nije jednaka nuli, to znaéi da postoji k > 0 takav da je y; = kz;, Vi € {1,2,...n}).

Laksi zadaci

1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite da vrijedi:

b
2i24S>3
b ¢ a
2. Dokazite da za svaki realan broj a vrijedi
a®+a® —4a*+a%+1 >0
3. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

b 2 s bt
c b a

4. Neka su z,y realni brojevi takvi da vrijedi 22 + y? = 1. Dokazite da za takve brojeve vrijedi
—V2<z+y<V2
5. DokaZite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

a®?+ b +c%>ab+bec+ac

6. DokaZi da za sve pozitivne brojeve a,b € R i n € N vrijedi nejednakost:

() () 2

7. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve p, ¢ vrijedi
@ +p+1)(¢* +g+1) > 9pq
8. Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b vrijedi:
ab® +a’b < a* + b
9. Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:
(a4 b+ c)abe < a* +b* + 4.

10. Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:
a® ¥

244> .
bc+ac+ab_a+b+c

1 >n+1 ( 1>n
1 >(14+—-) .
( +n+1 - +n

11. DokaZite nejednakost:




Umjereni zadaci

12. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve x,y za koje vrijedi z + y = 1 vrijedi i nejednakost

(1)1 1)2s

13. (Nesbittova nejednakost) DokazZite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

a N b n c >§
b+c c+a a+b 2

14. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d vrijedi

a+b+c+d>
b+c¢c c¢c+d d+a a+b—

2

15. Neka su a, z1, Z2, ..., T, pozitivni realni brojevi i n > 2. Dokazi da vrijedi

a®1—%2 a%2—3 a®r—1 n2

+ et > .
1 +x2 T2+ T3 Tn+ o1~ 2(x1 + .+ T0)

16. Neka su a i b duljine kateta pravokutnog trokuta, a ¢ duljina hipotenuze. DokaZi da vrijedi

(1+§) (1+§) >34 2v/2.

17. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. DokaZite da vrijedi:

a n b n c <1(1+1+1>
a+b  b+c2 c+a? " 4\a b ¢/

Tezi zadaci

18. Dokazi da za trokut sa stranicama a, b, c i povr§inom S vrijedi

a? + b2 + 2 > 48V3.

19. (IMO Shortlist 2001.) Neka su z1, 3, ..., Z, po volji odabrani pozitivni realni brojevi. Dokazi da
vrijedi:

1 T2 Tn
<+/n.
1+x%+1+x%+x§+ +1+x%+...+x% v

20. (IMO 2001. Zad 2.) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi nejednakost

a n b n C >
Va2 +8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab




N3: Adian A. Santos Sepci¢ - Kongruencije

Predavanje

Uvod

Modularna aritmetika je drugaéiji nacin razmisljanja o tome Sto su jednadzbe. U njoj definiramo od-
nos koji je slican odnosu jednakosti u kojem promatramo sve prirodne brojeve koji daju isti ostatak
pri dijeljenju s nekim brojem n kao da su na neki nadin jednaki (kaZemo da su kongruentni modulo
n). Razlog zaSto ovo ¢inimo je zato Sto se pri koriStenju operacija poput zbrajanja i mnoZenja u ovom
sustavu svi brojevi koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa n ponasaju potpuno jednako, $to moze biti
korisno u svrhu dokazivanja mnogih tvrdnji u teoriji brojeva i u svrhu brzeg izracunavanja prije na-
vedenih ostataka.

Definicija 5.4.1: Kongruencija dva cijela broja

a=Db (mod n)
Za cijele brojeve a,b i prirodan broj n, a = b (mod n) ozna¢ava tvrdnju da a i b daju isti ostatak
pri dijeljenju sa n, to jest tvrdnju da postoji neki cijeli broj k takav da a = kn + b.

npr. 23 = 7 (mod 4), jer 23 i 7 oboje daju ostatak 3 pri dijeljenju sa 4. Zbog toga postoji k
takav da 23 = 4k + 7. Konkretno, vrijedi 23 =4-4 + 7.

Lema 5.4.2: Pravilo zbroja

Ako a =c¢ (mod n) i b=d (mod n), tada vrijedi a + b = c+ d (mod n)

Dokaz. Po definiciji 1.1, a = kin + ¢, b = kan + d za neke cijele brojeve ki, ko.

= a+b=(kin+c)+ (kan+d) = (k1 + k2)n + (c + d)

= Kako je (k1 +k2)n djeljiv sa n, a+b i c+d daju isti ostatak pri dijeljenju sa n, to jest a+b=c+d
(mod n). O

Lema 5.4.3: Pravilo umnoska

Ako a=c (mod n)ib=d (mod n), tada vrijedi a - b= c-d (mod n)

Dokaz. a = kin + ¢, b = kan + d za neke cijele brojeve k1, ko.

= a-b=(kin+c)(kan+d) =kin-d+c-kan+ kin-kan+ cd

= a-b=(kid+ cka + kiken)n+c-d

= Kako je (ki1d + cka + k1kon)n dijeljiv sa n, desna strana daje isti ostatak pri dijeljenju sa n kao
c-d,tojest a-b=c-d (mod n). O



Laksi zadaci

1. Broj n nije djeljiv niti s 2 niti s 3. DokaZi da 24|n? — 1.
2. Za prirodne brojeve a,b,c vrijedi a? + b? = c2. Dokazi da je jedan od ta 3 broja djeljiv s 3.
3. Neka je n prirodan broj. Ako je zadnja znamenka broja 3" jednaka 1, dokazi da je n djeljiv sa 4.

4. Odredi posljednju znamenku broja 77.

Umjereni zadaci

5. Ivan i Novak igraju igru u kojoj naimjeni¢no zapisuju brojeve na plocu. Ivan je prvi na potezu i
svaki put kad je na redu zapiSe zbroj posljednja 2 zapisana broja (z + y), a nakon toga Novak
zapiSe umnozak posljednja dva zapisana broja uveéan za 1 (zy + 1). Na poéetku je na plo¢i

. . I Novak_ . I Novak_ ,, I Novak
zapisan broj 0, a nakon toga 1 (0 — 1 —=% 1 =225, o 200, 3 9000, 7 090 10 =225 ).

(a) Dokazi da ée posljednja znamenka svakog broja koji Ivan zapiSe biti 0, 1 ili 3.
(b) Dokazi da Novak nikada neée zapisati broj djeljiv s 3.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da 11|3™ + 4™.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da 711+ 3™ 4+ 2" 4+ 6™ + 4™ 4 5".

Odredi posljednju znamenku broja 77" (Napomena: 77 = 7)) 7T £ (7).

© ® N @

Za, svaki pojedinacan cijeli broj a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m vrijedi da je ili djeljiv s 4 ili neparan i
vrijedi:
A2+ +E+d+eE+ PP =R+ + 2+ 4+ +m?

Dokazi da a,b,c,d,e,f,g nisu svi neparni.

Tezi zadaci

10. Odredi sve prirodne brojeve n takve da 31[4"™ + 7™ + 20™.

11. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (x,y,z) takve da 45% — 6Y = 2019%.

12. Neka za prirodne brojeve a,b,c vrijedi a? + b?> = 2¢. Dokazi da je ¢ neparan.
13. Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a,b,c takvi da a? + b? = 7°.

14. Odredi sve trojke nenegativnih cijelih brojeva (a,b,c) takve da a! + 5° = 7¢.

15. Odredi sve prirodne brojeve n takve da postoje prirodni brojevi a i b takvi da 2" + 3% = 5°.
(Pazi: TraZe se samo brojevi n za koje postoje takvi a i b, a ne nuzno sve trojke (n,a,b).)



Predavanja za cCetvrtu grupu

C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Predavanje

Uvod

Osnovna ideja dvostrukog prebrojavanja je prebrojati broj elemenata istog skupa na dva razlicita
nacina. S obzirom da se radi o istom skupu, dobiveni rezultat mora biti jednak neovisno o nacéinu
brojanja, pod pretpostavkom da smo ispravno brojali.

Tako, primjerice, mozemo dokazati jednakost neka dva izraza ili dokazati da neka konstrukcija nije
moguéa (u slucaju kada jednakost koju dobijemo prebrojavanjem na dva razlifita nacina ne moze
vrijediti - rije¢ je zapravo o metodi dokazivanja kontradikcijom).

Primjer 1. Zbrajamo li brojeve u tablici, dobit éemo isti rezultat zbrojimo li prvo brojeve po svim
retcima te zatim zbrojimo dobivene sume, kao i ako prvo zbrojimo brojeve po stupcima.

Primjer 2. Na nekom natjecanju svaki ucenik rijesio je to¢no tri zadatka, a svaki zadatak rijesilo je
toc¢no troje ucenika. Dokazi da su broj ucenika i broj zadataka jednaki.

Rjesenje 2. Prebrojimo broj ukupnih to¢nih rjeSenja zadataka. Ta vrijednost jednaka je zbroju broja
udenika koji su rijesili neki zadatak (za svaki zadatak), kao i zbroju broja zadataka koji su rijesili
ucenici (za svakog ucenika).
Oznadimo broj ucenika sa x, broj zadataka s y, a broj to¢nih rjesenja sa S.
Tada imamo:

S = 3z svaki ucenik je to¢no rijesio po 3 zadatka

S = 3y svaki zadatak je toc¢no rijesilo 3 ucenika,
iz cega slijedi:
3r=3y = =y

S$to je i trebalo dokazati.



Laksi zadaci

1. Na zabavi od 11 ljudi svatko tvrdi da se rukovao s to¢no 5 drugih ljudi. Pokazi da netko laZe.

2. U nekom drustvu treéina svih penzionera su Sahisti, a éetvrtina svih Sahista su penzioneri. Ima
li u tom drustvu viSe Sahista ili penzionera?

3. Dokazi sljedeée identitete kombinatornim argumentom. (Nadi kombinatornu interpretaciju lijeve
i desne strane).

@) (3) = (a2p)
®) ("F) = (") + ()
() k(%) =n(r27)

4. 15 ucenika sudjeluje na ljetnom kampu. Svaki dan troje od njih ¢iste u¢ionicu nakon predavanja.
Kamp traje k dana, a svaki par ucenika zajedno Cisti ucionicu toéno jednom. Odredi k.

5. Udruga kusaca vina "Umjereni vinoljupci' ocjenjuje kvalitetu ukupno n vrsta vina tako da u
kusanju sudjeluje to¢no n kusaca i da svaku vrstu vina proba toc¢no 4 kusaca. Koliki je najmanji
n ako je uvjet da ne postoji par vina kojeg je kuSao par istih kusaca?

6. Dokazi sljedeée identitete kombinatornim argumentom. (Nadi kombinatornu interpretaciju lijeve
i desne strane)

@ () (7)) =) )
(b) ko (3) =27

(c¢) Izradunajte sumu: Y r_p (7)(7)

Tezi zadaci

7. Na matematickom natjecanju sudjeluje 200 ucenika. Natjecanje se sastoji od 6 zadataka, i svaki
zadatak rijesilo je barem 120 ucenika. Dokazi da postoje dva ucenika takva da je svaki zadatak
rijeSio barem jedan od njih.

8. Oznadimo s py broj permutacija skupa {1,2,...,n} sa to¢no k fiksnih tocaka (i je fiksna tocka
ako se broj 7 nalazi na i-tom mjestu u permutaciji). Dokazi da vrijedi p; + 2p2 + ... + np, = nl.

9. Dana je 3 x 7 ploca u kojoj je svako polje obojano plavo ili crveno. DokaZi da postoje 2 reda i 2
stupca (ne nuzno za redom) ¢iji presjeci daju 4 polja iste boje.



G4: Borna Banjanin - Potencija tocke

Predavanje

Uvod

Meni se zaista ne da pisati neki poseban uvod, a vjerujem i da se vama ne da ¢itati, tako da odmah
kreé¢emo na formalnu definiciju potencije tocke:

Teorem 6.2.1: Potencija tocke na kruZnicu
Dana je kruznica k i proizvoljna tocka T'.

1. Vrijednost Powy(T) je pozitivna, jednaka nuli ili negativna ovisno o tome nalazi li se tocka
T izvan kruZnice, na njoj ili unutar nje.

2. Ako pravac p, na kojem se nalazi tocka T, sije¢e kruznicu k u dvije razlicite tocke (A i B),

onda vrijedi:
Pow(T) = |TA| - |TB|

3. Ako je tocka T izvan kruZnice k, a pravac p, na kojem se se nalazi tocka T, je tangenta na
kruZnicu & u tocki A, onda vrijedi:
Powy(T) = |TA|?
Sto to zapravo znadi?

Napomena 6.2.2: Potencija toc¢ke na kruZnicu (neformalno)

|TA|-|TB|=|TC|-|TD| |TA|-|TB| = |TC|-|TD| = |TE?

Sve ovo se moze dokazati jednostavnom sliénoséu trokuta tako da to prepuStam citatelju.

Teorem 6.2.3: Obrat

Neka su A, B, C i D razlicite tocke u ravnini i neka je tocka T presjek pravaca AB i CD. Ako
vrijedi |T'A| - |TB| = |TC|-|TD| onda su A, B, C i D koncikli¢ne.

Obrat je (ocito) jako koristan u dokazivnaju tetivnosti. Ako u nekom zadatku treba dokazati da 4 (ili
viSe) toCaka lezi na istoj kruznici, a angle chase-om se to ne moZe dobiti, obrat poucka o potenciji
tocke na kruznicu ée vjerojatno biti zadnji korak u dokazu.



Definicija 6.2.4: Radikalna os

Za, dvije nekoncentri¢ne kruznice, k; i ko, radikalna je os skup svih tocaka P za koje vrijedi:
Powy, (P) = Pow, (P)

Teorem 6.2.5: Radikalna os

Za, dvije nekoncentri¢ne kruznice, k1 i ko, Cija su sredista S i S, radikalna je os pravac okomit na
duzinu S;1S2. Za kruZnice koje se sijeku u tockama A i B, radikalna os je pravac AB, a za kruZnice
koje se diraju u tocki C, radikalna os je njihova zajednicka tangenta u C.

Gornji se teorem dokazuje smjestanjem skice u koordinatni sustav. To necu pokazati ovdje, ali mozete
probati dokazati nekad kasnije.

Korisnu primjenu radikalne osi mozemo vidjeti na ovom primjeru:

Primjer 1 (Radikalna os).
Pravac AB je radikalna os kruznica k; i k2. To znaci da tocka T, koja je na pravcu AB ima jednaku
potenciju na obje kruznice. Odnosno:

Powy, (T') = Powya(T)
|TC|-|TD|=|TE|-|TF|
I sada, prema Teoremu 1.3., moZemo zakljuéiti da tocke C, D, E i F leZe na istoj kruznici.

Iz ovog jednostavnog primjera se lijepo vidi na koji nac¢in mozemo koristiti poucak o potenciji tocke
na kruznicu, njegov obrat i radikalne osi.

Teorem 6.2.6: Radikalno srediste

Za, tri kruznice, takve da svake dvije imaju radikalnu os i sve tri radikalne osi su razli¢ite i nisu
usporedne, vrijedi da se sve tri radikalne osi sijeku u jednoj tocki, a ta se tocka naziva radikalno
srediste.

Gornji teorem se ne pojavljuje toliko ¢esto u natjecanjima organizacije AZOO-a, ali svakako ga je
bitno zapamtiti. Uglavnom se koristi kada Zelimo dokazati da neka tri pravca prolaze istom tockom.



Pregame

1.

U kvadrat ABCD, stranice duljine 10, upisana je kruZznica k. Neka je M poloviste duzine AB.
Neka je E presjek duzine MC i k, razlicito od M. Koliko iznosi duljina duzine CE?

. Zadana je kruznica k sa srediStem u tocki O i tetiva BD te kruZnice duljine 8. Na toj tetivi

odabrana je tocka E takva da vrijedi | DE| = 3. Tocka C lezi na pravcu OF i kra¢em luku BD,
a vrijedi |[EC| = 1. Koliko iznosi polumjer kruznice?

. Neka je ABC trokut za kojeg vrijedi |AB| < |AC| i |ZBAC| = 45°. Tangente na opisanu

kruznicu tog trokuta u tockama B i C sijeku se u to¢ki D. Tocka E je presjek pravaca AC i BD
te vrijedi |[FA| =3 i |AC| = 8. Odredi |DB|.

. Tocke E, F i G su redom polovista stranica |CD|, |DA| i |AB| paralelograma ABCD. KruzZnica

opisana trokutu EDF' dira pravac AB u tocki G. Odredi omjer stranica danog paralelograma.

Visoki start

5.

9.

M

10.

11.

12.

13.

14.

Tocka P je poloviste duzine AB duljine 2. Neka je T diraliSte tangente iz tocke A na kruznicu
promjera PB. Odredi |PT)|.

. Neka su k; i ko dvije kruznice koje se sijeku u P i Q. Zajednicka tangenta od ki i ko ih dira u

to¢kama A i B redom. Dokazi da pravac PQ prolazi kroz poloviste duzine AB.

. Neka su p i q dva paralelna pravca. KruZnica k sijeCe ¢ u to¢kama B i C, a dodiruje p u tocki

A. Neka je T toCka na p takva da T'B i TC sijeku kraci luk AC' u tockama K i L redom. Dokazi
da KL prolazi polovistem duZine AT

. Neka su k; i ko kruznice s promjerima AP i AQ. Neka su T, Q' i P’ redom sjecista: ki i ko, k1 i

AQ te ko i AP. Kruznica k3 prolazi kroz T', P i P, a k4 prolazi kroz T, Q i @Q'. Dokazi da je A
na radikalnoj osi od k3 i k4.

Dokazi, uz pomo¢ znanja o radikalnim osima i radikalnom srediStu, da postoji ortocentar trokuta.

d

Tocka C je odabrana na polukruZnici s promjerom AB. D je poloviste luka AC, a E je noziste
okomice iz D na BC'. Tocka F je presjek pravca AE i polukruznice. Dokazi da se poloviSte duZine
DE nalazi na pravcu BF.

Neka su BD i CE visine Siljastokutnog trokuta ABC. KruZnica promjera AC sijete BD u'F, a
kruznica promjera AB sijete CE u G i CE ponovno u H. Ako je |ZGHF| = 12°, koliko iznosi
|ZFGA|?

Na stranicama AB i AC §iljastokutnog trokuta ABC nalaze se  tocke P i Q redom, tako da su
pravci BC i PQ paralelni. Dokazi da se kruZnice s promjerima BQ i C'P sijeku na pravcu kroz
A, okomitom na BC.

Dan je siljastokutan trokut ABC's teziStem T. Neka je C'N njegova visina, CP njegova teZisnica,
a K poloviSte te teziSnice. Simatrala duzine C'P sije¢e AB u L. Opisana kruznica trokuta LNT
sijeée CP u T i M. Dokazi da AK raspolavlja duzinu BM.

Neka, upisana kruznica trokuta ABC dira BC, AC i AB redom u D, E i F. Neka je Y1, Ys, Z1,
Zy i M polovista duzina BF, BD, DC, CE i BC redom. Kona¢no, neka je X presjek Y1Y5 i
Z1Z5. Dokazi da je X M okomito na BC.



SZM

15.

16.

17.

18.

Tocka H je ortocentar trokuta ABC'. Definiramo tocke A; i Az kao sjecista pravca BC' s kruz-
nicom koja prolazi kroz H, a srediSte joj je poviste duzine BC. Analogno definiramo By, Bs, C4
i Cy. Dokazi da tih 6 tocaka leZi na istoj kruznici.

Neka su A, B, C i D kolinearne tocke koje leze na pravcu u tom poretku. Kruznice promjera
AC i BD sijeku se u tockama X i Y. To¢ka Z je dana kao presjek pravaca XY i AB. Neka je
P tocka na duzini XZ razli¢ita od X i Z. CP sijefe kruznicu promjera AC u M, a BP sijece
kruznicu promjera BD u N. Dokazi da se AM, DN i XY sijeku u jednoj tocki.

Neka je ABCD paralelogram s |AC| = |BC|. Neka je P tocka na pravcu AB takva da B lezi
izmedu A i P. Opisana kruZnica trokuta ACD sije¢e duzinu |PD| u tocki Q, razli¢itoj od D.
Opisana kruZnica trokuta APQ sijeCe duzinu PC u tocki R, razli¢itoj od P. DokaZi da se pravci
CD, AQ i BR sijeku u istoj tocki.

Upisana kruZnica trokuta ABC' dodiruje pravce AB i AC u to¢kama Z i Y, redom. Neka je G
tocka u kojoj se sijeku pravci BY i CZ i neka su R i S takve da BCY R i BC'SZ paralelogrami.
Dokazi da je |GR| = |GS)|.



A4: Adian A. Santos Sepci¢ - CSB

Predavanje

Uvod

Cauchy Schwarz Bunyakovsky nejdnakost ili skra¢eno CSB nejednakost je nejednakost koja je ozlogla-
Sena kao jedan od najkoriStenijih matematickih alata u natjecateljskoj matematici. No, zasto kazem
ozloglasena? Zato $to ono Sto se dogodi kada neki malo napredniji teorem bude koristan za natjecanja
je to da ga natjecatelji uzimaju zdravo za gotovo, bez da uistinu razumiju njegov dokaz i posebnost
istoga.

Moje misljenje je da ovakve stvari ne treba uzimati zdravo za gotovo, jer kada god primjenjujem neki
komadi¢ matematike iza kojeg ne razumijem ideju, rjeSavanje postane nekako demotivirajuée (napri-
mjer u natjecateljskoj geometriji). Zato vam Zelim pokazati ljepotu jednog od mnogih dokaza ove
mo¢ne nejednakosti.

No, ako Zelite samo odmah rjesavati zadatke, to je isto u redu. Ovaj uvodni dio sa apstraktnim doka-
zima je samo za one koji stvarno to Zele, a ostali mogu samo iskoristiti oznacene teoreme kao Salabahter
pri rjesavanju.

Preporuceni nacin rada
Preporu¢am da si date izmedu pola sata i sat da rijesite zadatke iz uvoda (drugi zadatak je standar-

inspiraciju dokaza Iz vedra neba mozda procitajte kasnije, jer zahtjeva dosta vremena i koncentracije
za kvalitetno razumijevanje. To procitajte ako vas zanima ideja iza strukture zadatka 1 i dublji razlog
zaSto je CSB nejednakost toliko primjenjiva koliko jest.

Napomena: Citanje dijela Iz vedra neba pretpostavlja funkcionalno razumijevanje zadatka 1 koje
je najbolje stedi vlastitim rjeSavanjem.

Zadatak 1. Neka su a1, az, ...an, b1, ba, ...b, realni brojevi. Promotrimo idué¢u kvadratnu jednadZbu:
(12 4 b1)% + (agz + b2)2 + ... + (anz + b,)2 =0
a) Dokazi da diskriminanta ove kvadratne jednadZbe nije pozitivna
b) Dokazi da vrijedi:

(a2 + a2 + ...a2) (b2 + b2 + ...b2) > (a1b1 + agbs + ...anby)?

c) Dokazi da jednakost lijeve i desne strane navedene nejednadzbe vrijedi jedino akoa; = a3 = ... = a, =0
ili ako za neki realan broj ¢ vrijedi:

ait+by =ast+by=..=a,t+b,=0

Napomena: Svaku jednadzbu oblika ax?+ bz +c = 0 gdje su a, b, ¢ realni brojevi u kontekstu zadatka
smatramo kvadratnom, éak i ako a = 0, a diskriminantu uvijek definiramo kao b? — 4ac.

Rjesenje 1.

a) o Akoaj=az=..=a,=0
Sada se kvadratna jednadzba svodi na:

b2+ b3+ .02 =0



Kako su prve dvije konstante ove kvadratne jednadzbe jednake nula, tako je i sama diskri-
minanta jednaka nula.

e Ako postoji neki a; # 0
Pretpostavimo sada da je diskriminanta pozitivna. To znaci da postoje dva razlicita realna
rjeSenja x1, x2:
(a1z1 + b1)? + (a1 + b2)? + ... + (@nz1 + by)2 =0
(ala:g + b1)2 + (GQ.'EQ + b2)2 + ...+ (anl‘g + bn)2 =0

Kako je rije¢ o zbroju kvadrata realnih brojeva, svaki od ¢lanova zbroja mora biti jednak
nula, pa tako i lanovi (a;z1 + b;)? i (a;m2 + b;)?. Stoga dobivamo:
b

b;
azx12+b—0=>x12———=>w1—:c2 —
a;

No, 1 = x2 dovodi do kontradlkcue Sto znadi da diskriminanta doista ne moZe biti pozi-
tivna.

b) Ovu kvadratnu jednadZbu moZemo napisati na iduéi naéin:
(a2 + a3 + ...a2)x% 4 2(a1b1 + agba + ...anbp)z + (B3 + b3 +..62) =0
To znaci da je diskriminanta ove kvadratne jednadZbe jednaka:
4(a1by + agbg + ...anbn)? — 4(a? + a3 + ...a2) (b3 + b3 + ...b2)
Kako iz (a) dijela zadatka znamo da diskriminanta ne moze biti pozitivna, iz ovoga slijedi:

(a% + a2 + ...ai)(b% 24 b2) (a1b1 + agbs + .. anbn)2

¢) Ova nejednakost trivijalno vrijedi ako a1 = as = ... = a,, = 0, stoga je dovoljno rijesiti slucaj gdje
postoji neki a; # 0. Tada ée diskriminanta 4(a1by +agba+...anbn )2 —4(a?+a2+...a2) (b2 +b2+...b2)
biti jednaka nula ako i samo ako pocetna kvadratna jednadzba ima tocno jedno realno rjesenje
t:
(a1t + b))% + (agt + b2)2 + ... + (ant +b,)2 =0

No, kako je rije¢ o zbroju kvadrata realnih brojeva, da bi njihov zbroj bio nula, oni svi moraju
biti jednaki nula, to jest

ait+by =agt+by=..=a,t+b,=0

Teorem 6.3.1: CSB nejednakost
Za sve realne brojeve aq, as, ...ay,, b1, ba, ...b, vrijedi:
(a2 + a3 + ...a2) (b2 + b3 + ...b2) > (a1b1 + agbs + ...anby)>
Jednakost se postize jedino ako:
a) ag=as=..=a,=0
b) Postoji neki realan broj t takav da ait + by = ast + by = ... = apnt + b, =0

Ako su varijable razli¢ite od nula, moZemo izbjeéi komplikacije nemoguénosti dijeljenja s nulom i svesti
uvjet jednakosti na puno praktic¢niju tvrdnju, jer vrijedi idude:

b1  be b, :
a1_a2_“ _an_
Znaci, vrijedi a1 : a2 : ... 1@y, = b1 : by 1 ... 1 by

Kada tako rascistimo uvjet jednakosti, ono $to dobivamo je zapravo dolje naveden teorem.



Teorem 6.3.2: Slucaj jednakosti u CSB za brojeve razli¢ite od nula

Ako za realne brojeve a1, asg, ...ay, b1, bo, ...b, razliite od nula vrijedi jednakost:
(a2 4+ a2 + ...a2) (b2 4+ b2 + ...b2) = (a1b1 + agbs + ...anby)?

Tada vrijedi:
a1:ag:...:a,=>by:by:...: b,

Iz vedra neba.
...Promotrimo iduéu kvadratnu jednadbu: (a;z + b1)? + (azx + b2)? + ... + (anz + b,)? = 0...

Ako ste rijesili ovaj zadatak ili cak ako ste ga samo procitali, vjerojatno éete primijetiti da je upravo
ovaj dio zadatka nekako trn u oku. Ujedno je potpuno suvisan, a potpuno neizostavan. Klju¢ rjesenja
je promotriti svojstva upravo ove kvadratne jednadzZbe i upravo iz njih izvuéi svojstva varijabli kojih ih
definiraju. No, s druge strane, ovaj dio zadatka je potpuno suviSan, zato §to konac¢no dokazane tvrd-
nje (rjesenje b i ¢ dijela) nemaju nikakve veze s tom kvadratnom jednadzbom. Recimo, rjeSavanjem b
dijela, tamo navedena nejednakost je dokazana za sve realne brojeve.

Znaci, ideja promatranja diskriminante ove kvadratne jednadzbe je zapravo prvi i najveéi korak doka-
zivanja CSB nejednakosti. Ostalo je sve dokazivacka akrobatika. No, ako je to slucaj, zasSto trebamo
promatrati bas ovu kvadratnu jednadzbu, a ne neku drugu? Jesmo li promatrajuéi diskriminantu neke
druge kvadratne jednadzbe mogli dobiti jace tvrdnje (to jest tvrdnje koje ne slijede iz CSB nejedna-
kosti, ali CSB nejednakost slijedi iz njih)?

Prisjetimo se sada na S$to se oslanjao dio rjeSenja koji je bio usredotocen na kvadratnu jednadzbu
i njenu diskriminantu. Ono $to je proizvelo nase zakljucke su dvije stvari:

a) odabrana kvadratna jednadZba ima najviSe jedno realno rjeSenje
b) predznak diskriminante u potpunosti opisuje broj rjeSenja kvadratne jednadzbe

Da bi podebljani uvjet vrijedio, nasa kvadratna jednadzba mora biti takva da lijevi izraz uvijek bude
pozitivan (ili uvijek negativan, ali taj slu¢aj je simetrican). Ovo ¢e mozda biti jasnije ako zamislite kako
slika kvadratne funkcije izgleda (zamislite parabolu koja ne sijeCe x-0s). Naéin na koji je to osigurano
je tako da je lijeva strana zbroj kvadrata linearnih faktora oblika (a;x + b;)? gdje a; i b; mogu biti
proizvoljni realni brojevi.

Sada napokon mogu objasniti zaSto je kvadratni izraz dizajniran to¢no onako kako jest. Stvar je u
tome $to se svaka kvadratna jednadzba az? + bz + ¢ = 0 koja ima svojstvo az®> + bz +c >0V z € R
moZe zapisati u iduéem obliku (a1, ag, ...an, b1, be, ...b, su proizvoljni realni brojevi):

((11:1,‘ + b1)2 + (ag.’B + b2)2 + ..+ (anm + bn)2 =0

Dokaz.
Dokazimo da postoje neki ay, az, bz takvi da az? + bz + ¢ = (a12)? + (a2 + bo)?.
Primijetimo da je odabir as i by potpuno odreden varijablama b i c. Ovaj odabir moZemo provesti tako
da rastavimo a tako da dopunimo kvadrat. Znaéi, odaberemo neke ki +ky = a takve da je k1z2+bz+c
kvadrat linearnog ¢lana, znadi oblika (aox + be)?.
Ako ko < 0, tada neka ko = —t2, gdje t sada mora biti realan broj razli¢it od nula. Tada dobivamo:
az? + bx + ¢ = (agz + b2)? — t22% = (agx + by — t)(agw + by + 1)
No, najdesniji izraz o¢ito ima dvije realne nultocke, §to je nemoguée ako az? 4 bx +c > 0 za sve
realne brojeve x. Znaci, ko > 0, pa se moze zapisati kao ko = a%, gdje a1 mora biti realan broj. Stoga,
dobivamo:

az® 4 bz + ¢ = (a12)% + (azz + bo)?



Stoga, ovaj naizgled nasumican, ali zapravo pomno optimiziran odabir poéetne kvadratne jednadzbe
je najopcenitiji koji smo mogli izabrati.

Ukratko, upravo zato sto zahtjeva maksimalno poopéavanje matematickih alata koje ko-
ristimo za njen dokaz i zahtjeva prilicno dosljetljiv dokaz, CSB nejednakost ima iznimno
opéenitu primjenu. Ovo u kombinaciji s njenom jednostavnosti ucinilo je CSB nejedna-
kost jednu od najsSire koristenih nejednakosti tijekom vremena, pa tako i u natjecateljskoj
matematici.

Zadatak 2. Promotrimo iduéu nejednadzbu:

a? N a3 - a? S (a1 + ag + ...an)?
by by b, = bi+by+..b,

a) Dokazi ovu nejednadzbu za sve nenegativne realne brojeve a1, ag, ...an, b1, ba, ...by.
b) Vrijedi li nuZno ova nejednadzba ako dopustimo da neki od brojeva aq, ag, ...a,, budu negativni?
c¢) Vrijedi li nuZzno nejednadzba ako dopustimo da neki od brojeva by, by, ...b, budu negativni?

RjeSenje 2.

a? a? a? a1+ ag + ...an)?
a) —1+—2+...+—”2(1 ’ )
b1 by b, b1 + by + ...,
a% a% G?L 2
<= (E-i- E-'_ v + b—)(bl +bo + bn) > (al +az + "'an)

Posljednji red je CSB nejednakost primjenjena na varijable

b) Iz opaZanja iz rjeSenja a) dijela zadatka slijedi da nejednakost vrijedi za sve realne brojeve
a1, a2, ...0,, kako je CSB nejednakost primjenjiva na sve realne brojeve, pa vrijedi sve dok su

a a an 1 i i
\/_;T’ \/—1%2, SN Vb1, Vba, ... Vb, realni brojevi.

c¢) Isto neée vrijediti ako su neki od brojeva by, be, ...b, negativni, kako V/b; ne moze biti realan broj
ako je b; negativan. Ovo je primjer kada nejednadzba neée vrijediti:

22 12 (142)2
>

> 7 > ;
_1+2__1+24=) 2_9=>kmvo

Teorem 6.3.3: CSB - Engel forma

Za, sve realne brojeve a1, ao, ...a, i pozitivne realne brojeve by, bo, ...b, vrijedi:

a_% a2 a? (a1 +ag+..a,)?

b1+5+m+a by +by+...b,




Laksi zadaci

1. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ dokazi:

a?+b ¥+ E+a?

> b
a¥b | btec | eqa 2 OTOTC
2. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ dokaZi:
a N b N c >3
b+c c+a a+b— 2

3. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ dokaZi:

a b c 51
at2 bt+2 ct2a-

Umjereni zadaci

4. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ dokaZi:

a b c 3(a+b+c)
+ + >
b+1 c¢+1 a+17 3+a+b+c

5. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ takve da ab + bc + ca = 1 dokaZi:

a? b2 c2 >\/§
b+c+c+a+a+b_7

6. Za sve nenegativne realne brojeve a1, as, b1, ba dokazi:

Va2 + 02+ /a2 + 82 > \/(a1 + a2)? + (b1 + b2)?

Tezi zadaci

7. Neka za trokut ABC kojemu su unutarnji kutevi a, 3, 7, poluopseg s i polumjer upisane kruznice
r vrijedi:
a B vy 6s
t—)% 4 (2cot—)? + (3cot=)% = (=—)2
(cot2)? + (20t 5)? + (3cot ) = (=)
Dokazi da su svi trokuti koji zadovoljavaju ovo svojstvo sli¢ni najmanjem trokutu sa cjelobrojnim
stranicama koji zadovoljava ovo svojstvo i odredi duljine stranica tog najmanjeg trokuta.
8. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d koji zadovoljavaju abc = 1 dokazi:

1 1 1 >3
a3(b+c)+ b3(c—|—a)7L A3la+b) = 2

9. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d koji zadovoljavaju a® + b? + ¢ + d? = 4 dokazi:
a> ¥ 2 42

— 4 —4+ —4+—>14
b+c+d+a_

10. Za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d koji zadovoljavaju a + b+ ¢ + d = 4 dokazi:

a b c
>
1+b2c+1+c2d+1+d2a+1+a26_

2



N4: Hrvoje Rados - MFT i Euler

Predavanje

It is not knowledge, but the act of learning, not possession but the act of getting there, which grants
the greatest enjoyment. - Carl Friedrich Gauss

Potrebna teorija

Definicija 6.4.1: kongruencije

Neka su a,b € Z, te n € N. Kazemo da je a kongruentno b modulo n ako vrijedi n|a — b.
Pisemo ¢ = b mod n

Teorem 6.4.2: svojstva kongruencija

Za a,b,c,d, k € Z Vrijedi:
a=b modn = a=kn+b modn

a=b modn,c=d modn — a+c=b+d modn
a=b modn,c=d modn =—> ac=bd mod n
a=b modn = a*=b* modn
gcd(e,n) =d,a=b modn = 2=

b
Cc c

mod

al3

Nakon uvodenja kongruencija sljedeéi logi¢an korak bi bio da razvijemo tehniku njihova ra¢unanja,
konkrentnije zanima nas racunanje ostataka potencija nekih brojeva.

Definicija 6.4.3: Eulerova funkcija

Eulerova funkcija (¢(n)) je funkcija koja za argument n vraéa broj brojeva iz skupa {1,2,...,n} koji
su relativno prosti s n.

Teorem 6.4.4: Svojstva Eulerove funkcije
é(n) =n(1—pi1)...(1—pll) zan=p*...p}"
B(mn) = P(m)P(n) 22 gcd(m,n) =1
¢ =p — 1 gdje je p prost.
Sy = PF =P

Sada moZemo uvesti jedan veoma vazan teorem.

Teorem 6.4.5: Eulerov teorem

ged(a,n) =1 = a®™ =1 mod n

A Oprez

Kada primijenjujete Eulerov teorem pazite da je gcd(a,n) = 1. Cesta greska je da se ovaj uvjet ne
provjerava.



Korolar 6.4.6: Mali Fermatov teorem

Ovo je zapravo samo poseban slucaj Eulerovog teorema gdje je p prost.

ged(a,p) =1 = a®1=1 modp

I za kraj. Jedna korisna ideja.

Lema 6.4.7

ged(a,n) =1 = a® = ab @°4¢m) mod n

b

Dokaz. a® = a**™*" = ¢" mod n i vrijedi r = b mod bn) O

Ova lema je dosta "¢udna" odnosno treba vremena da se na nju naviknete, ali je jako korisna u
zadatcima koje Cete sada rjesavati.
Primjer 1. Odredite zadnju znamenku broja 77

Rjesenje 1. Trazimo:
7" mod 10

Po lemmi 1.7 znamo:
77 =7 mod 10

Gdje je z = (77 mod 4) odnosno z = 3

777 =7=3 mod 10

Dokaz Eulerovog teorema

Za one koji Zele znati viSe dajem dokaz Eulerovog teorema. Prvo ¢emo dokazati jedan jednostvniji
teorem

Teorem 6.4.8

gcd(a, m) = 1, Definirajmo skup S koji sadrzi sve brojeve relativno proste s m koji su i manji od m
S = {a1,02...a4(m) }, ako promatramo svaki ¢lan skupa R = {aa1, aas...aay(m)} modulo m onda su
ta dva skupa jednaka.

Dokaz Znamo da skup R ima jednako ¢lanova kao skup S. Takoder znamo da je svaki element skupa
R relativno prost s m, stoga Ce i svaki element skupa R biti relativno prost s m kada ih promatramo
modulo m. Ovo ¢éu sada nabrzaka pokazati:
Neka je aa; = km +r

ged(aa;, m) = ged(km + r,m)) = ged(r,m) =1

Znadi kada promatramo skup R modulo m svaki ¢lan ée biti relativno prost s m i biti ¢e ih jednako
mnogo kao i skupu S. Sada treba samo dokazati da su svi elementi skupa R modulo m razliciti.
Pretpostavimo suprotno:

aa; =aa; modm = aa; —aa; =0 = a(a; —a;) =0 mod m (1)

znamo da (a # 0 mod m), (a; —a; #0 mod m) i da su a i m relativno prosti. Znaci (1) je kontra-
dikcija.



Sada mozemo dokazati Eulerov teorem:
Promatramo skupove S i R iz prethodnog teorema iz kojeg slijedi:

aiaz...a4, =001002...00¢,, = a¢<">a1a2 O mod n
a¢(”)a1a2 e Gg,) — 0102 ... Qg = 0 modn
a1az ... ag,, (a®™ —1)=0 mod n

1z aqas .. <O # 0 mod n slijedi a®™ =1 mod n.

Order

S obzirom da je nekima na predavanju sve do sada veé poznato, predstvljam vam jednu novu ideju
koju mozZete imati na umu pri rjeSavanju zadataka.

Definicija 6.4.9: Order

Za broj = € N kazemo da je order broja a modulo m (ged(a,m) = 1) ako je to najmanji broj za
koji vrijedi:
a®*=1 modm

Order oznacavamo s ord,,a

Teorem 6.4.10: Najbitniji teorem za order
a"=1 modm <= ordpal|n

Dokaz. Implikacija u lijevo "trivijalno" vrijedi iz a® %% =1 mod m.

Implikacija u desno je nesto kompliciranija.

Neka n =k - ord,,a + v Znaédi r < ord,a
akordmatr = " =1 mod m

Ali je kontradikcija zbog definicije ordera (order je mora biti najmanji broj za kojeg vrijedi ona
kongruencija, ali mi smo sad na$li da r to zadovoljava) O

Zagrijavanje
Izracunajte:

o P23

o $(2023)

* $(1695)

Lagani zadaci

1. Nadite ostatak pri dijeljenju 3'%° s 11,25.

7
2. Pronadite zadnje dvije znamenke broja 77"

7
3. Izracunajte zadnje dvije znamenke broja (O (Ima 2023 sedmica)
4, Neka je a,n € N, a > 1. Odredite ord,n_1(a)

5. Neka je p prost broj, a z cijeli broj. Dokazite da 2 =1 mod p ako i samo ako z = +1 mod p.



Umjereni zadatci
6. Neka su p i q razliciti prosti brojevi. PokaZite da za svaki cijeli broj a vrijedi:
aPi797P*2 = ¢ mod pq
7. DokaZite da za sve a € N,a > 1,n € N vrijedi:
n | Gan—1)
8. PokaZite da ako su a i b relativno prosti onda postoje cijeli brojevi m i n takvi da:
a™+b"=1 mod ab

9. Neka je n € N,n > 2. Dokazite da n{2™ — 1
10. Za bilo koji prosti broj p i ged(ab, p) = 1 dokazite da vrijedi:

(a? = mod p) = (a?P = mod p?)

Teski zadaci

11. Neka je n € N,n > 3. Pokazite da je

djeljivo s 1989.

Nee... niste ovo vidjeli prije...
12. Neka su a i b > 2 prirodni brojevi. Pokazite da 2° —112% 41
13. Pokazite da za svaki prosti broj p moZemo pronaéi n € N tako da vrijedi:

pl2"+3"+6"—1

14. Pronadite sve proste parove p, q takve da pq | (5P — 2P) (5% — 29)



Predavanja za petu grupu

C5: Mislav Brneti¢ - Bojanja i poplocavanja

Predavanje

Uvod

Na danasnjem predavanju bavit ¢emo se primarno zadacima u kojima je potrebno odrediti te do-
kazati je li odredenu plocu moguée poplocati na zadani nacin, odnosno je li mogucée ostvariti neku
konfiguraciju na ploci.

Ako je odgovor potvrdan, dovoljno je pronaéi odgovarajuéu konstrukeiju.

Ako dokazujemo da plo¢u nije moguée poplocati na odredeni nacin, postoji vise moguéih pristupa.
Jedna korisna ideja je bojanje ploce, kada polja ploce dijelimo u disjunktne skupove (kazemo da smo
ih obojali istom bojom) te pritom potraziti invarijantu pomoc¢u koje mozemo dokazati Zeljenu tvrdnju.

Za pocetak, promotrimo jedan klasican primjer.

Primjer 1. MoZe li se Sahovska plo¢a kojoj su odstranjena 2 nasuprotna kutna polja prekriti s plo¢icama,
2 x 1 tako da se plocice ne preklapaju?

Rjesenje 1. Ukoliko pokusamo prekriti plo¢u na traZeni nacin, brzo nasluéujemo kako to neée biti
moguce.

Primijetimo kako se na ploci nalazi 30 crnih i 32 bijela polja, a da svaka plocica prekriva 1 crno i 1
bijelo polje.

Dakle, kada bi bilo moguce prekriti plocu na trazeni nacin, na ploci bi se nalazilo jednako bijelih i
crnih polja, $to na zadanoj ploci nije slucaj.

Stoga zakljucujemo kako ploc¢u nije moguée prekriti na traZeni nacin. O

Napomena 7.1.1
Cesto je jednostavnije, umjesto bojanja plo¢e bojama, oznaéiti polja ploée brojevima. Naime, brze

je i jednostavnije zapisati brojeve umjesto bojanja polja bojama, a takoder je mogudée i koristenje
naprednijih tehnika (poput promatranja zbroja brojeva na poljima koje ploéica prekriva i sl,).

Laksi zadaci

1. Moze li se ploc¢a dimenzije 10 x 10 poplocati s 25 plocica dimenzija 1 x 47

2. Pravokutni pod prekriven je plo¢icama 2 x 2 i 1 x 4. Jedna se plocica razbila, no umjesto nje
dostupna nam je plocica drugog oblika. Moze li se pod ponovno poplocati razmjeStanjem ovih
plocica?

3. Je li moguée plo¢u dimenzije 10 x 10 prekriti plo¢icama oblika kao na slici (L-tetromine)?



4,

Je li mogude sastaviti pravokutnik koriStenjem sljedeéih oblika (svakog jednom):

Umjereni zadaci

5.

10.

11.

Ploca dimenzije 8 x 8 obojana, je crno-bijelo kao standardna Sahovska ploca. U pojedinom potezu
treba odabrati jedan redak ili stupac i svakom od 8 polja u tom retku promijeniti boju iz crne u
bijelu i obratno. Moze li se konac¢nim nizom takvih poteza posti¢i da to¢no jedno polje na ploci
bude crno?

. Zadana je ploCa dimenzije n X n s koje su odstranjena sva 4 vrha. Za koje vrijednosti n je plocu

moguce poplocati oblicima kao na slici?

. Polja ploce 2 x 50 potrebno je obojati u dvije boje, crvenu i plavu, tako da budu zadovoljeni

sljedeéi uvjeti:
¢ na ploci se pojavljuju obje boje
o uklanjanjem svih crvenih polja ploca ostaje povezana
o uklanjanjem svih plavih polja ploca ostaje povezana
Ploca je povezana ako se od svakog polja moze doéi do svakog drugog, prelazeéi u svakom koraku

s polja na njemu susjedno polje. Polja su susjedna ako imaju zajednicku stranicu.

Na koliko je nac¢ina moguce obojati plocu?

. Moze li se ploca 10 x 10 pokriti T-tetrominima?

. Na plocu dimenzija 20 x 19 postavljene su plocice dimenzija 3 x 1 tako da prekrivaju to¢no tri

polja ploce, a medusobno se ne preklapaju i ne dodiruju, ¢ak ni u vrhovima.

Odredi najveéi mogucéi broj plocica 3 x 1 na toj ploci.

Ploca dimenzija 6 x 6 poploc¢ana je dominama. Dokazite da uvijek mozemo pronaéi pravac duz
kojeg ¢emo prelomiti ploc¢u tako da ne prelomimo niti jednu dominu.

U svakom polju ploce 9 x 9 sjedi po jedna zaba. U nekom trenutku svaka zaba skace dijagonalno
u neko od Cetiri polja koja su imaju zajednicki vrh s poljem u kojem se prvotno nalazila (moZe
se dogoditi da se viSe Zaba nade u jednom polju). Odredite koliko najmanje polja ostane prazno
nakon takvog skoka.



Tezi zadaci

12,

13.

14.

Ludi lovac je figura koja moze biti okrenuta prema jednom od Cetiri dijagonalno susjedna polja
i napada sva polja ravno ispred sebe te ravno lijevo i desno od sebe (poput Sahovskog lovca koji
ne vidi iza sebe). Za dva polja igraée plo¢e kazemo da su dijagonalno susjedna ako imaju to¢no
jedan zajednicki vrh.

Odredite najveéi prirodni broj N za koji je na igra¢u plocu 8 x 8 moguce postaviti N ludih lovaca
tako da nijedan od njih ne napada nekog od ostalih.

Zemljiste dimenzija n x p podijeljeno je na np Cestica - jedini¢nih kvadratiéa. Svaka je Cestica
u pocetnom stanju ili obrasla u korov ili je o¢iS¢ena, Na pocetku je m cestica obraslo u korov.
Korov se §iri na susjedne Cestice na sljede¢i nacin: svake godine one cCestice koje su imale dvije

susjedne Cestice (sa zajednic¢kom stranicom) obrasle u korov i same obrastu u korov.

Odredite najmanji m za koji postoji pocéetni raspored u korov obraslih éestica takav da, nakon
konac¢nog broja godina, cijelo zemljiSte mora obrasti u korov.

Dokazite da je plocu dimenzije a X b moguce poplocati plo¢icama dimenzije 1 X n ako i samo
ako nla ili n|b.



G5: Stella Colo - Upisana i pripisana kruZnica

Predavanje

Uvod

Definicija 7.2.1: Upisana kruznica trokuta

Upisana kruznica trokuta je kruznica koja dira sve tri stranice trokuta iznutra, njezino srediste
nalazi se na simetralama unutarnjih kutova trokuta

Definicija 7.2.2: Pripisana kruznica trokuta

A-pripisana kruZnica trokuta je kruZnica koja dira stranicu a i produzetke stranica b i ¢, njezino
srediSte nalazi se na simetrali unutarnjeg kuta kod vrha A i na simetralama vanjskih kutova kod
vrhova B i C.

Nadalje ¢emo koristiti ove oznake u zadacima, osim ako nije naznaceno drukdije:
I4, I, Ic — sredi$ta redom A-pripisane, B-pripisane, C-pripisane kruznice AABC.
I — srediste upisane kruznice AABC

s — poluopseg trokuta, 2b+e

Primjer 1. Izrazi duljine duzina BD,CE, AF preko stranica AABC.

Rjesenje 1. Promatramo stranice trokuta kao tangente iz vrhova trokuta na upisanu kruZnicu pa su
odjsecci tangente iz istog vrha jednaki.

Slijedi AF = AE =z, BD = BF =y, CE = CD = 2. Sada imamo 3 sustava jednadzbi s tri nepoz-
nanice:

rt+y=c
yt+z=a
x+2z2=0>
Iz toga dobijemo:
BD=y= #
CE=z= m
2
AF =x = IH_CT_G

O]

Primjer 2. Neka su D i D; redom diraliSta upisane i A-pripisane kruznice AABC sa stranicom BC,
dokaZi da su D i D; simetri¢ne preko polovista stranice BC.

RjeSenje 2. Neka su Fp, F; redom diraliSta A-pripisane kruZnice s pravcima AC i AB. Promatramo
stranice trokuta kao tangente iz vrhova AABC na A-pripisanu kruZnicu, slijedi: BD; = BF} = z1,
CD,=CE1 =y

AF, = AE,

< ¢c+X1=b4+Y] < z1—y1 =b— cznamo da z; + y; = BC = a pa dobijemo

< BD; = “=¢ = CD (po primjeru 1.)

Iz toga slijedi da su tocke D i D; simetri¢ne preko polovista stranice BC. O




Primjer 3 (Lema o trozubcu). DokazZi da se simetrala ZBAC, simetrala stranice BC' i kruZnica opisana
AABC sjeku u jednoj tocci. Neka je to tocka M, dokazi da tocke B,C, I i I4 leZe na kruznici Cije je
srediste M.

Rjesenje 3. Neka je tocka M’ prejsek opisane kruznice AABC i simetrale stranice BC, dokazat éemo
da tocka M’ lezi na simetrali /BAC, odnosno da M’ = M. Tocka P je poloviste stranice BC.

MC = MB = ABMP i APMC su sukladni, slijedi ZMBP = Z/ZMCP = 90 — % =
90 — ISOT_O‘ =3 = /IMAC = /ZMBC = g, tj. M lezi na simetrali /BAC. Nadalje, /BIM =
/IBA+IAB = g +5=4ZMBC+ ZCBI = /MBI = MB = MI analogno MI = MC
LMIZC = 180 — LIAIC — ZI4,CI = 180 — £(3 4+ § —90 =90 — 3 + § = ZICIy — ZICM =
/MCIy — MC=MI4 — tocke B, C, I i Iz leze na kruZnici sa srediStem M. O

Laksi zadaci

1. Dan je tetivan Cetverokut ABCD, I i Is su redom srediSta upisanih kruznica AABC' i ADBC,
dokaZi da je cetverokut IsI; BC tetivan.

2. Dokazi da je I ortocentar Al Ipl..

3. Dan je siljastokutni AABC kojem upisana kruznica dira stranicu AB u toéci F. Dy i E; su
diralista upisane kruznice ABCF s BF i BC. Dy i E» su diralista upisane kruznice AAFC
redom s AF i AC. Dokazi da je éetverokut DiFEqEsDo tetivan.

4. Dokazi da se pravci AD,BE, C'F sjeku u jednoj tocci.

5. O je srediSte opisane kruznice AIBC, dokazi da ZOFB = ZOEC

"Poznate stvari"
Ove stvari nije nuzno nauciti napamet, ali Cesto se pojavljuju u zadacima s upisanim i/ili pripisanim
kruznicama pa ih nije loSe znati prepoznati.

6. M i N su redom polovista BC' i AC, K je presjek BI i EF. Dokazi da je BK okomito na CK i
da K lezi na pravcu M N.

7. Neka je P presjek duzine EF i pravca ID, a M poloviste stranice BC, dokazi da su tocke A, P
i M kolinearne.



Sljedeéa Cetiri zadatka odnose se na konfiguraciju na skici. D, X su redom diraliSta upisane i A-
pripisane kruZnice s BC, tocka P je poloviste visine iz vrtha A, D’ je presjek upisane kruznice i pravca
ID, X' je presjek A-pripisane kruznice i pravca X14.

8. Dokazi da su tocke A, D' i X kolinearne.
9. Dokazi da su tocke A, D i X’ kolinearne.
10. Dokazi da su tocke P, I i X kolinearne.

11. Dokazi da su tocke P, D i I4 kolinearne.

Bonus zadatak

12. AABC ima opseg 4, tocke X i Y leZe redom na polupravcima AB, AC tako da AX = AY = 1.
Presjek duzina BC i XY je tocka M. DokaZi da je opseg AABM ili AACM jednak 2.



A5: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske

Predavanje

Uvod

Definicija 7.3.1

Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija f : A — B svakom elementu skupa A pridruZzuje toéno
jedan element skupa B. Ako je x € A onda element koji funkcija njemu pridruzuje nazivamo f(x).
Skupa A se naziva domena funkcije f, a skup B kodomena.

Funkcija je potpuno zadana kada joj znamo domenu, kodomenu i vrijednost f(x) za sve brojeve z € A.
Funkcijska jednadzba je tip zadatka u kojem je zadana neka tvrdnja koja vrijedi za funkciju i treba
odrediti sve funkcije za koje vrijedi ta tvrdnja i dokazati da ne postoje druge funkcije osim onih koje
smo pronasli.

Najce$éi nacin za dokazati da su to jedina rjeSenja (nacéin na koji se i rjeSavaju funkcijske) je promatrati
razliCite slucajeve od kojih jedan sigurno mora vrijediti za funkciju i u svakom slucaju dokazati da
funkcija mora biti nekog oblika. f(z) = 0 Vz je esto rjeSenje jednadzbe koje moramo dobiti u nekom
posebnom slucaju.

A Oprez 2: MORAMO PROVJERITI RJESENJA

Vecéina tvrdnji koje dokazemo za funkciju su implikacije iz pocetne jednadzbe tako da uvijek moramo
provijeriti da to Sto smo dobili zapravo vrijedi za sve brojeve za koje je zadano da vrijedi. Provjeru
treba obavezno negdje napisati na papiru (koliko god ona bila trivijalna), da se ne izgubi bod na
natjecanju.

Pogadanje rjesenja

Na pocetku ili tijekom rjeSavanja zadatka je korisno iskoristiti malo vremena za pogledati koje funkcije
zapravo trazenu jednazbu kako bismo znali koja svojstva mozemo ocekivati dokazati za funkciju f.
Npr. ako je jedno od rjeSenja jednadzbe f(x) = x? onda ne mozemo dokazati da je f injekcija kad to
ne vrijedi.

Takoder, ako vidimo da funkcija ima, viSe razli¢itih rjeSenja, onda znamo da se tijekom rjeSavanja mora
pojaviti neko rastavljanje na slucajeve. Npr. ako vidimo da su moguéa rjeSenja f(z) =01i f(z) = =z,
jedna od moguéih tvrdnji koje se mogu pojaviti je f(1)2 = f(1) iz dega imamo dva sluéaja i u jednom
trebamo dokazati da je rjeSenje f(x) =0, a drugom f(z) = 1.

NajceSéa rjesenja funkcijskih su f(z) = 0, f(z) = z, —z ili neka druga linearna funkcija, te ponekad
neki polinomi 2. stupnja tipa f(z) = z2.

Uvrstavanje u pocetnu jednadzbu

S P(z,y) ozna¢imo da tvrdnja funkcijske jednadzbe vrijedi za realne brojeve z i y, te kako znamo da
vrijedi za sve brojeve, mozemo umjesto proizvoljnih uvrstiti neke konkretne brojeve:

e Pogadanje koja bi mogla biti rjesenja funkcije prije ili tijekom rjeSavanja zadataka, da lakse
usmjerimo razmisljanje i znamo kakvi bi tvrdnje mogli ocekivati da éemo dokazati.

o Uvrstavanje konkretnih vrijednosti, koje se lijepo ponasSaju, u neku ili sve nepoznanice za koje
znamo da vrijedi tvrdnja: Najéescée 0, 1 i -1, ponekad 2, -2 i joS neki "jednostavniji" brojevi ako
se ¢ini kao da nam je potrebno odrediti f(0), f(1) ili sli¢no.



o Uvrstavanje jedne varijable u zavisnosti na ostale, npr. ako funkcija vrijedi za sve z i y moZemo
u y uvrstiti z, —z, 2z, f(x) ili neSto kompliciranije.

¢ Ako jednadzba koju rjeSavamo viSe izraza u sebi oblika f (neSto) mozemo promatrati za kakve
x iy ée ti izrazi biti jednaki, te ih uvrstiti.

¢ Ako smo uvrstavanjem dobili na jednostavniji nac¢in neku specifi¢nu vrijednost od f, moZemo pro-
bati uvrstiti nesto u pocetnu jednadzbu da primijenimo tvrdnju. Npr. ako pomoéu uvrstavanja
dobijemo f(f(z)+x) = x korisno je probati dobiti izraz f(f(x)+z) nekim drugim uvrstavanjem.

Ako Zelimo napraviti uvr§tavanje takvo da je z bilo koji realni broj, a y = 0, onda napiSemo P(z,0) :
i pokraj toga kako izgleda jednazba nakon tog uvrStavanja. Ovo je jedna dosta dobar nacin za brzo
i pregledno napisati koje uvrstavanje promatramo Sto je korisno i za rjeSavanje zadataka, a pomaze i
ljudima koji trebaju ispravljati.

Nerijetko treba uvrstiti neki izraz u neku drugu jednazbu koju smo dobili kroz rjeSavanje zadatka, a
onda moramo nekako posebno naznacditi da smo bas u tu uvrstili, a ne u pocetnu.

Definicija 7.3.2

Funkcija je injektivna ako se u svaku vrijednost u kodomeni slika najvise jedna vrijednost iz domene
odnosno Vzi1,z2 (f(z1) = f(z2) = z1 = z2).

Ova tvrdnja se ovako i dokazuje, pretpostavimo da neka dva broja imaju iste vrijednost funkcije i iz
tvrdnji koje imamo za funkciju dokaZemo da ti brojevi moraju biti jednaki.To najcesée radimo tako
da uocimo neki izraz koji ima varijablu x izvan svih funkcija, a u ostatku izraza se x pojavljuje samo
kao f(z).Npr. u f(f(z)+ f(f(z))) = f(x) + = uvrstimo z; i x iz gornje definicije.

Ako smo dokazali injektivnost onda ako dobijemo jednakost f (prvi izraz) = f(drugog izraza) znamo
da je prvi izraz = drugi izraz.

Definicija 7.3.3

Funkcija je surjektivna ako se u svakog elementa kodomene slika barem jedan element domene
odnosno, Yy 3z (f(z) = y).

Surjektivnost ovisi o izboru kodomene za funkciju, no kada promatramo funkcije iz R u R pod surjek-
tivnom funkcijom smatramo onu koja poprima sve realne vrijednosti.

Surjektivnost ¢emo najéeSée dokazati tako da dobijemo da je f (neki izraz) = nekom surjektivnom
izrazu. A surjektivni izraz ée najéesée biti neka linearna funkcija ax + b gdje je a # 0. Kada smo
dokazali surjektivnost smijemo za bilo koji y reéi da postoji neki a takav da je f(a) = y i uvrstiti
takav a u neku tvrdnju. Cesée se koristi surjektivnost za broj 0, ali moZe biti bitno i za druge brojeve
i izraze. Takoder, nekad je bitno znati tocan oblik broja a, a nekad nije.

Forsiranje skraéivanja

Jedna od prvih stvari koje trebamo napraviti kada pocinjemo rjesavati funkcijsku jednadzbu je pogle-
dali lijevu i desnu stranu i provjeriti postoje li x i y takvi da je neki izraz unutar znaka funkcije s lijeve
strane jednak nekom takvom s desne strane, jer ¢e uvrStavanjem takvih = i y se dosta pojednostaviti
jednadzba.

Ako je mogude, bolje je uvrstiti samo jednu od varijabli z i y u ovisnosti o drugoj, a preostalu varijablu
ostaviti da "tréi" po svim realnim brojevima.

Primjer 1. Nadite sve funkcije f: R — R takve da je

f(@® +y) = f(=® +2y) + F(z),

za sve realne brojeve x i y.



Rjesenje 1. Ideja je da se prvi izraz na lijevoj strani pokrati s drugim izrazom na desnoj strani.
Pogledajmo kada to vrijedi:

P+y=23+2 <= P’ =234y = y=22-123

Pa uvrstimo P(z,z2 —z3) i dobivamo f(2z2 —z3) = f(222 — 2%) + f(z*) = f(z*) = 0 za sve realne
brojeve z. Za proizvoljan nenegativan realan broj y mozemo u to uvrstiti x = {l/ﬂ i dobiti f(y) =0 za
sve nenegativne brojeve.

Sada ako uvrstimo P(z,0), ¢lanovi f(z% + 0) i f(z*) su jednaki 0 pa ostaje f(2®) = 0 za sve realne
brojeve z, pa uvrstavanjem 3. korijena imamo da je f(y) = 0 za sve realne brojeve y. O

Zamjena T i y

Uvijek je dobro provjeriti moZzemo li nesto zakljuditi o funkcijskoj jednadzbi uvrStavanjem (y,z) i
izjednacavanjem pocetne i dobivene jednazdbe jer se tada simetri¢ni izrazi pokrate.

Primjer 2. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(f(z)+ f(y)) = f(z)+y za sve realne brojeve
Tiy.

RjeSenje 2. Uocavamo da se desna strana uopcée ne promijeni kada zamijenimo z i y, a lijeva strana
se promjeni pa uvrstimo P(y,z) i dobijemo f(f(y) + f(x)) = f(y) + =.

Kako su lijeve strane jednake za svse = i y moraju biti i desne strane pa imamo f(z) +y = f(y) + .
Pogledamo npr. P(z,0) i dobijemo f(z) = = + f(0) za sve realne brojeve z, tj f je linearna funkcija s
vodeéim koeficijentom 1. Ionako na kraju moramo provjeriti da dobivena funkcija zadovoljava pocetnu
jednadzbu pa mozemo uvrstiti rjeSenje x + ¢ gdje je ¢ proizvoljna konstanta i odrediti za koje ¢ ima
rjesenja.

Lijeva strana: f(f(z)+ f(y)) = f(r+c+y+c)=z+y+3c

Desna strana: f(z) +y=z+y+c

x+ 1y =3c=zx+y+ c za sve realne brojeve z i y

Pa vidimo da je jedini moguéi ¢ = 0 i on zadovoljava jednadzbu za sve x i y. O

Definicija 7.3.4

Funkcija f: R — R je parna ako je f(z) = f(—z) za sve realne brojeve x.
Funkcija f: R — R je neparna ako je f(z) = —f(—x) za sve realne brojeve z, tj u obliku u kojem
se ¢esce koristi f(—z) = —f(z).

Ponekad je korisno dokazati i koristiti ova svojstva funkcije (ako ih posjeduje).

Zadaci

1. Odredite za koje a i b je funkcija f: R — R, f(x) = az + b bijekcija, te za njih u ovisnosti o
proizvoljnom broju y odredite = takav da je y = f(z).

2. Za funkciju f: R — R vrijedi f(f(z)) = z. Dokazite da je f bijekcija.

3. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(z +vy) + f(z —y) = 22 + 3 za sve realne brojeve
z.

4. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(z —y) = f(z) + f(y) — 2zy za sve realne brojeve
x.

5. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(z)+ zf(1 — x) = z za sve realne brojeve z.

6. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(z) + f(z + f(y)) = 2z + y za sve realne brojeve
ziy.



10.

11.

Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(y*f(z)) = zyf(y) za sve realne brojeve x i y.

. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(f(z)+ f(y) +y) = f(x)+ 2y za sve realne brojeve

ziy.

. Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(zf(z)+ f(v)) = (f(x))? +y za sve realne brojeve

Tiy.

Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi f(zf(y) —y?) = (y+1)f(z —y) za sve realne brojeve
Tziy.

Nadi sve funkcije f: R — R takve da vrijedi (y+1)f(z) + f(zf(y) + f(z +y)) = y za sve realne
brojeve .



N5: Emanuel Tukaé - CRT

Predavanje

Uvod

Za pocetak, niz stvari koje nec¢e nuzno biti potrebne za ovo predavanje, ali je pozeljno da ste upoznati
S njima.

Definicija 7.4.1: Eulerova funkcija
¢ : N = N, Vn € N ¢(n) je broj brojeva realitivno prostih s n manjih jednakih n

 Ako imamo rastav broja n na proste faktore n = pi™* - p3?* - ... - p;"*, vrijedi:

1 1
B =m- (1= ) (1= )

¢ je multiplikativna, tj. vrijedi ¢(nm) = ¢(n)¢(m) ako su n i m relativno prosti.

Ako je p prost broj, onda je ¢(p) =p —1

a—1

Opéenitije za prost broj p je ¢(p*) =p* —p

Alternativno za n = pi™* - p3? - ... - p;"*, vrijedi:

6(m) = B =57 ) e 0 =)

Teorem 7.4.2: Eulerov teorem

Neka su a,n € N relativno prosti brojevi. Tada vrijedi:

a®™ =1 (mod n).

Napomena 7.4.3: MFT
Kao posljedica Eulerovog teorema za prost broj p i cijeli broj a koji nije djeljiv s p vrijedi:

a?~1 =1 (mod p)

A Oprez 3

Eulerov teorem vrijdi iskljuéivo ako ged(a,n) =1

Definicija 7.4.4: Inverz modulo n

Ako ged(a,n) = 1, postoji m (jedinstven po mod n) takav da am = 1(mod n)
Taj m nazivamo inverz od a modulo n



Napomena 7.4.5

1

Ceste oznake su a~! i % , ali najsigurnije je definirati oznaku na samom natjecanju Iz Eulerovog

teorema vidimo da je m = a?™~1(mod n)
To nam uz brzo potenciranje daje efikasan nacin za pronalaZenje to¢nog broja.

CRT

Teorem 7.4.6: Kineski teorem o ostacima / CRT

Neka su m1,ma, ..., my prirodni brojevi takvi da su svaka dva medusobno relativno prosti te neka
je M = mimo...my. Tada sustav:
r=z; (modmy)

z=z9 (mod my)

z =z (mod my)

ima jedinstveno rjesenje modulo M.

Dokaz. Prvo nadimo rjeSenje za sustav gdje k=2:
z=x1 (modmy)

z=2xz2 (mod my)
gdje ged(my, mg) = 1.
Neka je a; modularni inverz od m; modulo ms i as modularni inverz od mo modulo m;. Primjetimo

da je onda :
aymize =0 (mod my)

a1mize = 3 (mod my)
agmox1 =1 (mod mq)
agmar1 =0 (mod mg)

Jasno je da iz toga slijedi:
a1mixs + agmozrs =1 (mod my)

a1mixs + agmozr1 = x2  (mod my)

Stoga je x = a1mix2 + asmeoxy jedno rjesenje.
Preostaje dokazati da je jedinstveno. Recimo da y neko rjeSenje pocetnog sustava sustava, imamo:

z=2z1 (mod m;)

y=x1 (mod my)

Slijedi:  — y je djeljivo s m; i analogno = — y je djeljivo s ma pa je dijeljivo i s mims. Stoga x =y
(mod M).

Slucaj k = 2 koristimo kao bazu indukcije.

Pretpostavimo da za k = n teorem vrijedi.

Za k = n+ 1 iskoristimo dokazanu tvrdnju za k = 2 i "spojimo" kongruencije modulo m; i ms u jednu
kongruenciju modulo m;ms.Sada imamo sustav n kongruencija modulo relativno prostih brojeva i po

pretpostavci indukcije teorem vrijedi.
O



Napomena 7.4.7

CRT govori da je:
z=zpy (mod M)

ekvivalentan samo jednom sustavu :
z=z1 (modmy)

z=zy (mod my)

z =z (mod my)

ako mima ... mg = n i ged(m;,m;) = 1.
Drugim rije¢ima: ne moramo se bojati da smo dodali ili izgubili rjeSenja, ako smo rastavili kongru-
enciju na vise ovakvih.

A Oprez

Sustav u kojem m — ovi nisu relativno prosti moze i ne mora imati rijeSenje, ali o njima nam CRT
nista ne govori bez nekih dodatnih koraka.

Zadaci koje moZemo rjesiti i bez da znamo CRT

1. Nadi sva rjeSenja sustava:
z=1 (mod 5)
z=2 (mod 11)
2. Nadi sva rjesenja sustava:
z2=1 (mod 5)
z=2 (mod 11)
3. Nadi sva rjesenja sustava:
z=1 (mod 10)
z=2 (mod 11)
4. Nadi sva rjeSenja sustava:
z=1 (mod 10)
z=2 (mod 11)
z=10 (mod 13)

Tipicni CRT zadaci

5. Dokazi da za svaki n postoji n uzastopnih slozenih brojeva.

6. Dokazi da za svaki n postoji n uzastopnih brojeva tako da nijedan od njih nije potencija prostog
broja.

7. DokaZi da za svaki n postoji n uzastopnih brojeva djeljivih s kvadratom nekog prirodnog broja.

8. DokaZi da za svaki n postoji n uzastopnih brojeva takvih da nijedan od njih nije potpun kvadrat.



10.

11.

12,

Dokazi da za svaki n postoji n uzastopnih brojeva takvih da je svaki od njih djeljiv s kvadratom
nekog prirodnog broja, a nijedan od njih nije potpun kvadrat.

Dokazi da za svaki n postoji n-Clani aritmeticki niz takav da su svaka dva ¢lana relativno prosta
i da je svaki clan sloZen broj.

All in one: Dokazi da za svaki n postoji n-¢lani aritmeticki niz takav da su svaka dva ¢lana
relativno prosta, svaki ¢lan djeljiv s kvadratom nekog prirodnog broja, nije potpun kvadrat i
nije potencija prostog broja.

Dokazi da za sve n i m u ravnini postoji n X m kvadrat koji ne sadrzi tocku (a,b) takvu da je
gcd(a,b) > 1.

Skriveni CRT

13.

14.

15.

16.

Koliko rjesenja ima kongruencija z?> = z (mod n)

Neka je n prirodan broj te su a1, as, . . ., ar, (gdje je k > 2) razli€iti prirodni brojevi iz {1,2,...,n}
takvi da n dijeli a;(a;4+1 —1) zai=1,2,...,k — 1. DokaZi da n ne dijeli ax(a; — 1).

Dokazite da za svaki prirodni broj n postoji n prirodnih brojeva ki, ke, ..., k, veéih od jedan
takvih da su svaka dva medusobno relativno prosti te da je kiks ...k, — 1 jednak umnosku dva
uzastopna prirodna broja.
Dokazite da za bilo koji prirodni k£ postoji aritmeticki niz.

aip a2 ag

b—l,b—Q,...,bk

gdje su a; i b; relativno prosti. Svi ¢lanovi a1,as...,a,b1,bs ..., b, su medusobno razliciti.



Predavanja za Sestu grupu

C6: Emanuel Tukaé¢ - Konstrukcije u kombinatorici

Predavanje

Cesto se deSava da natjecatelji na kombinatornim zadacima nadu konstrukciju, ali nemaju ideje za
dokaz maksimalnosti/minimalnosti. Obrnuta situacija je nesto rijeda, ali jednako frustrirajuca. Cilj
ovog predavanja je pokazati zadatke u kojima jedna strana motivira dokaz druge strane. Povezanost
ta dva dijela dokaza korisna je i prije nego nademo dokaz jedne strane, jer nam sama cinjenica da
su obje strane dokazive moZe pomodéi u "pogadanju" rjeSenja. Nacin razmisljanja koji ¢e biti opisan
kroz predavanje primjenjiv je i na neke teze zadatke, ali se od njega mora na vrijeme odustati ako ne
pomaze jer takva povezanost dviju strana dokaza ne mora nuzno postojati.

Laksi zadaci

1. U 5 x 100 tablici n polja je oznaceno. Svako polje tablice ima najviSe dva oznacena susjeda
(susjedna polja dijele stranicu). Koja je najveéa moguéa vrijednost za n?

2. Promotrimo 2019 x 2019 tablicu sastavljenu od 20192 jedini¢nih kvadratiéa. Neka od njenih polja
su oznacena, i vrijedi da za svako oznaceno polje postoji tocno jedno oznaceno polje razli¢ito od
njega koje je u istom retku ili stupcu. Koji je najveéi moguéi broj oznacenih polja u tablici?

3. Dan je jednakostrani¢an trokutna ¢ijoj je svakoj stranici oznaceno po 9 tocaka koje dijele tu
stranicu na 10 sukladnih dijelova. Te su toCke spojene s ukupno 27 duzina paralelnih stranicama
trokuta. Na taj nacin trokut je podijeljen na 100 malih jednakostrani¢nih trokuta. Podrucje
izmedu dvije susjedne paralelne mduzine nazivamo prugom. Koliko najvise malih trokuta mozemo
odabrati tako da unutar nijedne pruge ne budu dva odabrana trokuta?

4. Neka je n > 4 prirodan broj. Promotrimo skup od n bakterija, takav da svaka bakterija osim
jedne, koju éemo zvati Kraljica, ima toéno jednu majku (takoder bakteriju iz skupa). Kraljica
nema niti jednu majku te je predak svim drugim bakterijama. Nijedna bakterija nije majka sama
sebi. KaZzemo da je bakterija U tetka bakterije V' ako U nije majka od V' i majka od U je majka
majke od V. Odredi maksimalan broj parova bakterija (U, V') takvih da je U tetka od V.

(Napomena: KaZemo da je bakterija A predak bakterije B ako postoji niz bakterija x1, z2, ... Tk
takav da 1 = A, z = B te je x; majka x;_1 za svaki i € {2,3,...k})

Umjereni zadaci

5. Dan je povezan graf s 2023 c¢vora. Svaki ¢vor ima stupanj vedi ili jednak 42. Koja je najveca
moguca udaljenost dva ¢vora?

6. Na natjecanju sudjeluje 300 natjecatelja. svaka dva natjecatelja se medusobno ili poznaju ili ne
poznaju, a ne postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju. Odredi najveé¢u moguéu
vrijednost broja n tako da vrijede sljedeéi uvjeti: Svaki natjecatelj poznaje najvise n ostalih



natjecatelja i za svaki prirodni broj m takav da je 1 < m < n postoji barem jedan natjecatelj
koji poznaje to¢no m ostalih natjecatelja.

7. A i B imaju 2014 karata oznacenih brojevima od 1 do 2014. A ima sve karte s parnim, a B sve
karte s neparnim brojevima. A je poredao svoje karte ukurug redom, od 2 do 2014, u smjeru
kazaljke na satu tako da se brojevi na kartama ne vide. B zna da su karte poredane tim redom
i u tom smjeru, ali ne zna gdje se nalazi karta s brojem 2. Nakon toga , B na svaku A-ovu stavi
po jednu od svojih karata i tako nastane 1007 parova karata. Za svaki se par usporedi brojeve
na kartama i dodijeli jedan bod onom igra¢u na c¢ijoj je karti veéi broj. Odredi najveéi moguéi
N tako da B moZe biti sigran da ée ostvariti barem N bodova.

8. Neka je n > 3 prirodan broj. Za prirodan broj m > n + 1 kaZemo da je n-obojiv ako je m
kamenciéa postavljeno na kruznici moguée obojati u n boja tako da se medu bilo kojih n + 1
uzastopnih kamencica pojavljuje svih n boja.

Dokazi da postoji kona¢no mnogo prirodnih brojeva m > n+ 1 koji nisu n-obojiv i odredi najveéi
od njih.

9. Za prirodne brojeve rasporedene ukrug kazemo da su u cik-cak rasporedu ako je svaki broj ili
vedi ili manji od oba svoja susjeda. Za par susjednih brojeva kazemo da je dobar ako su nakon
njegovog uklanjanja preostali brojevi takoder u cik-cak rasporedu.

Brojevi od 1 do 300 rasporedeni su u cik-cak raspored. Koliko je najmanji moguéi broj dobrih
parova susjednih brojeva?

Tezak zadatak

10. Neka je n pozitivan cijeli broj. Japanski trokut sastoji se od 1+ 2 + ... + n krugova posloZenih
u oblik jednakostrani¢nog trokuta tako da za svaki ¢ = 1,2,...,n vrijedi da i-ti redak sadrzi ¢
krugova, od kojih je to¢no jedan obojan u crveno. Ninja put u japanskom trokutu je niz od n
krugova dobijen kretanjem iz kruga u prvom retku te uzastopnim prelascima iz trenutnog na
jedan od dva kruga u iduéem retku koji su neposredno ispod trenutnog kruga. Niz zavrSava
nakon $to dodemo u najdonji redak.

U ovisnosti o n, nadi najveéi k takav da u svakom japanskom trokutu postoji ninja put koji
sadrzi barem k crvenih krugova.



G6: Krunoslav Ivanovié¢ - Spiralna sli¢nost i sl.

Predavanje

Kratki uvod u izogonalnost

Vazan koncept u geometriji trokuta je izogonalnost. Iako postoji puno tog Sto se moze reéi o izogona-
losti, mi ¢emo samo zagrebati povrsinu.

A

: -

Pravci AP i AQ na slici gore su izogonalni s obzirom na kut pri vrhu A trokuta AABC'. To znaéi da
je simetrala kuta /BAC ujedno i simetrala kuta /PAQ. Najprirodniji primjer izogonalnih pravaca u
trokutu je visina iz nekog vrha i spojnica tog vrha sa srediStem opisane kruznice, a u ovom predavnaju
¢emo vidjeti jos jedan poznat izogonalan par pravaca.

Takoder, koristan je i sljedeéi koncept.

Definicija 8.2.1

Neka je dan trokut AABC i tocka P u njegovoj ravnini. Neka su r4, 73 i 7. pravci koje dobijemo
preslikavanjem pravaca PA, PB i PC preko simetrala unutrasnjih kuteva pri vrhovima A, B i C.
Tada se pravci 4, 13 i 7 sijeku u jednoj tocki koju nazivamo izogonalnom konjugatom tocke P s
obzirom na trokut AABC.

A
N

)

Dokaz da su pravci rg, p i 7. kopunktalni u sluaju kada je P unutar trokuta AABC (Sto nas nacelno
jedino i zanima) slijedi direktno iz trigonometrijske verzije Cevinog teorema te nije pretjerano pametan
pa ga ne¢emo navoditi. Takoder, uo¢imo da ako je @) izogonalna konjugata tocke P s obzirom na trokut
AABC, tada je i P izogonalna konjugata tocke @ (zato se i zovu konjugate!).

Naravno, uoc¢imo da je srediSte upisane izogonalna konjugata samom sebi, a takoder uoc¢imo da su
ortocentar i srediSte opisane kruznice izogonalne konjugate, kao Sto smo gore spomenuli.



Spiralna sli¢nost

B

B
A,/ C A C
A
\ ™A4r
D D
. By
S S

Prvo napravimo rotaciju, a onda homotetiju".

Naravno, pitanje koje se postavlja je kako zapravo odrediti to srediSte spiralne sli¢nosti te zasto je
ono jedinstveno. Pitanje jedinstvenosti ¢emo rijeSiti kasnije, no pitanje egzistencije je rijeSeno kroz
sljedecu skicu.

Naime, srediSte spiralne sli¢nosti koja Salje duzinu AB u CD se nade tako $to uvedemo X = AC N
BD te presije¢emo kruznice (ABX) i (CDX). Drugo sjeciste tih kruZnica ozna¢imo sa S i laganim
angle chaseom dobivamo da su trokuti ASAB i ASCD sli¢ni. Naravno, onda je jasno da rotacijom i
homotetijom iz S moZemo transformirati AB u CD.

Takoder, sada vidimo da u slucaju kada je ABC D paralelogram, ne moZemo nadi spiralnu slicnost koja
Salje AB u CD. Osim toga, daljnim angle chaseom vidimo da je S takoder srediste spiralne sli¢nosti
koja Salje AC u BD.

Sada kada smo pokazali da postoji jedno, dokaZimo da je to srediSte spiralne sli¢nosti jedinstveno.

Teorem 8.2.2

Srediste spiralne sli¢nosti koja Salje AB u CD je jedinstveno i dano je presjek kruznica (ABX) i
(CDX) pri ¢emu je X = BD N AC. To srediste je jedinstveno.

Dokaz. Neka je S srediSte spiralne sli¢nosti i neka je X presjek kruznica (ABS) i (CDS). Zelimo
pokazati da je X = AC N BD, odnosno, da su AXC i BXD kolinearne. Uo¢imo da zbog sli¢nosti
imamo

/SAB = /58CD,/SBA=/5SDC,/BSA=/CSD.
Uocimo da je
/BXD=/BXA+ /AXS+ £Z5XD

=/BSA+ /ZSBA+ £Z5CD
=/BSA+ ZSBA+ ZSAB = 180°

naravno, ove dvije transformacije komutiraju pa nam je potpuno svejedno §to éemo raditi prvo, a $to drugo



pri cemu dane jednakosti vrijede zbog tetivnosti. Uo¢imo da to znaci da su tocke B, X i D kolinearne,
a potpuno analogno dobijemo da su tocke A, X i C kolinearne. Dakle, za bilo koju tocku S koja je
centar spiralnih sli¢nosti, sjeciste kruznica (SAB) i (SCD) je u biti presjek duzina AC i BD. Zbog
toga dobivamo da je tocka S jedinstvena.

[

Simedijane

Definicija 8.2.3

Simedijana je izogonala teZiSnice u nekom trokutu.

Kljuéna je sljedeca lema.

Lema 8.2.4

Neka je dan trokut AABC' s opisanom kruznicom I'. Neka se tangente na I' u B i C sijeku u D.
Tada je AD simedijana iz vrha A trokuta AABC.

A

D

Dokaz. Neka je O srediSte opisane kruznice i neka je w kruznica sa srediStem u D i radijusem DB.
Neka pravci AB i AC sijeku w u P i @), redom. S obzirom da je /BAC = ZAQP, trokuti AABC'i
AAQP su sli¢ni. Ideja je da su trokuti AABC i AAQP, do na homotetiju, preslike jedan drugo preko
simetrale kuta ZA.

S obzirom da je

/PBQ = /BQC + /BAC = % (/BDC + /BOC) = 90°,

vidimo da je PQ promjer_kruinice w pa prolazi kroz D. Neka je M poloviste duZine BC. S obzirom
da je D poloviste duzine QQ P, gore spomenuta sli¢nost trokuta povlaéi da je /BAM = /QAD, odakle
slijedi izogonalnost. O



Jedna posebna spiralna slicnost

Naposljetku, dolazimo do kljucne ideje predavanja, koja ¢ée povezati sve koncepte koje smo do sada
spomenuli. Naime, vratimo se u slu¢aj spiralne sli¢nosti koja Salje AB u C'D i zanima nas $to se dogada
u slucéaju kada je B=C'ili A= D.

Lema 8.2.5
Neka je dan trokut AABD i neka je tocka E drugo sjeciSte simedijane iz B s opisanom kruzZnicom.

Tada je M, poloviste tetive BE, srediste spiralne silénosti koja Salje AB u BD.

Dokaz. Pravac BE je simedijana u trokutu AABD pa je AD simedijana u trokutima AFABi AEDB,
dakle,

LMAB = /DAFE = /DBE = /DBM; /BDM = /ADE = Z/ABE = ZABM

pa su trokuti AAMB ~ AAED ~ ABMD sliéni. Zbog jedinstvenosti sredista spiralne sli¢nosti,
slijedi zakljucak.
O

Stovise, kako je BE takoder simedijana u trokutu AAED, analogno se pokaze da su i trokuti AAME,
AABD i AEMD u parovima sliéni, pa je M srediSte spiralne sli¢nosti koja Salje AE u ED. Da
zakljuc¢imo, dokazali smo sljedece.

Lema 8.2.6

Neka su AB i BD  dvije duZine takve da A, B i D nisu kolinearne. Neka je M srediSte spiralne
slicnosti koja Salje AB u BD i E preslika od B preko M. Vrijedi:

e MFE je B-simedijana trokuta AABD (dakle, takoder i E-simedijana trokuta AAED);
o Cetverokut ABDE je tetivan;

e M 3Salje duzinu AFE u duZinu ED;

e A alje BM u DE, a D salje BM u AE.

Daljnje citanje

Predavanje je nacelno sastavljeno prema sljede¢im materijalima, gdje mozete detaljnije procitati o
temama koje smo prosli danas:

. ( )


https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemas.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemas_sol.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2019-01/mr_1_2019_spiral_similarity.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2017-02/article_1_a_special_point_on_the_median.pdf

Zadaci

1. Neka je ABCDE konveksan peterokut takav da je
/BAC = /CAD = /DAE i /CBA=/DCA= /ZEDA.

Dijagonale BD i CE sijeku se u P. Dokazite da pravac AP raspolavlja duzinu C'D.

2. Neka je ABCD céetverokut, i neka su toéke F i F' na stranicama AD i BC, redom, takve da
je AE/ED = BF/FC. Polupravac FE sijeCe polupravce BA i CD u totkama S i T, redom.
Dokazi da se opisane kruznice trokuta SAE, SBF, TCF i TDEFE sijeku u jednoj tocki.

3. Tocke X i Y su na produZecima stranica AB i AC preko vrhova B i C takve da je BX = CY.
KruZnice (AXC) i (AY B) se sijeku u A i Z. DokaZi da tocka Z leZi na simetrali kuta ZCAB

4. ABCD je jednakokracan trapez takav da je AB || CD. w je kruznica koja prolazi kroz C i D te
sijee CA i CB u tockama A; i B1. Tocke Ay i By su simetri¢ne tockama A; i B; s obzirom na
polovista stranica CA i CB. DokaZi da su toc¢ke A, B, A3 i Bs koncikli¢ne.

5. Neka je N poloviste luka ABC opisane kruznice trokuta AABC ineka su NP i NT tangente na
upisanu kruZnicu trokuta ABC(P i T su na upisanoj kruznici). Pravci BP i BT sijeku kruZnicu
(ABC) u to¢kama P; i Ty. Dokazi da je PP, = T'T3.

6. Neka je dan trokut AABC takav da je AC = BC' i tocka P unutar njega takva da je ZPAB =
/PBC. Ako je M poloviste duzine AB, dokaZite da je tada ZAPM + /BPC = 180°.

7. U ravnini, dvije kruznice se sijeku u tockama A i B, a zajednicka tangenta ih dira u tockama P
i @, redom. Neka se tangente u tockama P i () na opisanu kruznicu trokuta APQ sijeku u S, a
neka je H preslika tocke B preko pravca PQ. DokaZite da su tocke A, S i H kolinearne.

8. Dana je kruZnica k sa sredistem O. Nekaj e AB tetiva te kruznice i M njeno poloviste. Tangente
na kruznicu k u tockama A iB sijeku se u T. Pravac £ prolazi to¢kom T, sijee kraéi luk AB
u tocki C, a dulji luk AB U toc¢ki D i rpitom je |BC| = |BM]|. Dokazi da je srediSte kruZnice
opisane trokutu ADM osnosimetri¢no tocki O u odnosu na pravac AD.

9. Neka su R i S razli¢ite tocke na kruznici 2 takve da RS nije promjer. Neka je £ tangenta na 2
u R. Tocka T je takva da je S poloviste duzine RT. Toc¢ka J je odabrana na kraéem luku RS
kruznice 2 tako da T, opisana kruznica trokuta AJST sijeCe £ u dvije razli¢ite tocke. Neka je A
presjek pravca £ s kruznicom I' blizi tocki R. Pravac AJ sijeCe 2 opet u K. Dokazite da je KT
tangenta na I'.



A6: Janko Buseli¢ - Algebra mix

Predavanje

. Let (an)n>1 be a sequence of positive real numbers with the property that

2
(a'n—i-l) + antn+2 < ap + apy2

for all positive integers n. Show that agge < 1.

. Let z1,x9,...,To023 be pairwise different positive real numbers such that

1 1 1
an = (.’L‘1+.’132+"'+.’L'n) .’1,'_1+.’17_2+”'+.'L'_
n

is an integer for every n = 1,2,...,2023. Prove that asg23 > 3034.

. Let a1,as,... be an infinite sequence of real numbers, for which there exists a real number ¢
with 0 < a; < ¢ for all 4, such that

1 e
la; — aj| > T for all ¢, j with ¢ # j.
Prove that ¢ > 1.

. Define the function f : (0,1) — (0,1) by

a:+% if z<1

f(x):{xz ifxzi

2

Let a and b be two real numbers such that 0 < @ < b < 1. We define the sequences a,, and b,
by a9 = a,bp = b, and a, = f(an—1), by = f(bp—1) for n > 0. Show that there exists a positive
integer n such that

(an, — an—1)(bn, — bp—1) <O.

. For a sequence z1,x2,...,Z, of real numbers, we define its price as

max |21+ - + ;.

1<i<n
Given n real numbers, Dave and George want to arrange them into a sequence with a low
price. Diligent Dave checks all possible ways and finds the minimum possible price D. Greedy
George, on the other hand, chooses z; such that |z;| is as small as possible; among the remaining
numbers, he chooses zo such that |x; + z2| is as small as possible, and so on. Thus, in the i-th
step he chooses z; among the remaining numbers so as to minimise the value of |z1 4+ xa+ - - - z4|.
In each step, if several numbers provide the same value, George chooses one at random. Finally
he gets a sequence with price G.

Find the least possible constant ¢ such that for every positive integer n, for every collection of
n real numbers, and for every possible sequence that George might obtain, the resulting values
satisfy the inequality G < ¢D.

. Niz realnih brojeva xg, x1,2,... zadan jes zp =21 =11

n
Tn = 5 + ZTp_1Tp—2,n > 2

Postoji li realan broj A takav da je

An <z, < An+1,Yn € N?



N6: Ivan Vojvodi¢ - TB funkcijske

Predavanje

Uvod

Poznato je da se na zadnji dan kampa ujutro stavljaju sva najkvalitetnija predavanja, stoga ste danas
zapeli sa mnom.

Otkada je Ivan Novak zavrsio natjecateljsku karijeru, funkcijske jednadzbe u teoriji brojeva su tema
koja se nerijetko pojavljuje na shortlistu, a zna tu i tamo doé¢i na MEMO i HMO.

Tips and tricks

Prvo i najvaznije kao i kod svih funkcijskih jednadzbi je pogoditi koja bi bila ocita rjeSenja (najéesée
su to i jedina), dakle konstante, f(z) = z, f(z) = cx za neki c i sli¢éno.

A Oprez: Obligatorna napomena u svakom moguéem predavanju iz funkcijskih

Za, svako rjeSenje funkcijske jednadzbe se mora PROVJERITI da li zadovoljava jednadzbu jer
¢ete inace izgubiti najdebilniji bod na svijetu.

Glavna taktika specificna za funkcijske u teoriji brojeva je naéi nekakve djeljivosti (najéesée su i
zadane u obliku nesto dijeli nesto) i pokusSati uvrsStavanjima namjestiti da djeljenik ima $to manje
prostih faktora (najbolje je da sam bude prost) jer onda znamo da djelitelj ima jako malo opcija. Osim
toga, najcesca taktika dovrSavanja zadatka je da uspijemo fiksirati djeljenik i "pustiti" djeljitelj da
bude proizvoljno velik, jer onda znamo da djeljenik mora biti 0 (i npr ako je djeljenik f(n) — n, veé
smo gotovi). Ovo moZda zvudi apstraktno onima koji se prvi put susreéu s ovom temom, stoga ¢emo
proci kroz primjer na kojem vidimo o ¢emu se radi.

Primjer 1 (APMO 2019/1). Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (a, b)
vrijedi
f(a) +b|a® + f(a)f(b)

Rjesenje 1. je na ploci O



Laksi zadaci
1. Nadi sve funkcije f : N — N takve da vrijedi

m? + f(n) | mf(m) +n

2. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (m,n) vrijedi
n+ f(m) | f(n) +nf(m)

3. Nadi sve funkcije f : N — N takve da vrijedi

f(@)+ f() | (a+0)?
za sve a,b € N

4. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (a,b) vrijedi
fla)+ f(®) [2(a+b—1)

5. Neka je IP skup svih prostih brojeva. Nadi sve funkcije f : P — P takve da za svaki par prostih
brojeva (p, q) vrijedi
F(P)T@ + P = f(g)® + p?

6. Nadi sve funkcije f : N x N — N koje zadovoljavaju sljedeéa 2 uvjeta:

e Zasve a,b € N vrijedi
fla,b) +a+b= f(a,1) + f(1,b) + abd.

e Ako sua,b € N takvi da je neki od brojeva a+ b i a+ b — 1 djeljiv s prostim brojem p > 2,
onda je i f(a,b) djeljiv s p.

7. Nadi sve funkcije f : N — N takve da f(n!) = f(n)! zasve n € Nte m —n | f(m) — f(n) za sve
razlicite m,n € N.

8. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (m,n) vrijedi

9. Nadi sve funkcije f : N — Ny koje zadovoljavaju sljedeéa 3 uvjeta:

e postoji n € N takav da f(n) #0

o fzy) = f(z) + f(y) zasvakiz,y €N
 Postoji beskona¢no n € N takvih da za svaki k < n vrijedi f(k) = f(n — k)



Predavanja za sedmu grupu

C7: Matej Vojvodi¢ - Igre za zaigrane

Predavanje

Za pocetak, predstavit ¢emo dvije lagane igre kako bismo na njima analizirali strategije.

Primjer 1. Matej i Patricija igraju igru. Najprije Matej na plo¢u napiSe prirodan broj, a zatim Patricija
napise svoj. Ako je umnozak brojeva na plo¢i paran, pobjeduje Matej, u suprotnom pobjeduje Patricija.
Tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje 1. Jednostavno mozemo zakljuéiti da je odgovor Matej — on moZe napisati broj 2 (ili bilo
koji paran broj), pa ée umnozak brojeva na plo¢i u svakom slucaju biti paran. O

Strategija koju Matej koristi u ovom slucaju je konstantna: ona u obzir ne uzima Sto bi Patricija
mogla igrati. U ovakvom je zadatku najbitniji dio dokazati da je strategija pobjednicka bez obzira na
to Sto igra drugi igrac. Kada bismo zamijenili uvjete pobjede igraca, tj. kada bi Matej pobjedivao ako
je na ploci neparan broj, a Patricija ako je na ploc¢i paran broj, pobjednica bi bila Patricija jer u tom
slucaju moze koristiti istu strategiju.

Ovakvim strategijama se uglavnom neéemo baviti u ovom predavanju jer se izrazito mali broj igara
mozZe dobiti koristeéi konstantnu strategiju; takve igre su najcesée prekrivene invarijante.

Primjer 2. Matej i Patricija igraju igru. Najprije Matej na plo¢u napiSe prirodan broj, a zatim Patricija
napise svoj. Ako je zbroj brojeva na plodi paran, pobjeduje Matej, u suprotnom pobjeduje Patricija.
Tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje 2. Sada je pak odgovor Patricija, ali njena strategija ovisi o tome Sto ée Matej zapisati.
¢ Ako Matej napiSe paran broj, Patricija mora napisati neki neparan broj.
o Ako Matej napiSe neparan broj, Patricija mora napisati neki paran broj.

Poznato je da je zbroj parnog i neparnog broja neparan, pa Patricija moze pobijediti u oba slucaja. [

Bududi da je strategija dovoljno jednostavna, umjesto rastavljanja na slucajeve mogli smo jednostavnije
reéi: "Patricija piSe broj suprotne parnosti od Matejevog".

Ovo je primjer reaktivne strategije jer se strategija velikim dijelom temelji se upravo na tome Sto
¢e napraviti drugi igra¢. Veéina zadataka u ovom clanku zasnivat ¢e se upravo na traZzenju reaktivne
strategije i dokazivanju da je ona pobjednicka.

Simetrija

Posto smo izgradili osje¢aj za pojam strategije na laganim primjerima, promotrimo nesto zahtjevnije
primjere (ali i dalje relativno lagane) u kojima igra¢ koji ima pobjednicku strategiju mora paziti kako
ée reagirati na poteze protivnika. Cesto ée nam motivacija za strategiju biti traZenje neke simetrije s
obzirom na poteze drugog igraca, a najcesée ¢emo iskoristiti neku geometrijsku simetriju, poput osne
ili centralne simetrije, ili neki naéin sparivanja.



Primjer 3. Na plod¢i je redom napisano n minusa. Mislav i Mislav naizmjence prepravljaju jedan ili dva
susjedna minusa u plus. Pobjednik je onaj igra¢ koji prepravi posljednji minus. Koji igra¢ pobjeduje
ako Mislav igra prvi?

Rjesenje 3. Prvi Mislav Zeli prepraviti "sredinu niza". Ako je n neparan, prepravlja srednji minus u
plus, a ako je n neparan, onda prepravlja dva srednja minusa u plus. Nakon prvog poteza, prvi Mislav
zrcali poteze drugog Mislava na suprotnoj strani s obzirom na sredinu niza, $to ga dovodi do pobjede.
Jasno se vidi da kako je prvi potez podijelio niz na dvije simetri¢ne polovice, bez obzira na to sto Mislav
odigra, Mislav moze osigurati da nakon njegovog poteza niz minuseva i pluseva ostane simetrican.
Dakle, igra moZe stati jedino ako Mislav nema Sto igrati, pa zaklju¢ujemo da Mislav pobjeduje. [

Kopiranje poteza drugog igraca zbog neke postojece simetrije u igri i dopustenim potezima jedan je
od najcesé¢ih nacina stvaranja reaktivne strategije. Tako ¢e biti i u sljedeéem primjeru.

Primjer 4. Borna i Janko naizmjence postavljaju po jednog skakaca na Sahovsku plo¢u. Skakaca se
ne smije postaviti na ve¢ zauzeto polje ili polje koje neki drugi skakac¢ napada, a gubitnik je onaj tko
ne moze odigrati potez. Koji igra¢ pobjeduje ako Janko igra prvi?

Rjesenje 4. Pretpostavimo da je prvi igra¢ postavio svog skakaca na dopusteno polje. Drugi igra¢ moze
staviti svog skakaca osnosimetri¢no polozaju posljednje postavljenog skakaca s obzirom na pravac koji
lezi izmedu 4. i 5. stupca. Sada je drugi igra¢ taj koji nakon svog poteza odrZava simetriju ploce!

Ako je prvi igra¢ postavio svog skakaca, mozemo garantirati dvije stvari: to je polje bilo slobodno i
nije ga napadao niti jedan od ranije postavljenih skakaca. Zbog simetrije, polje na koje drugi igrac Zeli
postaviti skakaca zasigurno je takoder prazno i ne napada ga niti jedan od skakaca, osim mozda upravo
postavljenog jer je taj jedini postavljen u meduvremenu. Buduéi da je stanje na ploéi simetri¢no u
odnosu na os simetrije, osnosimetri¢na polja su u istom redu, a kako skakaé sigurno ne napada niti
jedno polje u istom redu, drugi igra¢ sigurno moze postaviti skakaca na zeljeno polje. Dakle, Borna
uvijek moze igrati ako Janko moze igrati, a kako igra mora zavrsiti jer je moguce postavit pa po
ranijem dokazanom Borna pobjeduje jer sigurno ima potez koji moze igrati. O

Ostavljam sljedeée primjere kao vjezbu:

Zadatak 5. Nina i Ines imaju 10 Zetona: 2 bijela, 2 crna, 2 crvena, 2 plava i 2 zelena. Naizmjence
stavljaju Zetone na vrhove konveksnog deseterokuta. Ines Zeli napraviti niz od 5 Zetona razlic¢itih boja,
a Nina ju ometa u tome. Koji igra¢ pobjeduje ako Nina poéinje? A $to ako Ines poéinje?

Zadatak 6. Viktor i Emil igraju igru koriste¢i okrugle Zetone istog radijusa na pravokutnoj ploc¢i. U
potezu je dozvoljeno staviti jedan Zeton na plocu tako da se ne preklapa s ranije postavljenima i da
se u cijelosti nalazi na plo¢i. Gubi onaj koji visSe ne mozZe postaviti Zeton na plo¢u. Tko dobiva ako
Viktor ide prvi?

Zadatak 7. U gornjem desnom kutu pravokutne Sahovske plo¢e dimenzije m X m nalazi se kamen.
Jurica i Tin naizmjence pomic¢u kamen proizvoljan broj polja prema dolje ili ulijevo. Pobjeduje igrac
koji kamen pomakne u donji lijevi kut. Ako je Tin prvi na potezu, pronadi sve parove (m,n) za koje
on ima pobjednicku strategiju.



Pobjednicke i gubitnicke pozicije

Osim trazenja konkretne pobjednicke strategije, Cesto ima smisla promatrati pobjednicke i gubitnicke
pozicije. Pozicija je opéenito neko stanje igre, npr. polozaj figura na ploci, broj i veli¢ina hrpa, brojevi
na plodi itd.

Za, poziciju kazemo da je pobjednicka za nekog igraca ako se tocno u njoj ostvaruje uvjet pobjede za
tog igraca, a za drugog igraca kazemo da je ta pozicija gubitnicka. InaCe poziciju zovemo pobjednickom
ako vodi u barem jednu gubitnicku, a gubitnickom ako vodi isklju¢ivo u pobjednicke za drugog igraca.
Kako bismo priblizili ovu ideju, promotrimo sljedeéi primjer.

Primjer 8. Na stolu se nalazi 10 Sibica. Ana i Banana sa stola uzimaju 1, 2 ili 3 Sibice naizmjence.
Pobjednik je onaj koji uzme zadnju Sibicu. Ako Ana igra prva, tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje 8. Lako vidimo da ako je na stolu samo 1, 2 ili 3 Sibice, pobjeduje onaj igra¢ koji je na
potezu. Zato su pozicije s 1, 2 i 3 Sibice pobjednicke. Jednako tako, lako se vidi da je pozicija sa 4
Sibice gubitnicka jer svaki potez vodi u pobjednicku poziciju za drugog igraca.

S obzirom na to da je na stolu relativno malo Sibica, moZemo do kraja raspisati koje su pozicije
pobjednicke, a koje gubitni¢ke. Vrlo brzo vidimo da Ana dobiva. Konkretno, pozicije s 5, 6 i 7 Sibica
su ponovo pobjednicke jer je moguée protivnika dovesti u poziciju s 4 Sibice koja je gubitnicka za
njega. Pozicija s 8 Sibica je ponovo gubitnicka jer vodi samo u pobjednicke, a iz pozicija s 9 i 10 Sibica
moguce je dodi do 8 Sibica, pa su zato pobjednicke. Dakle, Ana moZe pobijediti. O

Zadatak 9. Na stolu se nalazi n Sibica. Kruno i Kraljevi¢ mogu u jednom potezu uzeti bilo koji broj
Sibica izmedu 1 i k£ ukljucivo, s tim da Kruno igra prvi. Odredite kako n ovisi o k& kada Kraljevié
dobiva.

Rjesenje 9. Ostavljeno Citatelju za vjezbu. :) O
U sljede¢em primjeru nece biti moguce na toliko izravan i lijep nacin odrediti pobjednika. Vrijeme je

da vidimo kako moZemo tezak zadatak rijesiti gotovo bez ikakvog pametnog uvida.

Primjer 10. Na stolu se nalazi 20 Sibica. Mare i MaSa naizmjence sa stola uzimaju po 2, 3, 5 ili 8
Sibica. Gubi ona koja ne moze igrati (tj. broj Sibica je manji od 2). Ako Mare igra prva, tko sigurno
mozZe pobijediti?

Rjesenje 10. Raspisimo pobjednicke i gubitnicke pozicije po broju preostalih Sibica:
o Pozicije 0 i 1 su ocito gubitnicke pozicije za igraca koji je na potezu.

o Pozicije 2, 3, 5 i 8 su pobjednicke jer igra¢ moze uzeti redom 2, 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti drugog
igraca u gubitnicku poziciju 0.

o Pozicije 4, 6 1 9 su pobjednicke jer igra¢ moze uzeti redom 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti drugog igraca
u gubitnicku poziciju 1.

 Porzicija 7 je gubitnicka pozicija jer igraé¢ bilo kojim potezom (uzimanjem 2, 3 ili 5) dovodi drugog
igraca u neku od pobjednickih (5, 4 ili 2).

o Pozicije 10, 12 i 15 su pobjednicke jer igra¢ moze uzeti redom 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti drugog
igraca u gubitnicku poziciju 7.

e Porzicija 11 je gubitnicka pozicija jer igra¢ bilo kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igra¢a u neku od pobjednickih (9, 8, 6 ili 3).

o Pozicije 13, 14, 16 i 19 su pobjednicke jer igra¢ moze uzeti redom 2, 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti
drugog igraca u gubitnicku poziciju 11.



 Porzicija 17 je gubitnitka pozicija jer igraé¢ bilo kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igrac¢a u neku od pobjednickih (15, 14, 12 ili 9).

¢ Porzicija 18 je gubitnicka pozicija jer igra¢ bilo kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igra¢a u neku od pobjednickih (16, 15, 13 ili 10).

o Pozicija 20 je pobjednicka jer igra¢ moze uzeti 2 Sibice i dovesti drugog igraca u gubitnic¢ku
poziciju 18.

Dakle, ako Mare igra prva, pobjeduje jer je pozicija 20 pobjednicka za onog igraca koji je na potezu. [
Nije najljep$i naéin, ali radi, samo treba biti uporan. :)

Slijedi jo$ jedan slican zadatak (koji je ponovno najlakSe rijesiti ispisivanjem svih pozicija), i jedan
ipak malo manje slican primjer u kojem éemo dublje uéi u igru predstavljenu u proslom zadatku.

Zadatak 11 (Zup 2021. SS1A). Na stolu su 42 kamenéiéa. Dva igra¢a naizmjence odigravaju poteze. U
svakom potezu igrac treba uzeti najmanje jedan kamencié, ali ne vise od polovine preostalih kamencica.
Pobjeduje igra¢ nakon ¢ijeg poteza na stolu ostane samo jedan kamencié. Koji igra¢ sigurno moze
pobijediti?

Primjer 12. Na stolu se nalazi 2023 Sibice. Mare i MaSa naizmjence sa stola uzimaju po 2, 3, 5 ili 8
Sibica. Gubi ona koja ne moZe igrati (tj. broj Sibica je manji od 2). Ako Mare igra prva, tko sigurno
moze pobijediti?

Rjesenje 12. Pogledamo li prvih nekoliko pozicija (za male poéetne brojeve §ibica), uoéit éemo sljedeée
pobjednicke i gubitnicke pozicije:

o123, 4|5 |6 | 7|89 |10]|11]12
G| G|/P|P|P|P|P G|P|P| P |G| P
13|14 15|16 | 17|18 |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
p,Pp P P G|G|P|P|P|P|P G|P
26 | 2712812913031 |32|33|34|35|36 37|38
p/ Pp|G|P| P PP P G|G|P|P|P

Slika 9.1: Pobjednicke (P) i gubitnicke (G) pozicije

Hm, ok, ¢ini se da se pozicije dalje ciklicki ponavljaju s periodom 17. Motivirati nas mogu dvije
uzastopne gubitnicke pozicije, a daljnim raspisivanjem se moZemo uvjeriti da bi 17 zaista trebao biti
period. Ok... a kako éemo to dokazati?!



Na slici su vrhovi 0, 1, 7 i 11 crveni jer su gubitnicke pozicije i iz njih vode crvene strelice
u pripadne pobjednicke pozicije. Ostali su vrhovi zeleni jer su pobjednicke pozicije te su zelenim
strelicama istaknuti neki mogudéi potezi koji vode u pripadne gubitnicke pozicije.

Slika 9.2: Graf strategija

Dapace, ovaj graf mozemo koristiti i pri pravoj igri jer pokazuje i pobjednicku strategiju, tj. koji potez
vodi u gubitni¢ku poziciju za drugog igraca. Inace, rigorozan matematicki dokaz rjesenja ovog zadatka
se provodi jakom indukcijom tako da se pokrije svih 17 mogucnosti, ali se izostavlja ovdje jer ga se
predavacu ne da zapisati. Konacno, sada kada smo razvili svu potrebnu teoriju, moZemo zakljuciti da
kako je 2023 dijeljiv sa 17, pobjeduje drugi igrac. O

Ukratko, ako nije odmah jasno koje su pobjednicke pozicije, korisno je ipak napasti zadatak, pa uz
raspis probati uociti uzorak i zatim ga dokazati.

Zadatak 13. Na hrpi je n kamendiéa (n € N). Mila i Karlo s hrpe naizmjence uzimaju neki broj
kamencdiéa, a pobjeduje onaj igra¢ koji uzme zadnji kamencié. Ako Mila ide prva, za koje m ima
pobjednicku strategiju ako broj kamenci¢a koji micu s hrpe ni u kojem potezu ne smije biti slozen
broj? Sto ako pak ne smije biti prost broj?

Rjesenje 13. Ostavljeno Citateljici za vjezbu. :) O
Ovdje isticem jos jedan zanimljiv primjer. Preporucam svima koji ga nikad nisu vidjeli da se zadrze

na njemu i sam ga pokusaju rijeSiti prije nego Sto procitaju rjeSenje na drugoj strani papira.

Primjer 14. Dvopotezni je Sah po svim pravilima jednak obi¢nom Sahu, no svaki igra¢, umjesto da
odigra jedan potez, igra dva. Dakle, najprije bijeli odigra dva poteza, pa crni odigra dva poteza, pa
bijeli dva poteza, itd. Uz optimalnu igru, koji igra¢ sigurno ne moze izgubiti?



Rjesenje 14. Bijeli ne moze izgubiti, a dokaz provodimo kontradikcijom.

Pretpostavimo suprotno, tj. da bijeli moZe izgubiti uz optimalnu igru, pa zato pocetna pozicija mora
biti gubitnicka za bijeloga. Ukoliko je pocetna pozicija gubitnicka, dobivena ¢e pozicija biti pobjednicka
za crnoga neovisno o prva dva poteza bijeloga. Sada je kontradikciju najlakse pronaéi tako da od svih
moguéih nacina na koje se mogu odigrati prva dva poteza odaberemo onaj za koji lagano mozemo
odrediti stavlja li zaista crnoga u pobjednicku poziciju.

Pozicija za koju je to najlakse odrediti je poCetna, zato jer smo o njoj veé zakljuéili da je gubitnicka
za igraCa na potezu. Uzmimo primjerice poteze skakaca s Bl na C3, a zatim u drugom potezu nazad
s C3 na B1. Razlog za ovakav potez je pustiti crnoga da igra iz pocCetne pozicije.

Po pretpostavci, nakon tih odigranih poteza bijeloga, dobivena pozicija je pobjednicka za crnoga (ali je
on sada igra¢ na potezu). Sada kada je bijeli prepustio potez, uspio je natjerati crnoga da postane onaj
koji mora vuéi poteze iz pocetne pozicije koja je po pretpostavci gubitnicka. Dakle, crni je istvremeno u
pobjednickoj i gubitnickoj poziciji, Sto je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je pretpostavka da je pocetna
pozicija gubitnicka lazna, stoga prvi igra¢ ne moze izgubiti. O

A Oprez

Analizu pobjednickih i gubitnickih pozicija moZe se napraviti samo u igrama koje zavrsavaju!
Ako bismo na primjer imali igru koja ne mora zavr§iti, tada nije istina da ukoliko je pocetna pozicija
gubitnicka za sve osim jednog igraca, da on zaista i moZe dobiti!

Sad vi sami!

1. Na tri hrpe nalaze se Zetoni, na prvoj hrpi 2 Zetona, na drugoj 3, a na tre¢oj 4 Zetona. Igraju dva
igraca. Jednim potezom dozvoljeno je jednu hrpu razdvojiti na dvije manje hrpe Zetona. Gubi
igra¢ koji nema moguénost odigrati potez. Tko pobjeduje?

2. Na stolu su dvije hrpe Zetona veli¢ine n i m. Martin i Mislav igraju naizmjence, a u jednom
potezu mogu uzeti proizvoljan broj Zetona s hrpe koju odaberu. Pobjednik je onaj koji uzme
zadnji Zeton. Ako Martin igra prvi, tko sigurno moze pobijediti u ovisnosti o n i m?

3. Brojevi od 1 do 6 napisani su jedan za drugim. Igra¢i naizmjence rasporeduju znakove plus i
minus izmedu tih brojeva. Kad se sva mjesta popune, izrac¢unava se rezultat. Ako je rezultat
paran broj, pobjednik je prvi igra¢, a ako je neparan, pobjednik je drugi igra¢. Tko pobjeduje?

4. Dva igraca igraju krizi¢-kruzié¢ na ploci 9x9. Za svaki red i za svaki stupac u kojem na kraju
igre ima viSe kriziéa nego kruZic¢a prvi igra¢ dobije jedan bod. Drugi igra¢ dobiva po jedan bod
za svaki red i za svaki stupac u kojem ima viSe kruzi¢a nego krizi¢a. Koji ¢e igra¢ imati vise
bodova?

5. Jurica i Mila igraju igru s ¢okoladom oblika pravokutnika dimenzija m X n koja se sastoji
od jediniénih kvadratiéa. Igra¢i naizmjence biraju jedan od preostalih kvadratiéa te odlome (i
pojedu) sve kvadratiée koji se nalaze u istom redu desno i u istom stupcu niZe od odabranog,
kao i sve one koji su time ostali odvojeni od ostatka cokolade, pri ¢emu gornji lijevi kvadratié¢
¢okolade ostaje nepojeden. Gubi onaj igra¢ koji pojede zadnji kvadrati¢, tj. onaj u gornjem
lijevom kutu. Ako Mila igra prva, tko pobjeduje?



Zadaci

6.

10.

11.

12,

13.

Viktor i Karlo igraju kartasku igru s 2n karata koje su numerirane s 1,2;...,2n. Na pocetku
svaki igra¢ ima n karata. Nakon toga naizmjence bacaju karte sve dok zbroj bacenih karata ne
bude djeljiv s 2n + 1. Ako je zbroj bacéenih karata djeljiv s 2n + 1, pobjeduje zadnja osoba koja
je bacila kartu. Tko ima pobjednicku strategiju ako Viktor igra prvi?

. Nick i Charlie igraju sljedecu igru. Najprije Charlie odabere bilo koju permutaciju prvih n

prirodnih brojeva. Zatim naizmjence (tako da Nick ide prvi) izvode jedan od ova poteza:

(i) igra¢ napiSe novu permutaciju.

(ii) iz permutacije makne najveéi broj k i napiSe dobivenu permutaciju k — 1 brojeva.

Pritom igra¢ ne smije napisati ve¢ ranije napisanu permutaciju. Gubi onaj koji ne moze zapisati
nijednu permutaciju.

. Nina i Jurica na plo¢u su napisali 2023 uzastopna prirodna broja pocevsi od nekog n. Nakon

toga naizmjence brisu po jedan broj s ploce, sve dok na ploci ne ostanu samo dva broja. Nina
dobiva ako su preostali brojevi relativno prosti, a Jurica ako imaju zajednicki djelitelj.

a) Ako Nina igra prva, tko pobjeduje?
b) Ako Jurica igra prvi, tko pobjeduje?

. Zadan je pravilni mnogokut s n vrhova. Ines i Viktor naizmjence crtaju dijagonale tog mnogo-

kuta, ali gube ako nacrtaju dijagonalu koja bi sjekla neku od veé¢ nacrtanih dijagonala (osim u
vrhovima). Ako Ines crta prva, tko ima pobjednicku strategiju?

Emil i Masa igraju naizmjence igru na setu S. S prije prvog poteza sadrzi sve prirodne brojeve
manje od 2023. U jednom potezu, igrac bira k € S i mice sve njegove djelitelje iz S. Gubitnik je
onaj koji ne moZe napraviti potez. Emil ide prvi, tko pobjeduje?

Nina i Jurica igraju sljede¢u igru u 4 x 4 tablici. U svakom potezu, igrac¢ bira polje i u njega
upisuje neki realan broj koji se jos nije pojavio. Nakon Sto se popune sva polja, oboje se polja s
najve¢im brojem u svakom redu. Nina dobiva ukoliko postoji put od bilo koje vanjske stranice
tablice do nasuprotne preko obojanih polja, a Jurica ju ometa. Polja su susjedna ukoliko se
dodiruju u vrhovima. Ako Nina ide prva, tko dobiva?

Na plo¢i je zapisan broj 2023!. Mare i Emil igraju igru, tako da u svakom potezu igrac¢ izabere
prirodan broj s najviSe 20 razli¢itih prostih faktora koji je manji ili jednak broju na plo¢i. Tada
broju na ploc¢i oduzme se taj broj i na plo¢u se napise dobivena razlika. Pobjednik je igrac¢ koji
moze izabrati broj jednak broju na plo¢i. Tko ima pobjednicku strategiju?

Neka je N umnozak k razli¢itih prostih brojeva (k > 3). Mila i Ines naizmjence piSu sloZene
dijelitelje od N na ploc¢u po pravilima. Nitko ne smije zapisati N. Ne smiju zapisati broj kojim
bi nastao bilo par relativno prostih brojeva, bilo par brojeva od kojih manji dijeli veéi. Gubitnik
je onaj koji ne moze napisati sljedeéi broj. Ako Mila kreée, tko dobiva?



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Tin i Karlo igraju sljede¢u igru na Sahovskoj ploci: najprije Karlo stavi figuru na proizvoljno
polje. Zatim Tin i on naizmjence vuku poteze tom figurom kao u Sahu, ali ju ne smiju vratiti na
veé posjeéeno polje. Tko pobjeduje (ovisno o figuri)?

Rijesite zadatak za sve figure: pijun, dama, top, lovac, kralj, skakac.

Komentar: Uzmite da se pijun moZe kretati samo jedno polje naprijed prema unaprijed odredenom
smjeru, te ignorirajte ostala pravila Saha.

Na stol je postavljeno 2023 karte pri ¢emu su sve okrenute na zlatnu stranu, a plava strana je
na stolu. Tin i MaSa igraju sljedeéu igru: igra¢ koji je na potezu bira neku kartu koja trenutno
pokazuje zlatnu stranu i okreée nju i 49 karata njoj s lijeva na drugu stranu (one koje su
pokazivale zlatnu stranu sad pokazuju plavu, a one koje su pokazivale plavu stranu sad pokazuju
zlatnu). Pobjednik je onaj koji odigra zadnji potez. Ako Tin ide prvi, tko ¢ée pobijediti?

Na beskonacnoj ploci je unutar kvadrata n X n postavljeno po jedan kamenci¢ na svako polje.
Kamenci¢ moze "preskociti" drugi kamencié ako je iza njega prazno polje, i tada se preskoceni
kamenci¢ mice s ploce. Za koje n je moguée postiéi da preostane samo jedan kamencéi¢?

Ivan i Ivan igraju igru na ploci dimenzija 1 x 2023. U potezu, igrac izabire prazno polje i u njega
stavlja ili S ili O. Pobjednik je onaj koji dovrsi rijec SOS u tri uzastopna polja plo¢e. Tko dobiva
ako Ivan ide prvi?

Masa, Mare i Mila nose redom majice crvene, plave i zelene boje. Takoder imaju kamencice, i to
31 crveni, 41 plavi i 59 zelenih. Naizmjence (u krug) rade neki od sljedeéih poteza:

(i) Maknu tri kamenciéa iste boje.

(ii) Maknu po jedan kamenéié dvije razli¢ite boje, i dodaju dva kamenciéa treée boje.

Masa ide prva, zatim Mare, pa Mila. Igra zavrSava kada ostanu kamenciéi samo jedne boje, a
pobjednica je ona ¢ija je boja majice jednaka boji tih kamenci¢a. Tko pobjeduje ukoliko sve tri
igraju na pobjedu (tj. ne Zele da druge dvije pobijede)?

Tomislav i Marko igraju igru s N > n? kamendiéa. U potezu, igra¢ moze maknuti k¥ kamenciéa
gdje je k < n, ili moZe maknuti zn kamencic¢a gdje je x proizvoljan prirodan broj. Pobjednik je
onaj koji uzme zadnji kamenci¢. Tko dobiva ako Marko ide prvi?

Pet identi¢nih praznih posuda zapremnine 2L su rasporedene na vrhove pravilnog peterokuta.
Matej i Mislav igraju igru u krugovima: na pocetku svakog kruga, Mislav uzme 1L vode iz
obliZnje rijeke i rasporedi vodu proizvoljno u posude. Zatim Matej izabere dvije susjedne posude,
i isprazni ih nazad u rijeku. Zatim pocinje sljede¢i krug, a krugova ima proizvoljno puno. Mislav
pokusava posti¢i da se neka posuda prelije, a Matej to pokusSava sprijeciti. Tko dobiva?



G7: Boris Stankovi¢ - Geometrija ne mora biti bauk

Predavanje

Zadaci

1.

10.

Neka je ABC siljastokutni trokut u kome je AB = AC, neka je D poloviste stranice AC' i neka je
~ opisana kruZnica trokuta ABD. Tangenta na v u A sijece pravac BC u E. Tocka O je srediste
kruznice opisane trokutu ABE. Dokazi da poloviste AO lezi na 7.

. Neka je ABC siljastokutni trokut u kome je AB < AC' i D noziste visine iz vrha A. Neka su R

i @ tezista trokuta ABD i AC D, respektivno. Tocka P je na stranici BC' tako da vrijedi P # D
i da su tocke P,Q, R, D koncikli¢ne. Dokazi da su pravci AP, BQ i CR konkurentni.

. Neka je ABCD paralelogram takav da je AC = BC. Tocka P je odabrana na polupravcu AB.

Opisana kruznica trokuta AC'D sijece duzinu PD u toc¢ki @, @ # P. Opisana kruZnica trokuta
APQ sijeCe duzinu PC u R. Dokazi da su pravci CD, AQ, BR konkurentni.

. U siljastokutnom trokutu ABC u kome je AC < BC tocke M i N su redom nozista visina iz

vrhova A i B. KruZnica sa srediStem O opisana trokutu ABC i kruZnica sa srediStem S opisana
trokutu M NC sijeku se u tockama C i D. Ako je tocka P poloviSte duzine AB, dokazi da tocke
P,0,S i D leze na istoj kruZnici.

. Tocke M, N su dodiri upisane kruznice raznostrani¢nog trokuta ABC' sa stranicama AB, AC

redom, a tocke P, Q) su redom dodiri pripisanih kruznica trokuta ABC nasuprot vrhova B, C sa
stranicom BC'. Dokazati da je ¢etverokut M N P(Q) tetivan ako i samo ako je ZBAC = 90°.

. Neka je ABCD konveksan éetverokut u kome je ZABC > 90, CDA > 90i /DAB = /BCD.

Neka su F i F refleksije tocke A u odnosu na pravce BC' i C'D, respektivno. Pretpostavimo da
duzine AFE i AF sijeku pravac BD u toCkama K i L, respektivno. Dokazi da su kruZnice opisane
trokutima BEK i DFL tangentne.

. Neka je ABC raznostranican Siljastokutni trokut. Neka su X i Y razli¢ite tocke na duzini BC

tako da vazi /CAX = /Y AB. Oznacimo sa:

1) K i S noziSta okomica iz B na pravce AX i AY respektivno.
2) T i L noziSta okomica iz C na pravce AX i AY respektivno.
Dokazi da se pravci KL i ST sijeku na BC.

. UAABC (AB < AC) totke D, E, F su noziSta visina iz vrhova A, B, C redom. Tocke P, Q su

na pravcu EF takve da vrijedi DP L EF, BQ = CQ. Dokazi /ADP = /PBQ.

. Neka je v kruznica opisana oko trokuta ABC. Tocke FE, F' izabrane su na stranicama AB, AC

redom tako da vazi BE = CF. Kruznica opisana oko trokuta AEF' i kruZnica +y sijeku se u tocki
D,D # A, dok se normala iz tocke D na pravac EF i kruZnica «y sijeku u tocki G,G # A a
pravci AD i EF u tocki P. Ako je sjeciste PG i kruznice «y tocka J, J # G dokazi da vrijedi:

JE _AB
JF  AF

Cetverokut ABCD upisan je u kruznicu Q. Tangenta na Q u D sijeée polupravce BA i BC u
E i F, respektivno. To¢ka T je odabrana unutar AABC tako da vrijedi TE || CD i TF || AD.
Neka je K # D tocka na duzini DF takva da vrijedi D = TK. Dokazi da su pravci AC, DT i
BK konkurentni.



11.

12,

13.

14.

15.

Trokut ABC u kome je AB > BC upisan je u kruznicu 2 sa srediStem O. Simetrala ZABC
sijeCe 2 u M # B. Neka je I' kruznica sa promjerom BM. Simetrale ZAOB i ZBOC sijeku
I' u to¢kama P i Q respektivno. Tocka R je odabrana na pravcu PQ tako da vazi BR = MR.
Dokazi BR || AC.

Neka je ABC Siljastokutni trokut u kome je AB < AC. Neka je €2 opisana kruZnica trokuta
ABC. Neka je S srediste luka C'B kruzZnice Q2 koji sadrzi A. Okomica iz A na BC sijete BS u
D i sijeCe Q2 ponovo u E # A. Pravac kroz D paralelan BC sijece pravac BE u L. Oznaéimo
opisanu kruZnicu trokuta BDL sa w. Neka se w i 2 ponovo sijeku u P # B. DokaZi da sjeciSte
tangente na w u P i pravca BS pripada unutrasnjoj simetrali ZBAC.

U trokutu ABC, tocka A; lezi na stranici BC i tocka Bj leZi na stranici AC. Neka su P i
tocke na duzinama AA; i BB, respektivno, takve da je PQ paralelno AB. Neka je P; tocka na
pravcu PBj, takva da se Bj nalazi izmedu P i Py, te vazi /PP,C = Z/BAC. Sli¢no, neka je Q1
na pravcutocka QQA1, takva da se A; nalazi izmedu Q i Q1, te vazi ZCQ1Q = LCBA.

DokaZi da su tocke P,Q, P; i ()1 koncikli¢ne.

Neka je ABC trokut u kome je ZBCA = 90° i neka je D noziste visine iz C. Tocka X se nalazi
na duzini CD. Neka je K tocka na duZini AX takva da je BK = BC'. Sli¢no, neka je L btocka
na duzini BX takva da je AL = AC. Tocka M je sjeciSte AL i BK.

Dokazi MK = M L.

Neka je ABC S&iljastokutni trokut u kome je AB > AC. Neka je I" njegova opisana kruznica, H
njegov ortocentar i F' noziste visine iz A. Neka je M poloviste stranice BC. Neka je @ tocka na
I" takva da je ZHQA = 90° i neka je K tocka na I' takva da je ZHKQ = 90°. Pretpostavimo
da su tocke A, B, C, K i () sve medusobno razliite i da leZe na I"' u ovom poretku.

Dokazi da su opisane kruznice trokutova KQH i FKM tangentne.



A'7: Ivan Novak - Algebra mix

Predavanje
. Neka su z1,x2,...,T2023 U parovima razlic¢iti pozitivni realni brojevi takvi da je broj
1 1 1
an =@ +z2+ - +a) | —+—+- -+ —
I X9 In

cijeli za svaki n =1,2,...,2023. DokaZi da je asges > 3034.

. Dano je n > 3 pozitivnih realnih brojeva a1, as, ..., a,. Za svaki 1 < i < n neka je b; = %
(ovdje smatramo da je ag jednak ay, i a1 jednak a;). Pretpostavimo da za sve 4, j od 1 do n
vrijedi a; < a; ako i samo ako je b; < b;. DokaZi da je a1 = a2 = -+ = ay.

. Neka su a,b,c,d, e, f realni brojevi takvi da je

8

28— 4" + 72+ ar® + bt P v dit vex+ f = H(w—xi),
i=1
gdjesux; >0zai=1,2,...,8. Odredi sve vrijednosti koje moze poprimiti f.

. Odredi sve funkcije f: R — R takve da je (z — y)(f(z) + f(y)) < f(2® — y?) za sve z,y € R.
. Dan je prirodan broj c. Neka je z1,zo, ... strogo rastuéi niz prirodnih brojeva takav da
Zn, | n’+c

za svaki prirodan broj n. Dokazi da postoji prirodan broj M takav da je a, = n? + c za svaki
n>M.

. Dan je konacan skup realnih brojeva M koji ima bar 4 elementa. Pretpostavimo da postoji
bijekcija f : M — M takva da je f(a) # a za neki a € M, te je

ab < f(a)f(b)
za sve a # b € M. Dokazi da je zbroj elemenata skupa M jednak 0.

. Dani su prirodni brojevi m i n. Ako je f : N — N funkcija takva da za svaki x € N vrijedi
f™(x) =m i da za sve razli¢ite z,y € N vrijedi

z—y| f(z) - f(y)

mora li vrijediti f(z) = m za sve x?



N7: Borna Banjanin - Lema o podizanju eksponenata

Predavanje

LTE, ili lifting the exponent lemma, popularan je "alat" koji se koristi za rjesavanje olimpijskih zada-
taka. Nakon ovog predavanja bit ¢ete sposobni rijesiti golem niz genijalnih matematickih problema.
I sada, nakon S$to sam uspjesno napisao ovaj predivan uvod, moZemo preéi na definicije te kasnije na
samo rjeSavanje zadataka.

Definicija 9.4.1: v,(n)

Neka je p prost, a n prirodni broj. Definiramo vy,(n) kao nenegativni cijeli broj za kojeg vrijedi da
p»(™ dijeli n, ali p*»™+1 ne dijeli n.

Ovu funkciju ste, vjerujem, svi koristili nekoliko puta neovisno o tome jeste li znali njenu formalnu de-
finiciji ili ne. Korisna je u jako puno zadataka iz teorije brojeva, a ponajvise kod rjeSavanja diofantskih
jednadzbi. Preporu¢am da prije nego krenete na LTE rijeSite ova dva primjera da se malo zagrijete i
opustite uz vy(n).

be -1 b
0.33 Dokazi da je ged(a,b,c) = o (aabilcg?b(a(;) fccle @)’ gdje je ged najveéi zajednicki djelitelj a

lem najmanji zajednicki visekratnik.

0.36 Neka su a i b prirodni brojevi takvi da vrijedi
a|b?|a®|b*|ad®]...

Dokazi da vrijedi a = b.

Lema 9.4.2: Lifting the exponent
Neka je p prost broj, a « i y prirodni brojevi koje p NE dijeli, ali dijeli njihovu razliku:
1. Za svaki prirodni n:
(a) ako p > 2:
vp(2" = y") = vp(2 — y) + vp(n)

(b) akop=2idlz—y:
n

va (™ — y") = va(x — y) + v2(n)

(c) ako p=21in paran:
v2(z" — y") = va(x — y) + va(z +y) +v2(n) — 1

2. Za svaki prirodni n kojeg 2 ne dijeli:
vp(2™ +y") = vp(z +y) + vp(n)

Kao Sto svi mozete zakljuciti, koristit ¢emo LTE kod nekih zadataka s bolesnim potencijama. Nadam
se da Cete tijekom ovog predavanja nauditi §to je LTE i dobiti intuiciju u kojim zadacima ga je korisno
primijeniti.



Pocetnicko dizanje eksponenata

1.

2.

Odredi v2(19%8 — 1) i v3(19%8 — 1).
Neka je k prirodan broj. Pronadi sve prirodne n takve da 3™ dijeli 2" — 1

Neka je p prost broj, a n i a prirodni brojevi. Dokazi da ako vrijedi 2P 4+ 3P = a™ onda vrijedi
n=1.

. Neka su n i p prirodni takvi da je p prosti i da vrijedi a? = 1(mod p"™). Dokazi da vrijedi

a = 1(mod p™1).

. Rijesi a? — 1 = p* u skupu prirodnih brojeva.

Neka je p # 3 prost broj te neka su a, b prirodni brojevi takvi da p | a + b i p? | a® + b3. Dokazi
da p? | a+bili p? | a3 + b3

. Odredi sve prirodne brojeve a takve da je

5 +1

Z.
3¢ ©

Naprednije dizanje eksponenata

8.

10.

11.

12,

Nadi sve prirodne brojeve k za koje postoje a,n € N takvi da jen >=21i
p1-p2...pr—1=a"
gdje su p1,po9,...,pr redom prvih k prostih brojeva (2, 3, 5, ...).

Neka je n € N kvadratno slobodan (ne postoji prosti broj p za koji vrijedi p? | n). Dokazite da
ne postoje relativno prosti prirodni brojevi z i y takvi da

(@+9)° | (" +y")
Odredi sve prirodne a i b i proste p za koje vrijedi aP = b! + p.

Neka su a i b pozitivni realni brojevi i a — b, a® — b2, a3 — b3, ... prirodni brojevi. Dokazi da su
a i b prirodni brojevi.

Neka su c,d > 2 prirodni brojevi. Neka je {a,} niz definiran s a; = ¢,a,11 = a2 + ¢ za svaki
n € N. Dokazi da za svaki n > 2, postoji prost broj p takav da pla, ip fa; zai=1,2,---n—1.



Hintovi s predavanja



Hintovi za prvu grupu

C1: Paula Horvat - Dirichletov princip

Hintovi

Laksi zadaci
1. Analogno dokazu osnovne formulacije.
2. Dirichletov princip.

3. Dirichletov princip.

H

. Dirichletov princip.

5. Promotri parove koji u sumi daju 12.

(=]

. Promatrajte ostatke pri djeljenju s 14.

Umjereni zadaci
7. Gledaj najgori slucaj.
8. Sto je zanimljivo kada netko ima 20 prijatelja?
9. Dirichletov princip.
10. Koje su sve moguénosti za zbroj?
11. Podijeli kvadrat na manje dijelove.
12. Promatraj parnost pocetnih brojeva te onih permutiranih.
13. Fiksiraj dvije tocke i $to se sve nalazi oko njih (kruZnice radijusa 1).
14. Koliko postoji razli¢itih trojki koje su obojane u ili crveno ili plavo?

15. Proucite koliko je bilo partija koje nisu zavrsile remijom, te pretpostavite suprotno. Je li moguée
postiéi toliko razli¢itih bodova s toliko partija?

16. Promatrajmo brojeve ai, as, ..., ases koji predstavljaju ukupan broj posadenih drva zakljuéno
s odgovarajuéim danom. Stoga vrijedi a1 < az < --- < asgs. Da bismo dokazali trazenu tvrdnju,
dovoljno je dokazati da je jedan od brojeva ai,as, ..., ass; jednak jednom od brojeva a;+29, as+

20, ..., a365 + 29.



Tezi zadaci

17. Fiksirajte jedan broj, npr a;. Promatraj sume s = aj + ...ax. Promatraj zadnje znamenke
brojeva s za k izmedu 1 i 101.

18. Koliki je ukupan broj mogucnosti za kardinalitet nepraznog pravog podskupa od X? Kolika je
maksimalna moguéa suma brojeva iz X? Sto mozemo zakljuéiti iz toga?



aq

10.
11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

G1: Nika Utrobici¢ - Sukladnost i sli¢cnost

Hintovi

. Prvo dokazi jednostavniju tvrdnju - kada jedan krak obodnog kuta prolazi kroz srediste kruznice.

Mozes li ostale sluCajeve svesti na to?

. Oznaci s T sjeciSte kruznice i simetrale kuta i dokazi da visina iz T na stranicu bas mora biti

simetrala stranice.

. Prikazi povrsinu trokuta kao zbroj povrSina manjih trokuta.

. Iskoristi ¢injenicu da je tangenta uvijek okomita na promjer i poucak o obodnom i srediSnjem

kutu.

. Promotri trokute AIMC i AIMB i izra¢unaj im kuteve. Primijeti da su A, I i M na istom

pravcu.

. Oznadi totku M’ koja je preslika H preko stranice/polovista i dokaZi da je Cetverokut ABM'C

tetivan.

. (Neka je trokut AABC i simetrala kuta u A.) dodaj tocku C’ na pravcu AB takvu da je ACAC’

jednakokradan. Sto lijepo vrijedi za nju?

. Oznadi sjeciSte HM i kruznice s X i dokazi da je obodni kut nad AX pravi.

. Dokazi da su trokuti APOT i ATHA sli¢ni. (T teziSte, H ortocentar, P poloviste stranice, O

srediSte opisane)
Za, pocetak dokazi da noziSte neke visine leZi na kruznici kroz polovista stranica.

Ocito je da je trokut jednakokracan. Dovoljno je pokazati da mu je bilo koji kut jednak 60° .
Prisjeti se nekih trikova za odredivanje kutova vezanih uz kruznicu.

Na koji naéin ée$ iskoristiti uvjet |[AB| = |EC|
Sto ti daje simetrala kraka AC?

Raspisuj kutove koristeéi zbroj kutova u trokutu, uodi jednakokracne trokute. Sto vrijedi za
cetverokut ASCG? Kako nazivamo takav Cetverokut.

Zadatak izgleda simetri¢no. Pokusaj sve kutove izraziti preko v i a.

Prvi dio zadatka je | BE| = |ED| i to je laksi dio zadatka koji koristi neku sli¢nost. Nakon toga
se prisjeti jedne zanimljive tvrdnje koja ukljucuje poloviste hipotenuze i jednakost nekih duzina
(Mozes 1i pronaéi jos neku duzinu jednaku navedenima?).

Docrtaj neki element. Kako ¢es pokazati jednakost dviju duzina ako raspisivanje duljina ocito
nema smisla?

Iz jednakokracnosti i simetrale kuta ocito slijedi neki angle-chasing, na koji nacin bi jednakosti
nekih kutova mogao povezati s duljinama stranica?

Imas tri uvjeta zadatka koji upucuju na angle-chasing. Od kojeg kuta treba poceti? Nakon sto
raspisSes$ kutove, $to znas o Cetverokutu CBED?

Prikazi oba kuta preko kuta ZABC.

Iskoristi tetivne éetverokute da kuteve izrazis preko kuteva istog trokuta.



22.
23.
24.
25.
26.
27.

Ima$ puno pravih kuteva na skici - koje sve tetivne ¢etverokute uocavas i kako ti mogu pomoéi?
Iskoristi formulu za povrSinu trokuta preko radijusa upisane kruZnice!

Dokazi da trokut AOAH mora biti jednakokracan! Kako ti to pomaze?

Na kojoj kruznici lezi M?

Dokazi da je IKCP tetivan!

Dovoljno je dokazati da simetrale vanjskih kuteva sijeku pravac LM bas u P i Q!



N e o aw

10.
11.

12,

13.
14.
15.

A1l: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije

Hintovi

. U a) prvo izmnozi zagrade, a u b) prepoznaj zajednicki faktor (z — 1).

. a) Svedi prva dva te druga dva pribrojnika na njihov zajednicki nazivnik pa iskoristi razliku

kvadrata. b) Uvedi supstituciju z = 202120212021 pa pojednostavni izraz prije ra¢unanja. c)
Prepoznaj kvadrat zbroja pa prvo pojednostavni izraz, onda tek uvrsti.

Postavi zadatak u obliku kvadratne jednadZbe pa ju rijeSi metodom srednjeg ¢lana.

Prebaci 22 na desnu stranu i iskoristi razliku kvadrata.

Izrazu zbroji i oduzmi 4a?b? pa iskoristi formulu za kvadrat zbroja i razliku kvadrata.

Iskoristi u svakoj od jednadzbi razliku kvadrata pa zbroji sve tri jednadzbe.

a) Izludi n i zatim prepoznaj razliku kvadrata. b) Razvij sva tri kuba uzastopnih brojeva po
formuli za zbroj/razliku kubova te dobiveni izraz sredi do kraja. c) Razlika potencija. d) Zbroj
kubova. e) Jedan od nacina je prepoznati razliku Cetvrtih potencija kao razliku kvadrata dvaju
izraza koji su i sami kvadrati.

. a) Uodi da je z* +y* = (22 +y?)? — 222y2. b) Sli¢no kao a), ali za z8. c¢) Zbroj kubova. d) Uoé&i

da se ab moe izraziti kao 1((a + b)? — (a? + b?)). e) Razvij kub zbroja (a® + b%)3.

. a) —ry = 2y —2xy. b) Izludi n pa faktoriziraj n?>+6n+9— 1. c) Izlu¢i a pa faktoriziraj kvadratni

trinom metodom srednjeg ¢lana. d) Izrazu n* 4 1395 zbroji i oduzmi 5* pa faktoriziraj dvaput
razliku kvadrata. Bit ée lako pronaéi najmanji jer postoji jedan jedini :)

Prebaci 2® na desnu stranu pa je prikazi kao kvadrat razlike.

Odrediti rjeSenja jednadZbe zapravo znadi faktorizirati izraz s lijeve strane na linearne faktore,
a s desne strane ostaviti nulu. Tada ¢emo izjednacavanjem svakog od faktora s nulom dobiti sva
rjeSenja.

a) Iskoristi razliku kvadrata pa promatraj djeljivost sa 4. b) Iskoristi razliku kubova pa promatrayj
djeljivost s 9.

Gornju jednadZbu pomnoZi s 2 pa joj oduzmite donju. Zatim faktoriziraj.
Pojednostavni oba razlomka do kraja pa promotri njihovu razliku.

Ovdje nema nikakve mudrosti, samo fizikala. Izraze skroz raspisi pa ih onda faktoriziraj. Sve
S§to ée§ izgubiti je vrijeme. U d) si mozes olaksati traZenje svih rjeSenja ako primijeti§ da su svi
dobiveni faktori parni.



N

12,
13.
14,
15.

16.
17.
18.
19.
20.

LA G o

N1: Ivan Premus - Djeljivosti

Hintovi

Probaj preurediti brojnik tako da dio s n bude djeljiv s nazivnikom.

Pogledaj primjer 2.

Koji je najmanji, a koji najveéi djelitelj broja?

Kada je broj djeljiv sa 72 (8-9)?

Raspisi pomoc¢u potencija broja 10, moZe se rjesiti bez pravila djeljivosti za 16.

Koje su mogudée vrijednosti mjere na temelju broja 12? Koje moguénosti za mjeru mozes elimi-
nirati zbog 3n + 27

Gaussova dosjetka za zbroj znamenaka.

. Promatraj djeljivost s 4.
. M(n,n+1) =1.

10.
11.

U oba podzadatka promatraj neka tri uzastopna broja (koja?) i ostatke pri dijeljenju s 3.

Gledaj parnost od n. Ako dijelimo neki kvadrat prirodnog broja sa 4, koje ostatke mozemo
dobiti?

Faktoriziraj i promatraj nekoliko kljucnih faktora za djeljivost s 2,3 i 5.
Kakva moze biti M(n — 1,n + 1)7 Prisjeti se Euklidove leme.
Koja je parnost od ¢7

Promatraj ovisno o tome daju li neki brojevi iste ostatke pri dijeljenju s 3 i 4. Sto znamo o
parnosti razlika ako nikoja 2 broja ne daju isti ostatak pri dijeljenju s 47

Osnovna ideja: k — 1| k™ — 1.

Koristi prvo svojstvo djeljivosti, pokusaj oduzimanjem eliminirati n.
Pretpostavi BSO da je m < n.

Promatraj a i b po parnosti.

Probaj algebarskim manipulacijama doé¢i do neke korisne djeljivosti, konkretno, zelis dobiti b—1 |
a.



i A

12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.

Hintovi za drugu grupu

C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante
Hintovi

TraZi se nesto Sto je razli¢ito pocetnom slucaju i cilju, a da se ne mijenja u potezu.
Sto je zajedni¢ko promjenama u svakom moguéem potezu?
Bojanje s 3 boje i brojenje obojenih polja.

Smjesti sobu u koordinatni sustav, doéi ée se do invarijante vezane uz koordinate (cjelobrojnih)
toCaka kroz koje zraka prolazi.

. Proudi nekoliko malih primjera tako da dobijes ideju koji ée biti odgovor ovisno o n. Ako je

odgovor potvrdan, nije teSko rijeSiti opdéeniti slucaj. Ako je odgovor negativan, razmisljaj o
bojanju.

. Jasno je da se moze posti¢i da svi budu istobojni ako su brojevi kameleona za neke dvije boje

jednaki... za kakve p, ¢, z se to moZe postiéi?

. Ovdje imamo neki geometrijski objekt... to moze biti invarijanta?

. Ovo je zadatak s monovarijantama. Sto se mijenja nakon svakog poteza? Pomoéu toga moZemo

sa strane definirati neku veli¢inu koja ¢e biti monovarijanta.

. Sli¢éno kao 3. zadatak
10.
11.

Isto kao hint za 5. zadatak, samo §to je ovdje invarijanta vezana uz parnost.

Sli¢no kao u 5. zadatku, iako zadatak nije na ploéi, ima smisla promatrati bojanje (ali nije isto
bojanje kao u 5 zadatku).

Sliéno kao u prvom zadatku b), trazimo neku funkciju tih brojeva koja ¢ija se vrijednost ne
mijenja u potezu (brojevi 0.8 i 0.6 mogu dati smjernice za tu funkciju)

Sahovsko bojanje i parnosti.
Bojanje koje nije bas jednostavno.
Djeljivost nekim brojem.

Slicno kao u 8. zadatku, treba poceti s nekim proizvoljnim slucajem, definirati neku veli¢inu
sa strane te izvoditi poteze tako da ta veli¢ina bude monovarijanta (samo sto su djelovi toga
postupka u 8. zadatku bili otkriveni u tekstu zadatka)

Bojanje s 3 boje.

Treba dokazati da ako broj polja na pocetku nije dovoljno velik, ne moZe se cijela plo¢a pokriti.
Za, to ¢e naravno pomod¢i neka veliina sa strane, no ona ne mora biti invarijanta, moze biti i
monovarijanta koja se samo moze smanjiti buduéi da bi isti zakljucak vrijedio za manje pocetne
brojeve polja.
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N = O

13.
14.
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G2: Namik Agié¢ - Angle chase

Hintovi

Izrazite oba kuta preko kuteva trokuta. Obodni i sredisnji kut.
Presijecite 2 kruznice i pokazite da taj presjek lezi i na trecoj.
BSO neka je stranica BC u pitanju. Chaseajte Z/BH'C
Pronadite paralelogram

Chaseajte kuteve uz presjecnicu

Tales, nadite kuteve od 45

Samo chaseajte sumu kutova 90 u odgovarajuéem trokutu

Isto samo chase, sjetite se leme bez dokaza

Reverse-engineeraj koja ti tetivnost treba, chaseaj

. Dokazi SC = SK,CT =TL
. Dokazi da je APQF tetivan

. Uvjet je ekvivalentan da je X na simetrali F'G. Dalje ubodite Sto viSe tetivnih i uhvatite se posla

sa chaseom

Isto chase, nema nista pametno

a) Presijecite X A, X B s manjom kruZnicom, isto chaseajte (Malo nezgodno Sto treba homotetija
argument za to, reéi éu vam Sto je). Ostali podzadatci su viSe straightforward chase



A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje

Hintovi

Laksi zadaci
1. Pocenite od desne strane i pojednostavite tako da dobijete lijevu.
2. Svedite opéi ¢lan na zajednicki nazivnik.
3. Zapisite svaki razlomak kao razliku dva razlomka.

4. Zapisite svaki razlomak kao razliku dva razlomka.

1
5. Opdéi ¢lan je ————.
péi clan je Kk +3)
Zapisite svaki razlomak kao razliku dva razlomka.
6. Izvucite jedinicu iz svakog razlomka i napiSite ostatak kao razliku dva razlomka.
7. Preoblikujte svaki ¢lan u umnosku preko formule za razliku kvadrata.

8. Racionalizirajte sve razlomke.

9. ZapiSite opéi ¢lan sume kao razliku dva sli¢na izraza.

Umjereni zadaci
10. Zapisite svaki razlomak kao razliku dva razlomka.

11. Rastavite svaki razlomak na 3 jednostavnija.

1
nyn+1+(n+1)y/n

Racionalizirajte sve razlomke.

12. Opéi ¢lan je

K+ (k+ 1)
k(k+1)

Rastavite opéi ¢lan na nesto jednostavnije.

13. Opdéi ¢lan je

14. Zapisite opéi ¢lan sume kao razliku dva sli¢na izraza.

15. "Zakomplicirajte" izraz tako da dodajete i oduzimate istu stvar.

Primijenite A-G nejednakost.
16. Ogradite svaki razlomak odozgo s izrazom koji ¢ée se moéi teleskopirati.

17. Zapisite svaki razlomak kao razliku 2 razlomka.



Tezi zadaci

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Izrazite svaki razlomak kao razliku dva slicna razlomka.
Primjenite Sophie-Germain faktorizaciju.

Izrazite svaki razlomak kao razliku dva slicna razlomka.
Faktorizirajte ¢lanove i rastavite na "jednostavnije" produkte.
Faktorizirajte ¢lanove i rastavite na "jednostavnije" produkte.
Rastavite op¢i ¢lan i namjestite na teleskopiranje.
Pojednostavite opéi ¢lan.

Poksuajte namjestiti nazivnik tako da sli¢i neCemu poput 1 — zy

(a)
1 k+1—-k

Rt+k+1l 1— (k+1)(—k)

(b)
1 2 2 2 2 2% +1— (2k —1)

2k 4k 1—1+4k? 1—-1+4k? 1+ (4k2—1) 1+ (2k-1)(2k+1)




10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

N2: Simeon Stefanovié¢ - Diofantske jednadzbe

. Hint 1:
. Hint 1:

. Hint 1:

Hint 2:

. Hint 1:
. Hint 1:

. Hint 1:

Hint 2:

. Hint 1:

. Hint 1:

Hint 1:
Hint 1:
Hint 1:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:

Hint 1:
Hint 2:

Hint 1:

Hint 1:
Hint 2:

Hint 1:
Hint 2:

Hint 1:

Hint 1:

Hintovi

Odredi vrijednost jedne nepoznanice u ovisnosti o drugoj.
Faktoriziraj izraz.

Promatraj cijeli izraz modulo neki broj.
TraZeni broj je 4.

Sto ako je min{a,b,c} > 3?
Pojednostavi izraz pa faktoriziraj.

Primjeti da vrijedi n? +n + 7 > n?
Primjeti da vrijedi n? +n + 7 < (n + 3)? $to ostavlja nekoliko moguénosti za m.

Faktoriziraj lijevu stranu tako da rastavite srednji clan.
Izrazi vrijednost y preko x.

Izmnozi obje strane, pojednostavi, faktoriziraj.

Motze li vrijediti da je min{a,b,c} > 47

Promotrite djeljivost s 2.

Promotrite djeljivost s 2.
Pomaze li nam to Sto je jednadzba homogena?
Promotri najmanje rjeSenje gdje nisu sva 3 broja jednaka 0.

Pokusaj odrediti donju i gornju granicu lijeve strane kao u zadatku 6.
Donja granica je z3. Gornja granica je (z + 3)3.

Faktorizirajte, zatim probajte iskoristiti metodu zbroja kvadrata.

Iskoristi xy s lijeve strane kako bi desnu stranu nadopunio do kvadrata.
Razlika kvadrata.

Preoblikuj izraz tako da na jednoj strani bude konstanta.
Uodi dvojku. To nas podsjeéa na potpune kvadrate.

Uodi da je (2z + 7)% < P(z) < (2z + 10)3.

Pokusaj izraze nadopuniti do istog izraza, kao da supstituiras neSto umjesto x i nesto

drugo umjesto y.



10.
11.

12,

13.

14.

Hintovi za trecu grupu

C3: Vedran Cifrek - Indukcija

Hintovi

. U koraku indukcije moZemo viSe puta koristiti pretpostavku i isto moZemo koristiti da je n za

koji smo pretpostavili da vrijedi veéi jednak 4.

. Isto ko u uvodu.

. Kad radite korak indukcije postupno primjenjujte rekurzivnu formulu za fibonaccijeve brojeve

tako da dobijete izraz koji se nalazi u pretpostavci indukcije.

11
k(k+1) k k+1

1
. Dobiti 2" + — kao dio izraza dobivenog kao produkt brojeva za koje znamo da su cijeli.

x

. Na malim primjerima pogledajte sto se dogodi kada na n pravaca dodamo n + 1.

. Vidimo da se ovo ne moze direktno dokazati indukcijom, pa probajmo ubaciti neki ¢lan koji

ovisi o n na lijevu stranu kako bi tvrdnja i dalje vrijedila, a kako bi onda ju onda mogli dokazati
indukcijom tako kako piSe. Znaci Zelimo neki izraz koji ovisi o n za koji ée razlika tog izraza za

1
n i n+ 1 biti veéa od —.
n

. Pogledajte slucaj kad je m = 3, pa probajte nesto zakljuciti za opcéenito

. Pogledajmo kako izracunati sumu za skup {1,2,...,n+ 1} tako da posebno gledamo podskupove

koji sadrze n + 1 i koji ne sadrze n + 1.
Indukcija po n. Promotrimo skupove koji sadrze n + 1.

Da bi indukcijom dokazali traZenu tvrdnju treba nam jo$ jedna sliéna (pomoc¢na) tvrdnja. Da
bi odredili koja je, raspiSimo korak indukcije kako bi inace pa pogledamo $to nam nedostaje da
dokaZemo korak do kraja.

U pretpostavci ¢emo pretpostaviti da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve k < n, umjesto
samo za n i u koraku dokazati za n+ 1. Za korak uzmimo najveéi fibonaccijev broj koji je manji
jednak od n + 1.

Sluéaj kad neka celija ima susjednu samo u retku/stupcu se lako rijesi.
Kad koristimo indukciju smijemo uzeti da se neka celija koja nam je zadana zapravo nije zadana
i za celiju koja nije bila zadana re¢ da je zadana kad koristimo indukciju.

Zelimo puno puta koristiti pretpostavku indukcije pa ¢emo pretpostaviti da ona vrijedi za bilo
kojih n lampi u obliku da moZemo svim lampama u nekom trenutku promijeniti stanje od tog
trenutka(to je ekvivaletno kao da imamo niz poteza koji sve ugasSene pretvara u sve upaljene).
Takoder, pretpostavit ¢emo da tvrdnja ne vrijedi za nasih n+1 lampi, pa iz kontradikcije mozemo
dobiti tvrdnje za nase lampe.



G3: Patricija Dovijani¢ - Tetivni cetverokuti

Hintovi

Laksi zadaci

(&,

Prisjetite se teorema o obodnom i sredisnjem kutu. Kakav je trokut C'SB?

1
2. Promotrite trokut AOC.
3.
4

Promotrite unutarnje kuteve tog cetverokuta.

. Prisjetite se Talesovog teorema o obodnom kutu nad promjerom. Takoder, pronadite dva tetivna

¢etverokuta i iskoristite Sto vrijedi za njihove kuteve.

. Za koji ¢etverokut znamo da je tetivan? Iskoristite da su obodni kutevi nad istim lukom jednaki.

. Koji kutevi moraju biti jednaki da bismo dokazali tvrdnju zadatka? Pronadite ih promatrajucéi

unutarnje i vanjske kutove dvaju tetivnih éetverokuta.

Tezi zadaci

10.
11.
12,
13.

14.

. Neka je H sjeciste pravaca AD i FG. Koja dva ¢etverokuta su tetivna? Promotrite trokut H DG.

. Zapravo treba dokazati /FAD = /EBD. Kakav je trokut AOB? Uocite da na gotovo jednak

nacin mozemo rijesiti zadatak ako dokaZemo jednakost nekih drugih dvaju kuteva. Kojih?

. Promotrimo trokut C'"HB. SrediSte njemu opisane kruznice upravo je poloviste stranice BC

(zasto?), oznadimo ga s P. Dakle, ekvivalentno je dokazati |PC| = |PH| = |PB|.
Opisite kruznicu trokutu ABC. Gdje se nalazi njezino srediste?

Ekvivalentno je dokazati /RSP = /MSP.

Spustite visinu na osnovicu i iskoristite svojstva teziSta i srednjice.

Promotrite kruznicu opisanu trokutu BMC'. Gdje se nalazi njezino srediSte? Pomoéi ée vam
sli¢no razmisljanje kao u zadatku 10. Oznac¢imo li s E sjeciste pravaca KM i AD, ekvivalentno
je dokazati da je ZDEM = 90° promatraju¢i trokut DEM.

Iskoristite da osnosimetri¢ne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leZe na opisanoj
kruZnici tog trokuta. Zapravo vam tetivni Cetverokuti ne¢e pomoéi u ovom zadatku, ali odlucila
sam ga zadati kao poticaj da rijesite zadacu, jer je sluzbeno rjeSenje dugacko i puno ruzne
trigonometrije, a koriste¢i jednu od tvrdnji koju smo naveli na pocetku predavanja zadatak se
mozZe rijesiti vrlo jednostavno u par redaka.
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11.

12,
13.
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A3: Lucija Reli¢ - KAGH

Hintovi

Primjenite A-G nejednakost.

Prebacite —4a* na desnu stranu nejednakosti pa AG.

Pomnozite sve sa 2 — 3 puta primijenite AG i zbrojite dobivene nejednakosti.
Koristeéi KG pokazite da je (z + y)? < 2.

Pomnozite sve sa 2 i viSe puta primijenite AG.

Qo

AG na lijevu stranu pa ponovno na 3 i ;.

AG zasebno primjenite na svaku zagradu.

ab® + a3b = ab(a?® + b?), uocite da je ab geometrijska sredina brojeva a? i b2, primijenite AG dva
puta.

Primijenite prethodni zadatak.

Dodajte 2(a + b + ¢) na obje strane i viSe puta primijenite AG.

1 1 1
AG na {1, 1+—,14+—,...,1+ —} (sve skupa n + 1 varijabli)
n n n

Izmnoziti zagrade, AH na % + %

Zapisati na malo drugaciji nacin pa AG na 6 varijabli.

Napravite slican trik kao u Nesbittovoj.

Supstitucija te A-G nejednakost.

Iskoristite Pitagorin poucak te primjenite A-G nejednakost.

Prvo primijeni A-G nejednokost, zatim A-H.

Heronova formula, zatim A-G nejednakost.

Neka je yo = 1,y; = 1 + = + ... + z*. Nadite rekurzivnu vezu izmedu z; i y;.

Primijenite Jensenovu nejednakost te iskoristite zadatak iz uvoda.
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N3: Adian A. Santos Sepci¢ - Kongruencije

Hintovi

Promotri modulo 3 i 8.

Promotri modulo 3.

Promotri uzorak zadnjih znamenki 3!,32,33...
Racunaj modulo 10.

Uzorak ostataka ¢e se u ovoj igri ponavljati
Uzorak ostataka pri dijeljenju s 11 ée se ponavljati u nizu 3! + 4!, 32,42, 33 4 43...
Mozemo zapisati neke brojeve pomocu potencija drugih modulo 7.
Sli¢no je kao 4. zadatak, ali se postupak ponavlja dvaput.

Promotri modulo 8.

. MozZemo zapisati neke brojeve pomocu potencija drugih modulo 31.

. Primjeni viSe razli¢itih modula direktno na jednakost i izvuci iz svakoga po nesto.
. Podijeli s 2 puno puta.

. Podijeli sa 7 puno puta.

. Promatraj modulo 5 i modulo 7.

. Pronadi negdje razliku kvadrata.
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Hintovi za cetvrtu grupu

C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Hintovi

. Prebroji parove ljudi i rukovanja.
. Oznacite broj Sahista s x, a broj penzionera s y i zapisite uvjet zadatka u jednadzbu.
(a) S lijeve strane je broj nacina za odabrati k uéenika medu njih n. Kako moZemo interpretirati

desnu stranu?

(b) S lijeve strane je broj naé¢ina za odabrati k ufenika medu njih n + 1, a na desnoj strani
Zelimo isto brojanje nekako podijeliti na 2 slucaja.

(c) Prebrojavanja na obe strane koriste slicnu ideju "izolacije pojedinca" kao i prebrojavanje
na desnoj strani u (b) dijelu.

. Prebrojite ukupan broj parova ucenika koji Ciste ucionicu zajedno.

. Prebrojimo ukupan broj parova kusaca koji su kusali neko vino. Ne zaboravite konstrukciju za
n koji mislite da je rjesenje!

(a) Lijevu stranu moZemo interpretirati kao da medu n udenika biramo m-¢lanu momdad, a
zatim 7 ¢lanova momcadi koji zapocinju utakmicu. Sto brojimo na desnoj strani?

(b) Razmislite koje sve izbore moméadi medu n uéenika prebrojavamo na lijevoj strani.

(c) Pogledaj ideju u 5.a) zadatku.

. Pretpostavi suprotno i napravi incidencijsku matricu s 6 redaka, svaki predstavlja zadatak, i s

200 stupaca, svaki predstavlja ucenika. Upisimo u matricu 1 ako uéenik u tom stupcu nije rijesio

zadatak u tom retku. Sada brojimo na dva nacina skup parova jedinica koje se nalaze u istom
retku.

. Razmislite zasto se py mnozi bas s k. Sli¢na je ideja kao u 2.c) zadatku.

. Prebrojite ukupan broj parova polja iste boje koji dijele redak/stupac.
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G4: Borna Banjanin - Potencija tocke

Hintovi

. Potencija tocke C na kruznicu k.

. Potencija tocke E na kruznicu k.

. Potencija tocke E na kruznicu opisanu trokutu ABC.

. Potencija tocke A na kruznicu opisanu EDF'.

. Potencija iz A i sli¢nost.

. Neka je tocka M presjek pravaca PQ i AB. Treba gledati potenciju iz M na kruZnice.

. Neka je M presjek AT i KL. Treba gledati potencije iz M na k i na jos$ jednu kruZnicu.
. Zelimo dokazati da A ima jednaku potenciju na ks i k4.

. Radikalne osi od 3 kruznice se sijeku u radikalnom sredistu. Zamisli visine kao radikalne osi od

nekih kruznica.
Treba dokazati da su M D i M E tangente na neke dvije kruznice, ako je M poloviste DE.
Treba naéi 3 tocke koje se nalaze na nekoj kruznici sa srediStem u A.

Treba dokazati 2 stvari. Prvo da je radikalna os ovih kruznica okomita na BC' i drugo, da se A
nalazi na radikalnoj osi od ovih kruznica (odnosno da ima istu potenciju na obje kruZnice).

Teziste dijeli teziSnicu o mjeru 1:2. Probaj dokazati da je K teZiSte trokuta AM B.

Kako bi izgledala kruznica radijusa 0 u tocki B? To bi bila samo tocka B. Kako bi izgledala
radikalna os od te kruZnice i neke druge?

Dovoljno je dokazati da samo 2 para tih tocaka leZe na kruZnici (npr. A;, Az, By i By) jer onda
analogno mozemo dokazati da su svih 6 na kruznici.

Kako pomoc¢u potencije tocke dokazati da su neke 4 tocke na istoj kruznici?

Opet zamisljamo ove pravce kao radikalne osi nekih triju kruZnica.

Pronadi kruznice kojima su CD, AQ i BR radikalne osi.

Slicno kao u 14. zadatku. Treba gledati rocke R i S kao kruznice radijusa 0.
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A4: Adian A. Santos Sepci¢ - CSB

Hintovi

Engel Chaseaj!

Prosiri razlomke redom sa a,b,c.

Prosiri razlomke redom sa a,b,c.

Namjesti brojnike.

Vjeruj u moé¢ Engela i CSB.

Kvadriraj korijene za CSB rjeSenje (postoji jedno drugo, kreativnije rjeSenje bez CSB).
Geometrijom pokusaj svesti nejednakost na izraz na algebarsku nejednakost sa tri varijable.
Mnozi s 1 dok ne nades korisnog Engela.

Prosiri sa a?,b?, 2, d? i vjeruj.

. Vjeruj u moé¢ Engela!



N4: Hrvoje Rados - MFT i Euler

Hintovi

Lagani zadaci
1. TRIVIAL

2. Pogledajte primjer iz uvoda
3. Analogno proslom zadatku

4. Moze li order biti manji od n?

5. TRIVIAL (ima mala zamka tho)

Umjereni zadatci
6. pg—q—p+2=(p-1)(¢—-1)+1
7. Rijesite 4. zadatak i ovo bi trebalo biti lakse
8. Nisam siguran koji hint da dam, a da ne otkrije ¢itavo rjeSenje. PokuSajte pronaé¢i :m =7 in =7
9. Promatrajte najmanji prost djelitelj broja n

10. Binomni teorem bi bio koristan, ali ovo se da rijesiti i faktorizacijom aP — bP

Teski zadaci

11. Rastavite 1989 na proste faktore i gledajte svaki faktor zasebno
12. napravite suptituciju a = kb+r
13. Pokusajte za n odbrati nesto tako da namjestite Mali Fermatov teorem.

14. Case work



Hintovi za petu grupu

C5: Mislav Brneti¢ - Bojanja i poplocavanja

Hintovi

Laksi zadaci

. Dokazite da se ploca ne moze poplocati na trazeni nacin. Pokusajte obojati plo¢u u 4 boje.

. Dokazite da se ploca ne mozZe poplocati na trazeni nac¢in. Pokusajte pronaéi bojanje ploce takvo

da plocice 2 X 2 i 1 x 4 ne prekrivaju jednak broj plocica neke boje.

. Ploca se ne moze poplocati na trazeni nacin. Koliko bi L-tetromina bilo potrebno za prekriti

plocu?

. Obojajte ploc¢u Sahovski.

Umjereni zadaci

5

6.

10.

11.

Koliko crnih polja ukupno se nalazi na plo¢i nakon poteza?

Pokusajte poplocati plocu za male vrijednosti n. Prisjetite se zadatka 3.

. Kako izgleda ploca koja zadovoljava uvjete zadatka?
. Pokusajte obojati plocu Sahovski.

. Koliko vrhova jedini¢nih kvadrata ploce pokriva svaka ploc¢ica?

Moze li neki pravac presijecati samo jednu dominu? MoZe li viSe pravaca presijecati istu dominu?

Pokusajte obojati plocu u dvije boje po stupcima.

TezZi zadaci

12.

13.

14.

Oznadite smjerove napadanja lovaca strelicama. Koliko najviSe strelica se moZe nalaziti na plo¢i?

U kojim slu¢jevima se korov moze prosiriti? Kako se tada mijenja opseg podrucja obraslog u
korov?

Pretpostavite suprotno te obojite plocu po stupcima.



10.

11.

12,

G5: Stella Colo - Upisana i pripisana kruZnica

Hintovi

. Dokazi da Z/BI1C = ZBI,C

. Sto su visine u tom trokutu?

. Dokazi da Z/D1DyEy + /D1 Eq1Ey = 180.
. Cevin teorem.

. Dokazi da su AOFI i AOEI sukladni.

. Dokazi da je cetverokut ICKE tetivan.

. Definirajmo P’ kao presjek EF i AM. DokaZi da % = EF

— P'E

. Uvedimo B’,C’ kao presjeke tangente na opisanu kruznicu AABC u toéci D’ sa stranicama

AC, AB. Sada promatrajmo AABC i AAB'C'.

. Sliéno kao prosli zadatak, trebamo docrtati nesto da nademo homotetiju iz A koja Salje tocku

D u toc¢ku X'.

Nadimo homotetiju iz X izmedu dva trokuta na ¢ijim se paralelnim stranicama nalaze tocke I i
P.

Sli¢no kao prosli zadatak.

Promatrajmo A-pripisanu kruZnicu i njena diralista.



10.

11.

A5: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske

Hintovi

. Vrijedi za sve parove a i b osim a = 0.

. Pogledajte definiciju surjektivnosti i injektivnosti.

. Probajte uvrstiti nesto da oba izraza unutar funkcija postanu jednaka.

. Trazimo uvrstavanje takvo da dva izraza u funkciji postanu jednaka a treéi postane 0.

. Zelimo u z uvrstiti nesto tako da opet dobijemo jednadzbu koja sadrzi f(x) i f(1 — z).

. Ako dokazemo da je f surjekcija onda posebno postoji neki realan broj a takav da je f(a) = 0.
. injektivnost

. Zelimo pametno iskoristiti surjektivnost.

. Dokazi i pametno iskoristi f(f(z)) = =.

Dokazi i iskoristi da je ako je f(a) =0, onda je a = —1.

P(0,y), slucajevi je li f(0) =1 1ili f(0)# 1 za surjektivnost



N5: Emanuel Tukaé - CRT

Hintovi

Zadaci koje mozZemo rjesiti i bez da znamo CRT
1. Postoji jedno rjesenje mod 55. Gruba sila je opcija.
2. Prva kongruencija ima dva slucaja.
3. Koristimo rjesenje prvog.

4. Prvi zadatak s nesto vise koraka ili koriStenje ideja iz dokaza CRT-a.

Tipicni CRT zadaci

5. Namjestimo prvi ¢lan niza pomoéu CRT-a tako da ostali oCito slijede.

6. Namjestimo prvi ¢lan niza pomoéu CRT-a tako da ostali ocito slijede.

7. Namjestimo prvi ¢lan niza pomoéu CRT-a tako da ostali ocito slijede.

8. Namjestimo prvi ¢lan niza pomoéu CRT-a tako da ostali ocito slijede.

9. kombiniramo rjeSenja za 7. i 8.

10. Po Euklidu znamo da gcd(a;, a;) dijeli a; — a;. Stoga moramo pripaziti da a; relativno prost s

a; — a; za sve j. Kada izaberemo d dodamo kongruenciju s njim i ostatak se rjeSava kao i prvi
zadatak.

11. Pazljivo kombiniramo rjesenja prethodnih zadataka u jedno

12. Prosirimo ideju iz 10. u 2D.

Skriveni CRT

13. Rastavimo n na potencije prostih.
14. Pretpostavimo suprotno.
15. Dovoljno je pokazati da postoji beskona¢no prostih koji imaju visekratnik oblika z2 + z + 1.

16. CRT-om forsiramo da se u razlomcima:

z+1 r+k-1

T
) PR
n n n

pokrate razli¢ite stvari.



Hintovi za Sestu grupu

C6: Emanuel Tukac¢ - Konstrukcije u kombinatorici

Hintovi

Laksi zadaci

1. Konstrukcija:
Tablica je preduga za neku ruznu konstrukciju. NalazZe se pretpostavka da ée se u veéini stupaca
ponavljati neki uzorak i da ¢e se samo u par rubnih stupaca morati nesto promijeniti.
Dokaz:
Konstrukcija bi trebala imati oznacena sva polja na rubu. To nas motivira da prebrojimo koliko
oznalena polja imaju susjeda zajedno i (jer po tome se razlikuju polja na rubu od ostalih polja)
provjerimo koliko bi taj zbroj smio iznositi.

2. Isprobamo na 3 x 3 tablici. I konstrukcija i dokaz daju se prosiriti na cijeli zadatak.

3. Dokaz:
Podijelimo trokut na vise podrucja u kojima je lakse dokazati granice
Alternativno: Pogledamo koliko polja svako oznaceno polje "gada' i koliko puta neko polje smije
biti "pogodeno"
Konstrukcija:
Ocekujemo neku simetriju u konstrukciji. TraZeni broj daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, pa odmah
oznacimo polje u sredini.

4. Prvo primjetimo da se zadatak interpretira kao graf
Konstrukcija:
sjetimo se svojstva bipartitnog grafa i pokusamo napraviti nesto dosta sli¢no.
Dokaz:
1. Gledamo kako iz proizvoljnog grafa nizom promjena moZemo doéi u relativno slican graf s
ve¢im brojem trazenih parova.
2. Primijetimo kako "spajanje" dviju "generacija" moZe poveéati broj trazenih parova.

Umjereni zadaci

5. Dokaz:
1. Promatrajmo put trazene udaljenosti
2. Pogledajmo koji ¢vorovi ne smiju biti povezani s istim ¢vorom.
3. Sastavimo Sto duzi niz ¢vorova koji ne smiju biti povezani s istim ¢vorom i svakom pridruzimo
onoliko ¢vorova koliko mu treba do 42.
Konstrukcija:
slijedi iz dokaza



6. Dokaz:
razmislimo koji broj bi voljeli kao rijesenje tako da dokaz bude Sto jednostavniji.
Konstrukcija:
Podijelit éemo ucenike u tri grupe po sto, jedna u kojoj su poznanstva od jedan do sto, druga u
kojoj su poznanstva od sto i jedan do dvjesto, i jedna koja sluzi samo kako bi postigli trazene
brojke u prve dvije grupe.

7. Dokaz:
1.Uzmimo proizvoljni raspored i pogledajmo zbroj bodova kroz sve rotacije.
2.Moguce je dobiti toénu brojku koja je ista za sve rasporede.
Konstrukcija:
1.Zelimo u svakoj rotaciji ostvariti jednako bodova.
2.Za svaku kartu (osim jedinice) koja u to¢no % pozicija ne nosi bod postoji karta koja u to¢no
1 pozicija nosi bod

8. Konstrukcija:
1. nademo ocite konstrukcije za nin + 1
2. kombinacijom tih dvoje moguce je sve dovoljno velike konstruirati
Dokaz:
1. pogledamo zadnji kod kojeg konstrukcije ne radi i promatramo boju koje ima najmanje.
2. podijelimo krug na disjunktne nizove od n + 1 i pretpostavimo da se ta boja pojavljuje u
svakom.

9. Dokaz:
1. mogu li dva uzastopna para biti ne-dobra?
2. konstrukcija u kojoj ih je to¢no pola ne radi, moze li u krugu to¢no pola parova biti dobri?
Konstrukcija:
jedan dobar par koji sadrzi jedinicu "prerezemo' tako da se ne moramo brinuti oko kruga,
konstruiramo niz kojem je svaki drugi par dobar

Tezak zadatak

10. Zadatak je s IMO-a
Konstrukcija:
isprobamo manje primjere i Zelimo takve konstrukcije da se za n + 1 uzme konstrukcija za n i
doda joj se jedan redak
Dokaz:
koristi se indukcija i ideje iz dinamickog programiranja



® ® N & 0 & 0 bd =

G6: Krunoslav Ivanovi¢ - Spiralna sliénost i sl.

Hintovi

Pronadite spiralnu sli¢nost.

Pronadite spiralnu sli¢nost.

Koja dva trokuta su spiralno sli¢na?

Sto nam daje spiralna sli¢nost?

BPINT je tetivan. Sto nam to daje?
Nadite simedijanu.

Dovoljno je dokazati da je H na simedijani.
Nadi simedijanu.

Promatrajte onu posebnu spiralnu slicnost koju spominjemo u predavanjima.



A6: Janko Buseli¢ - Algebra mix

Hintovi

. Broj 2022 je samo dovoljno velik. Prvo probajte dokazat da ne mogu svi bit veéi od 1. Nakon toga
éete nesto skuzit o tome kakav niz mora bit. Nakon toga probajte konstruirat niz koji zadovoljava
to Sto ste otkrili, a ne zadovoljava tvrdnju zadatka. Kad u tom uspijete onda znate da vam treba
jos nesto. Probajte uvrstit konkretne brojeve koji ne¢e zadovoljavat tvrdnju zadatka. To necete
modi napravit jer ocito zadatak vrijedi, ali zbog toga Cete skuzit zasto zadatak vrijedi.

. Konstruirajte niz a,, tako da su svi ¢lanovi $to manji, a da zadovoljavaju uvjet zadatka. Krenite
od 1 i onda tako dalje gledate koliko mali moZe biti sljedeéi broj. Sto zapravo znaéi tvrdnja
zadatka asgos > 3034. 2023 moZemo zamijeniti sa n, Sto je onda 30347

. Gledajte male slucajeve: uzmite a1, as, as, a4, as i pokusajte odredit koliko mali moze biti ¢ za ta
4 ¢lana. Npr. mogu li svi biti manji od 101/3007 Vjerojatno ne probjate onda vidjet koje ograde
mozZete dobit. Zapamtite da je dovoljno samo da kad uzmete beskonacan niz da ée ograda koju
ste dobili teziti u 1 tako da ograda ne mora biti previse jaka.

2. hint:
rjesite se apsolutnih vrijednosti: poredajte proizvoljno brojeve i vidite koju ogradu mozete dobit.

. Tvrdnja zadatka zapravo znaéi da ne mogu zauvijek oba niza se isto ponasat odnosno: u jednom
trenutku ée se desit da je jedan niz > 1/2, a drugi < 1/2. To ée se dogodit zato Sto se razlika
izmedu nizova povecava, ali to nije dovoljno.

. Zadatak zapravo pita koliko ¢e uvijek dobar biti greedy odabir odnosno koliko greedy odabir
moze biti lo§ za konkretan slucaj. Ocito nam treba konstrukcija i ograda. Bitno je dovoljno
vremena posvetiti i jednoj i drugoj strani problema jer cesto ¢e nam rjeSavanje jedne strane
puno pomo¢i kod druge strane, a obrnuti redoslijed ¢e biti tezi. Probajte radit s konkretnim
brojevima i prvo skuzit zasto nije G = D uvijek. Kad nadete niz za koji G # D onda pokusajte
to jos malo optimizirat da G bude jo§ gori. Tako éete moéi pogodit c. Ako Zelite krenut od druge
strane pokusajte razmisljat za koje vrijednosti ¢ mozete dokazat nejednakost.

. Pretpostavite da znate vrijednost A, kako ¢ete dokazat da onda vrijedi nejednakost? Vjerojatno
vam prvo pada na pamet indukcija, probajte pretpostavit nejednakost za An < x, < An+11i
onda vidjet koje ograde se dobije za xy1-



N6: Ivan Vojvodié¢ - TB funkcijske

Hintovi

. Pogodi rjeSenje i uvrstavaj po redu, dobij f(n) > n.

. Pretpostavi da postoji neki = takav da f(z) nije 22, dobij da je f ogranicena i iz toga f(n) =1
za svaki n (dakle postoje 2 rjeSenja, f(n) = n? te f(n) = 1).

. Dobij $to sve moze biti f(1), zatim gledaj f(p — 1) i onda uvrStavaj velike proste.

. dobij $to mozZe biti f(2), u jednom slucaju je lagano gotov, u drugom dobij injektivnost i gornju
ogradu na f(a) koji zajedno dovrSavaju.

. Trazi f(2) i onda uvrsti (p,2) te promotri funkciju 2P — p?

. hint za odrediti koje je rjeSenje: Kako je najlakse osigurati da je drugi uvjet zadovoljen (zadovoljiti
i nesto jace od njega)? Na Sto to podsjeéa? hint za dokaz: fiksiraj p i b i pusti a da divlja; tako
odredi f(1,b) za svaki b i iz toga dobij f(a,b).

. Koliko je (p —2)! mod p (teorem)? Nadi f(p — 2) i pomoéu toga standardno f(n).
. f(1) = a, dobij n | f(n) te a| f(n), dovrsi.

. nadi rjeSenja, uzmi najmanji p takav da f(p) # 0 i pomocéu toga p konstruiraj beskonacéno
"dobrih" n (oni koji zadovoljavaju treéi uvjet). Dovrsi uz MFT.



Hintovi za sedmu grupu

C7: Matej Vojvodi¢ - Igre za zaigrane

Hintovi

Nerijeseni zadaci iz uvoda

Zad 5. Ako Nina pocinje, kako Ines moze osigurati da se dva Zetona iste boje neée naéi u istom nizu
od 5 uzastopnih Zetona? Ako Ines pocinje, kako Nina moze osigurati da (ak jako brzo) pokvari
sve moguce nizove od 5 uzastopnih Zetona?

Zad 7. Kako se moze osigurati da neki igra¢ uvijek moze igrati ako moze i onaj drugi? Rjesenje je jako
slicno onom u Primjeru 3.

Zad 6. Tko dobiva za kvadratne plo¢e? Komentar (nakon $to se prode i sljedeée poglavlje): Kako izgle-
daju pobjednicke pozicije u igri?

Zad 9. Ocito su pozicije od 1 do k pobjednicke jer je moguée pobijediti u potezu. Sto je s pozicijom
k 4 1?7 Indukcija.

Zad 11. Ocito je pozicija 2 pobjednicka, a 3 gubitnicka. Koje su jo§ gubitnicke?
Zad 13. Raspisi pobjednicke i gubitnicke pozicije za male brojeve (npr do 15 ili 20).
a) Koliki je razmak medu gubitni¢kim pozicijama?
b) Zasto su to sve pozicije?
Zadaci
1. Postoji li uopde strategija? Probajte odigrati igru nekoliko puta
2. Sto ako je n = m? A $to ako nije? :)
3. Postoji li uopée strategija? Probajte odigrati igru nekoliko puta
4. Dovoljno je da je pobjednik samo malo bolji, tj. da uzme samo jedan stupac/red vise od drugog
igraca.
5. Prisjetimo se posljednjeg primjera (dvostruki Sah).
6. Dovoljno je pokazati da pobjednik moze dobiti u potezu, ili sprijeéiti drugog igraca da dobije.
7. Tko dobiva za jako male n?
8. Za kakve parove brojeva je najlakse garantirati da su relativno prosti? A za kakve da su sloZeni?
U oba slucaja pobjeduje onaj koji ide prvi.
9. Kako izgleda igra nakon zadnjeg moguéeg poteza? Koja svojstva ima ta "struktura'?



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Raspis na pobjednicke i gubitnicke pozicije.

Moze li Jurica forsirati da maksimum bude u nekih odabranim poljima?

Koji brojevi su pobjednicke pozicije?

Najlakse je kao prvi potez uzeti neki slozeni dijelitelj od NV koji ima to¢no dva prosta faktora.

Pijun je trivijalan. Sve druge figure rjeSavaju se na isti nacin. Prisjeti se Sto kaze uvod o strate-
gijama simetrijom.

Promatrajmo samo svaku 50. kartu.
Rijesite zadatak za male n.
Tko dobiva u ako postoji blok SXXS (gdje su X prazna polja)?

Najprije treba naéi invarijantu da se uvjerimo da dvije uopée nemaju Sansu dobiti. Zatim, treba
provjeriti da igra zavrSava. :)

Pokazimo da je podetna pozicija pobjednicka. Nemoj zaboraviti iskoristiti N > n?.

Matej mozZe sprijeciti prelijevanje ukoliko odrzava neke korisne uvijete. Takoder, moZe se pokazati
da greedy ne radi.



G7: Boris Stankovi¢ - Geometrija ne mora biti bauk

Hintovi

Hintovi

10.
11.

12.

13.

. Skoro da nije potreban. DokaZi da je C poloviste BE.
. U kom omjeru BQ sije¢e CR? A AP?

. Za najlakse rjesenje definiraj X = CD N AQ i dokazi da su B, R, X kolinearne. Dalje je sve

samo angle chase i uo¢avanje tetivnih. Alternativno, razmisli o radikalnim osama ili Paskalovom
teoremu nakon $to uvedes neku korisnu tocku.

. Prisjeti se poznatih lema za ortocentriéne konfiguracije. Uvjeri se zasto su P, H, D kolinearne

gdje je H ortocentar trokuta ABC. Sto ée ispasti ¢etverokut POSD?

. Prvo rjeSenje je dosta straightforward. Naime, zadatak moZemo elementarno sracunati. Neka

je MN N BC = {T}. Nadi gdje je T na BC i postavi izraz za potenciju iz 7. Cemu je to
ekvivalentno?

Za drugo rjeSenje razmisli $to mora biti centar kruznice M N PQ ako je on tetivan. Cemu je onda
tetivnost ekvivalentna?

. Generalna strategija za zadatke u kojima trebamo dokazati da se neke kruznice dodiruju je da

prvo Zelimo otkriti zajednicku tocku kruznica i onda dokazati da imaju zajedni¢ku tangentu u
toj tocki. To se moze tako Sto ili otkrijemo koji pravac bi trebao biti ta tangenta ili kad nam
zadatak dopusta fino racunanje kuteva da samo svedemo uvjet postojanja zajednicke tangente
na neki uvjet s kutevima (najéesSée da je zbroj neka dva kuta neki treéi kut ili neSto sli¢no)

. Za najlakse rjesenje nadi racunski uvjet ekvivalentan tome da KL i ST sijeku BC u istoj tocki.

To Sto je potrebno moze se dokazati uz malo trigonometrije ili slicnosti. Malo nezgodnije rjesenje
koristi da je K LST tetivan, a mozda i to da relativno lako mozemo otkriti srediSte njemu opisane
kruznice. U nekom trenutku ti mozda zatreba Brokardov teorem ili Paskalov teorem.

. Svedi zadatak na dokazivanje tetivnosti BC PQ. Tetivnost se moZe dokazati na viSe nadina,

sjeciste E'F sa BC ¢e ti vjerojatno trebati.

. D je srediste luka BC kruznice ABC i luka EF kruznice AEF. Sto je AP za /EAF? Ako je

zadatak todan, $to mora biti JP za Z/EJF. Sto to znadi za &etverokut JGEF?
Uvedi presjeke TE i TF sa AC. Stvorit ¢e se mnogo tetivnih, rjesenje je blizu.

Svedi tvrdnju na primjenu teorema o radikalnom srediStu. Za dokaz nekih tetivnosti bit ée ti
potrebna fora koja se javljala u prethodnim zadacima.

Zadatak nije pretjerano tezak stoga bi ga definitivno trebali probati rijesiti samostalno za dizanje
samopouzdanja (a onda pogledati odakle je). Na slici je mnogo dosta skrivenih kolinearnosti i
sjeciSta koja se ispostave na nekoj od kruznica u zadatku. Neke od korisnih tocaka za uvesti mogle
bi biti drugo srediste luka BC kruznice (2, recimo 7', sjeciSte PT sa visinom iz A i dijametralno
suprotna tocka tocki A na Q.

Ponovo zadatak kog ako rijesite samostalno dobijate veliki boost samopouzdanja. Za najlakse rje-
Senje razmisli koje pravce ima smisla produziti do opisane kruznice trokuta ABC'. Alternativno,
za, drugo najpopularnije rjeSenje uvedite sjecista PB; i BC, odnosno QA; i AC. Sta trebamo
dobiti za te nove tocke da bi PQ P11 bio tetivan? To moZemo dokazati uz pomo¢ Menelajevog
ili Paposovog teorema.



14. Jos jedan zadatak koji trebate uraditi sami da biste dobili veliki confidence boost. Klju¢ za
rjeSenje je promatranje kruznica k1 (A4, AC) i ko(B, BC). SjeciSta raznih pravaca na skici s njima
bi se mogla ispostaviti zgodno.

15. Vjerujem da vedina vas moze rijesiti ovaj zadatak u 3 sata i to bi vam bio najve¢i moguéi confi-
dence boost. Postoje 2 elementarna rjesenja koja nisu strasna. Jedno od njih svede tangentnost
na uvjet s kutevima, a u drugom "pronademo" zajednicku tangentu na ove dvije kruznice u K. U
oba rjeSenja znanje o preslikama ortocentra ¢e biti jako korisno, a moZzda nam zatrebaju i neke
dodatne tocke ili da uoc¢imo neko radikalno srediste. Alternativno, za one koji znaju inverziju
postoji inverzija u H koja skoro ubije zadatak.



A7: Ivan Novak - Algebra mix

Hintovi
. Dokazi an12 > an + 2.

. Promotri najveéi element i najmanji element.

. Vieta formule, neke nejednakosti.

. 2 o
. Uvedi niz y, = ”x"'c. Dokazi da on ne raste.
n

. DokaZimo da je f*~!(z) = m.



10.
11.

12.

N7: Borna Banjanin - Lema o podizanju ekspone-

nata

Hintovi

. 188=1

. Kada potencija od 2 daje ostatak 1 modulo 37

. Mod 5 i LTE na ocitu stvar.

. Mali F. prije toga da dobijemo da smijemo koristit LTE.

. Kada ne smijemo iskoristit mnormalnu jednakost za LTE?

(vp(a® +0°)

. ZapiSi a kao 3"s gdje s nije djeljiv s 3 i koristi nejednakosti.
. dokazi da p1,po,...,pr ne dijele n.

. promatraj posebno parne i neparne n, i promatraj proste faktore od x + y

Usporeduj a i p.
Prvo dokazi da su a i b racionalni, a onda cijeli.

promatraj a, modulo a; za k < n da dobijes koliko je ged(an, ak)



Rjesenja s predavanja



Rjesenja za prvu grupu

C1: Paula Horvat - Dirichletov princip

Rjesenja

Laksi zadaci

1.

Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim kutijama
zajedno najviSe nk kuglica, Sto je nemogucée jer kuglica ima viSe od toga. Intuitivno: koliko god
se mi trudili rasporediti sve kuglice tako da ne postoji bar jedna kutija s bar k + 1 kuglicom, ne
mozemo to postiéi

. Ivan mora izvuéi 4 carape. Buduéi da ima carape u tri boje, treba mu 3 4+ 1 carapa kako bi po

Dirichletovom principu mogao biti siguran da ima dvije istobojne.

. Po Dirichletovom principu slijedi tvrdnja.
. Po D. p. znamo da ée postojati barem jedan red koji sadrzi 2 topa.

. Podijelimo brojeve od 1 do 11 u 6 grupa: (1,11), (2,10),(3,9), (4,8), (5,7), (6). Buduéi da Zoran

mora izabrati sedam brojeva, po Dirichletovom principu postoji grupa iz koje ée izabrati dva
broja. Navedena dva broja daju zbroj 12.

. Primjetimo da prirodni brojevi pri dijeljenju s 14 mogu davati ostatke 0, 1, 2, ..., 13, pa imamo

14 moguénosti. Buduéi da imamo 15 brojeva, a 14 mogudih ostataka, po Dirichletovom principu
znamo da postoje barem dva broja koja daju isti ostatak prije dijeljenju s 14. Upravo je njihova
razlika djeljiva s 14.

Umjereni zadaci

7.

. Po Dirichletovom principu, sigurno postoji razred sa barem

TraZeni broj dobijemo gledanjem "najgoreg slucaja” do ispunjavanja uvjeta. Kada bismo u kosari
imali 7 jabuka i 5 banana i 8 naranci tada jos$ uvijek ne bi bio ispunjen uvjet zadatka. Medutim
dodavanjem nekog voca u koSaru u njoj bi se nalazilo ili dovoljno jabuka ili dovoljno banana, ili
dovoljno narandi, stoga zakljucujemo da je traZeni broj jednak (7 + 5 + 8 + 1 = 21).

. Svaka osoba moZe imati 0,1,...19 prijatelja. Primijetimo da ukoliko postoji osoba koja ima 0

prijatelja, ne moze postojati osoba koja ima 19 i obrnuto. Dakle, ne moze biti 20 razli¢itih opcija,
ve¢ maksimalno 19. Sada primjenimo Dirichletov princip.

| 19991 | = 34 ulenika pa samim
time ¢e u razredu s najvise ucenika biti barem 34 ucenika. Preostaje dokazati da je ta situacija
moguca, odnosno da postoji slucaj kada u razredu s najviSe ucenika i jest 34 ucenika. Jedan
takav primjer su 20 razreda sa 33 ucenika i 10 razreda sa 34 ucenika pa mozemo zakljuciti da je
traZeni najmanji mogudéi m zaista 34.



10. U svakom stupcu/retku/dijagonali mogudée je postiéi zbrojeve —5,—4,...,5 kojih ima 11 razli-
¢itih. Kako imamo 5 stupaca, 5 redaka i 2 dijagonale, sigurno ¢e se jedan zbroj ponoviti barem
2 puta.

11.
12,
13.
14,
15.

16. Promatrajmo brojeve ai, as, ..., ases koji predstavljaju ukupan broj posadenih drva zakljuéno
s odgovarajuéim danom. Stoga vrijedi a1 < az < --- < asgs. Da bismo dokazali trazenu tvrdnju,
dovoljno je dokazati da je jedan od brojeva ai, as, ..., asss jednak jednom od brojeva a; +29, as+
29, ..., a365+29, jer ako je to slucaj, tj. ako za neke ¢ i j vrijedi a;+29 = a;, onda vrijedi j < i teda
je u danima izmedu Zoe posadila to¢no 29 drva. Brojevi a1, a1 +29, as,a2+29, ..., ases, ases +29
nalaze se izmedu 1 i 729 ukljucivo. Kako tih brojeva ima 730 i 730 = 729-1+1, dva broja moraju
biti jednaka. Kako su svi brojevi aq, as, . . . , aggs medusobno razliciti jer je Zoe svaki dan posadila
bar 1 drvo, razli¢iti su i svi brojevi a; + 29, ...,a365 + 29. To znaci da je neki broj a; jednak
nekom broju a; + 29 i tvrdnja je dokazana.

TezZi zadaci
17.

18.


https://www.isinj.com/mt-amc12/Principles%20and%20Techniques%20in%20Combinatorics%20-%20Chen%20Chuan-Chong,%20Koh%20Khee-Meng%20(WS,1992).pdf
https://www.isinj.com/mt-amc12/Principles%20and%20Techniques%20in%20Combinatorics%20-%20Chen%20Chuan-Chong,%20Koh%20Khee-Meng%20(WS,1992).pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/dirichlet.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2013/2013-SS-skolsko-1234-zad+rj/2013-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://www.isinj.com/mt-amc12/Principles%20and%20Techniques%20in%20Combinatorics%20-%20Chen%20Chuan-Chong,%20Koh%20Khee-Meng%20(WS,1992).pdf
https://math.uchicago.edu/~tghyde/PHP_sols.pdf
https://www.isinj.com/mt-amc12/Principles%20and%20Techniques%20in%20Combinatorics%20-%20Chen%20Chuan-Chong,%20Koh%20Khee-Meng%20(WS,1992).pdf

L
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

G1: Nika Utrobici¢ - Sukladnost i sli¢cnost

RjeSenja

. Neka u trokutu ABC' simetrala kuta /BAC = « sijeCe opisanu kruznicu trokuta u toc¢ki 7.

Povucimo okomicu iz T na BC' i oznac¢imo njeno noziste s N. Kad bi N bilo poloviste stranice
BC, TN bi morala biti simetrala stranice pa bismo bili gotovi. Kad bismo dokazali da su trokuti
CTN i TNB sukladni, iz toga bi slijedilo CN = BN, pa bismo bili gotovi. Uo¢avamo obodne
kuteve u tetivnom Cetverokutu ABTC : /CBT = /CAT = § i /BCT = /BAT = 5. Iz toga
zakljucujemo da je ZNCT = ZNBT, a kako je Z/TNC = ZTNB = 90° te je TN zajednicka
stranica tih trokuta, trokuti TINC i TN B su sukladni po poucku KSK, stoga smo gotovi.

. Oznacimo srediSte upisane kruznice trokuta AABC sa I. PovrSina trokuta AABC je o€ito suma

povrsina ATBA, AICA i AIBC. Kako je visina iz I na bilo koju od stranica trokuta jednaka
radijusu upisane kruznice r, lako zakljuéujemo da su povrsine tih trokuta <, & i % redom.

27 2
Tvrdnju zadatka dobijamo zbrajanjem dobivenih povrsina.

. Oznaéimo s X sjeciste pravca HM s kruznicom na luku BC. Kad bismo dokazali da je ACX =

90°, po obratu Talesovog poucka (korolara poucka o obodnom i srediSnjem kutu) vrijedilo bi
da je AX promjer, stoga bi AX morao biti bas AO, pa bismo bili gotovi. Vrijedi LZACX =
/ACB+ /BCX = v+ /BCX. Iz leme o preslici ortocentra znamo da je M poloviste i BC
i HX, stoga je BHCX paralelogram, pa je BCX = CBH. Oznac¢imo s N noziSte visine iz
B. Znamo da je trokut ABCN pravokutan, stoga /CBN + /BCN = 90°, a to je zapravo
/CBH +v=/BCX +~v=/ZACX = 90°, pa smo gotovi.

Oznaéimo /ABC = (. Tada je iz pravokutnog trokuta ABAN /BAN = 90° — 5. S druge
strane, po pou¢ku o obodnom i sredi$njem kutu Z/COA = 2/CBA = 28, pa iz jednakokracnog
trokuta ACOA izra¢unamo /CAO = 90° — .

Uodimo tetivni éetverokut ABCE. Iz njega vidimo da je ZABC = 180° — ZAEC. Iz tetivnog
éetverokuta ACDFE pak vidimo da je Z/CDE = 180° — Z/CAE, stoga Z/ABC + /CDE =
180° — LZAEC 4 180° — ZCAE = 360° — (LAEC + ZCAFE). Kako je trokut AAEC pravokutan
jer je AE promjer, ZAEC + Z/CAE = 90°, stoga je traZeni zbroj 270°.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2014/12/Matka13-m02-obodni-kut.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/03/potencija_tocke.pdf
https://hr.wikipedia.org/wiki/Lema_o_trozupcu
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/02/tetivni_cetverokut.pdf
http://www.gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/771/Matematika_matura_-_usmeni_dio_ispita.pdf
http://128.192.17.191/EMT668/EMT668.Student.Folders/BrombacherAarnout/write-up%203.aarnout/Eulerlineproof.html
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Feuerbachova_kruznica.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj//
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014-OS-zupanijsko-7-zad.pdf/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-drzavno-5678-zad+rj/2014-OS-drzavno-5678-zad.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-drzavno-5678-zad+rj/2015-OS-drzavno-5678-zad.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-OS-drz-5678-zad+rj/2012-OS-drz-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-OS-drz-5678-zad+rj/2011-OS-drz-5678-zad.pdf

19.
20.
21.
22.
23.
24.

Zupanijsko 2018. 4.r.
Zupanijsko 2009. 2.r.
Drzavno 2012. 4.r.
Zupanijsko 2017. 4.r.
Drzavno 2010. 2.r.

Drzavno 2017. 2.r.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2009-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

A1l: Patricija Dovijani¢ - Faktorizacije

RjeSenja

Sva rjeSenja zadataka s natjecanja moZete naéi i

1.

12.
13.
14.

2
3
4.
5

a) 2013. $8.3 b) 2015. S1B.2

. a) 2023. $8.1 b) 2021. S8.1 c) 2020. S8.1
. 2020. D8.1

2013. 78.2

. a) b) Izraz se moze faktorizirati u

(a® — 2ab + 2b%)(a? + 2ab + 2b?),

dakle izraz a? — 2ab + 2b? mora biti jednak 1 jer je desni izraz veéi od njega. Primjetimo da
a? — 2ab+ 2b? = (a — b)? + b%, prema tome izraz je jednak 1 samo kad je a = b i b = 1. Iz ovoga
slijedi da je jedino rjeSenje a = 11i b =1, a prost broj je 5.

. 2017. D8.2

. a) n® —n =n(n —1)(n + 1). Zbroj 3 uzastopna prirodna broja djeljiv je sa 6 jer je to¢no jedan

djeljiv s 3 i bar jedan djeljiv s 2. b) (n —1)3 + n® + (n + 1) = ... = 3n(n? + 2), jos treba
dokazati n(n? + 2) djeljiv s 3. Ako je n djeljiv s 3, gotovi smo. Ako je n oblika 3k + 1, imamo
n? + 2 = 9k% + 6k + 3 = 3(k? + 2k + 1) $to je djeljivo s 3 i gotovi smo. Ako je n oblika 3k + 2,
imamo n? 4+ 2 = 9k2 + 12k + 6 $to je takoder djeljivo s 3 i gotovi smo. d) Uvrstavanjem u
formulu za razliku potencija imamo 2021" — 1 = 2021" — 1™ = (2021 — 1)(...) = 2020 - (...)
Sto je ofito djeljivo s 2020. d) Izraz se moze faktorizirati u (z + y)(z? — zy + y?), dakle izraz
z? — zy + y? mora biti jednak 1 jer je desni izraz veéi od 1 i jer su z i y prirodni. Primijetimo
da z? — zy +y? = (z — y)? + xy, prema tome izraz je jednak 1 samo kad je y = z = 1. Iz ovoga
slijedi da je jedino rjeSenje = 1 iy = 1, a prost broj je 2. ) 2021. S8.6

. a) 2012. Z8.2 b) 2020. 78.6 c) 2016. S2A.2 d) 2015. S3A.3
. 2016. Z2B.4

10.
11.

a) 2014. S2B.1 b) 2012. S1A.2

2016. Z1A.2

2018. S2A.4

2015. Z1A.1

a) 1994. S1.2 b) 1995. S1.3 c) 2004. D2.2 d) 2002. D1.3


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-OS.htm 
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://brilliant.org/wiki/sophie-germain-identity/

N1: Ivan Premus - Djeljivosti

RjeSenja

Rjesenja

1.

2.

3.

4.

5.

6. Mjera mora dijeliti 12 pa su moguénosti 1,2, 3,4, 6,12. Odmah je jasno da 3,6 i 12 otpadaju jer
ne dijele 3n + 2. 1, 2,4 su tocna rjesenja, dovoljno je provjeriti n = 2, 3, 4.

7.

8. Kako je m? umnozak prostih brojeva, a jedini paran prosti broj je 2, m? je djeljiv s 2, ali nije
djeliv nikojom drugom potencijom broja 2, pa tako ni s 4. S druge strane, medu 4 uzastopna
prirodna broja, sigurno postoji jedan koji je djelijv s 4, pa 4 | n(n+ 1)(n + 2)(n + 3), ali 41 m?.
Zakljuéujemo da ne postoje trazeni prirodni brojeva.

9.

10. a) Promatramo brojeve 8p — 1,8p,8p + 1. Zakljuujemo da jedan od ta tri broja mora biti
djelijv s 3. Ako je to 8p, tada zbog toga Sto je p prost, on mora biti ili jednak 3 ili pri
dijeljenju s 3 daje ostatak 1ili 2. Ako je p =3, onda je 8p—1 =23, a 8+ 1 =25 i vidimo
da tvrdnja vrijedi. U drugom slucaju, ako je 8p — 1 djeljiv s 3, tada zbog toga Sto je prost
mora biti upravo 8p — 1 = 3, ali to nije moguce jer je 8p — 1 > 15. U trecem slucaju, ako 3
dijeli 8p + 1, a sigurno je 8pl+ > 3, on mora biti sloZen i tvrdnja opet vrijedi.

b) Promatramo brojeve 8p? — 1,8p?,8p? + 1. To su tri uzastopna broja, pa je jedan od njih
djeljiv s 3. Kako je 8p2 + 1 > 3 i prost je, on ne mozZe biti djeljiv s 3, pa ostaju samo
dva slu¢aja. U prvom neka 3 | p?, tada 3 | p, a iz toga je p = 3 i 8p?> — 1 = 71, odnosno
tvrdnja vrijedi. U drugom slucaju vidimo da nije moguce ispuniti uvjete tvrdnje. Naime,
ako 3 | 8p?—1, tada sigurno 3 { p. Nadalje, zbog kvadratnih ostatka znamo da u tom sluéaju
p? daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, odnosno 8p? — 1 daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3. Time
je zadatak gotov.

11. Kvadrati prirodnih brojeva daju pri dijeljenju s 4 ostatke 0 i 1. Ako je n paran, zadani brojevi

su oblika (27)2 + 3, a ako je neparan (27)2 + 2. Jasno je sada da trazeni n ne postoji.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2006-SS-zup-1-A-zad%2Brj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2742257_adapted_from_imo_59_p1
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-skolsko-1234-zad+rj/2017-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/djeljivosti.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-skolsko-1234-zad+rj/2017-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2008/2008-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2008-SS-zup-1234-A-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c3t29718f3h2589557_nt_problem
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-B-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2007-SS-zup-1234-A-zad%2Brj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2074127_simple_divisibility
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2216836_find_pairs_mn_such_that_two_symmetric_fractions_are_integers

19. HJMO 2017. 1. zadatak
20. JBMO 2013. P1


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/05/HJMO_2017_rje.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2013_JBMO_Problems/Problem_1

Rjesenja za drugu grupu

C2: Andrija Tomorad - Invarijante i monovarijante

Rjesenja

. Zbroj brojeva na pocetku je 110, a u b) slu¢aju je 112. Zbroj brojeva je invarijanta jer je z+y+z =
(2z —y) + (2y — z) + (22 — x), pa se a) sluCaje ne moze postiéi. Na pocetku je jedan parni broj,
a u a) slucaju su tri. Broj parnih brojeva je takoder invarijanta (z je paran ako i samo ako je
2z — x paran, analogno za y i z), pa se ni a) slu¢aj ne moZe postiéi.

. Ne moze jer je ostatak broja pri djeljenju s 3 invarijanta (na pocetku je 1, a na kraju bi trebao
biti 0).

. Obojimo plocu u tri boje (A, B, C) pocevsi s A u gornjem lijevom kutu i ponavljajuéi niz A, B,
C nadolje i nadesno. Dobit ée se 21 A i C polja, a 22 B polja. Odavde se zakljucuje da uklonjeno
polje treba biti B (svaka plo¢ica uvijek pokriva jedno A, jedno B i jedno C polje, pa brojevi polja
trebaju biti jednaki). Polja koja moZemo ukloniti ée biti C3, C6, F3 i F6. To su jedina polja koja
¢e uvijek biti B, mozemo poceti iz drugih putova (to dokazuje da je nemogude za ostala polja,
ali da pokaZemo moguénost za ta Cetiri polja, treba naéi konstrukciju... nije tesko).

. Smjestimo sobu u koordinatni sustav (u prvi kvadrant, SW kut je ishodiste). Uo¢imo da zraka
prolazi samo kroz tocke ¢ije su koordinate ili obje parne ili obje neparne (koordinate sljedeée
tocke kroz koju zraka prolazi razlikuju se za +1 od prethodne), no to ne vrijedi za NW i NE
kutove, samo za SE.

. Ako je n neparan, odaberemo li duZine A;As, AsAs, te dva puta Ay4ds, ...., 1 Ap—1Ay, postiéi
¢emo da su svi brojevi jednaki 2.

Ako je m neparan, obojimo vrhove neparnog indeksa u crno, a vrhove parnog indeksa u bijelo.
U svakom potezu se i crna suma, i bijela suma poveéaju za 1, dakle njihova razlika uvijek ostaje
ista. Na kraju (kad su svi brojevi jednaki), ta razlika bi trebala biti nula, ali na pocetku je 2.

. Ako postoje dva broja medu p, ¢, z koja daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, mozemo posti¢i da ti
brojevi postanu jednaki, to radimo na sljedeéi nacin. Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo
da p i c daju isti ostatak pri dijeljenjus 3ip > c. Uocimo da se nakon susreta plavog i zelenog, pa
zatim dva plava i dva crvena p smanji za 3, z poveca za 3, a c ostaje isti. Taj slijed primjenjujemo
nakon $to na pocetku sve crvene susretnemo s nekim plavim (pa dobijemo p — ¢ plavih, 0 crvenih
i z+ 2c zelenih). Tada ée svi kameleoni biti zeleni; crvenih o€ito nema, a plavih nema jer se taj
broj pocevsi od p — ¢ (Sto je djeljivo s 3 jer p i ¢ daju isti ostatak) smanjuje za 3 dok god moze.

Ako sva tri broja daju razli¢it ostatak pri dj. s 3, opet ¢ée nakon bilo kojeg poteza (buduéi da se
sva tri broja zajedno promjene za -1 ili +2, ostat ée davati razli¢ite ostatke), to znaéi da nikoja
dva broja nikad ne c¢e biti jednaka.

. Opseg i povrSina su invarijante pa bi pocetni kvadrat i zavr$ni trokut trebali imati isti opseg i
povrsinu. Ako oznacimo stranicu kvadrata s a, pomoéu invarijantnosti opsega dobijemo da bi
stranica trokuta trebala biti %", ali invarijantnost povrsine daje drugaciju stranicu.



8.

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

Nacrtamo crne tocke A i B, bijele tocke C i D, duzine AC i BD koje se sijeku, te ozna¢imo
sjeciSte sa S. Iz nejednakosti trokuta slijede |AD| < |AS|+|SD| i |BC| < |BS|+|SC|. Zbrojimo
li te nejednakosti, dobijemo |AD|+ |BC| < |AC|+|BD)|. To pokazuje da se nakon svakog poteza
zbroj duljina svih duZina (ozna¢imo ga s S) strogo smanjuje (monovarijanta). Buduéi da postoji
samo kona¢no mnogo nacina na se povezu tocke, to daje kona¢no mnogo moguénosti za S, §to
znadi da ¢e se nakon nekoliko poteza doéi do povezivanja s najmanjim S. U tom slucaju se duzine
ne sijeku jer ako bi se sjekle, primijenivsi jos jedan potez, dobili bismo povezivanje s manjim S.
Dakle, mora se dogoditi da se duzine ne sijeku

. Prvo rjesenje: bojanje s 4 boje (analogno 3. zadatku).

Drugo rjesenje: Oploc¢imo ploc¢u s 25 2 x 2 kvadrata pa Sahovski obojamo dobivenu 5 x 5 plocu.
Tada imamo 52 crna i 48 bijelih polja (ili obratno), ali svaka 1 x 4 plocica uvijek pokriva 2 bijela
i 2 crna polja.

Ako je n = 4k + 2, onda nije mogucée jer je parnost broja parnih brojeva na ploéi invarijanta (na
pocetku imamo 2k + 1 parnih brojeva, a na kraju bi ih trebalo biti 0 ili 4k + 2).

Ako je n = 4k, moZemo prvo odabrati 113,517, ... te 4k — 3 i 4k — 1, tako dobijemo 2, 2, 4, 4,
..., 4k, 4k. Sada moZemo dva po dva jednaka broja poveéavati dok ne dobijemo da su svi jednaki
4k. Slucajevi 4k 4+ 1 i 4k — 1 se lako konstruiraju preko 4k.

Obojimo mjesta A i D (A je ono na kojem je na pocetku guska) u crno, a ostale u bijelo. Lako se
vidi da je parnost broja gusaka na bijelim mjestima invarijanta pa na bijelim mjestima ne moze
biti to¢no jedna guska. Dakle ostaju samo mjesta A i D. Na D mozemo dobiti gusku (odaberemo
AB,C pa B,C,D).

Ne moZemo. Zbroj kvadrata je invarijanta (provjerite). Na pocetku je zbroj kvadrata 29, a na
kraju bi trebao biti 35.

Obojimo plocu sahovski tako da su polja u kutu crna. Tvrdimo da svi Zetoni mogu biti samo na
crnim poljima. Parnost broja Zetona na bijelim poljima je invarijanta (provjerite), Na pocetku
imamo 12 Zetona na bijelim poljima pa ne mozemo postiéi da svi budu na bijelim poljima. Dakle
ne mogu svi biti na istom bijelom polju.

Konstrukcija za crno polje. Odaberimo proizvoljno crno polje pa oplo¢imo plo¢u dominima bez
tog jednog polja (uvjerite se da je to moguée za svako crno polje). Zatim u prvih Sest poteza
postignemo da u svakom dominu budu Zetoni na istom polju. Nakon toga u svakom potezu
mozemo odabrati dva Zetona na istom polju i pomicati ih zajedno. Ponavljamo to dok svi zetoni
ne budu na nepokrivenom polju (koje je na pocetku takoder veé imalo jedan Zeton).

Obojimo polja koja su uz stranicu kvadrata, ali nisu kutna. Parnost upaljenih Zarulja na obojanim
poljima je invarijanta (svaki potez promatra nijedan ili dva obojena polja).

Za zadani potez (brisanje i pribrajanje znamenke) ostatak pri djeljenju s 9 je invarijanta (n+a-10*
daje isti ostatak modulo 9 kao n + a). Kad bi sve znamenke kona¢nog 10-znamenkastog broja
bile razlicite, zbroj znamenaka bi mu bio 1+2+4+3+4 45+ 6 4+ 7+ 8 + 9 = 45, dakle djeljiv s
9. Medutim, pocetni broj nije djeljiv niti s 3 jer 2023 nije djeljiv s 3.

Smjestimo osobe na bilo koji na¢in. Svaka osoba je u sobi sa 0,1,2 ili 3 svojih neprijatelja. Neka
je S zbroj svih tih brojeva (za sve osobe). Nakon toga u svakom potezu odaberemo osobu koja
je u sobi s 2 ili viSe svojih neprijatelja i prebacimo ju u drugu sobu. Ako je bila u sobi s dva
neprijatelja, sad ¢e biti u sobi s jednim manje. Takoder, njena dva neprijatelja iz prve sobe ée
biti s jednim manje, ali njen neprijatelj iz druge sobe s jednim vise. Dakle S ¢e se smanjiti
za 14-2-1=2. Sli¢no, ako je osoba bila s 3 neprijatelja, S ¢e se smanjiti za 6. Dalje je zadatak
ekvivalentan 8. zadatku.



18.

19.

Obojimo plocu s 3 boje kao u 3. zadatku. Uo¢imo da éemo u svakom potezu odabrati Zeton na
jednoj boji polja i pomaknuti ga preko polja druge boje na polje treée boje, dakle promjene broja
Zetona na poljima odredene boje ée biti redom -1, -1, +1. Tada (sli¢no 4. zadatku) zaklju¢ujemo
da budu nakon svakog poteza ili sva tri broja parna ili sva tri broja neparna. Zato je nemogudée
postiéi da ostane samo jedan Zeton.

Dokazat ¢emo da je najmanji takav n jednak 8. DokaZimo prvo da za n < 8 nikako ne mozZe
cijelo zemljiste obrasti u korov. Opseg dijela zemljiSta obraslog u korov je monovarijanta. Ako
korov prijede na polje koje ima dva susjeda u korovu, opseg se ne mijenja, a ako su bila tri ili
Cetiri susjeda onda se smanji. To znaci da n ne moze biti 7 ili manji jer je tada pocetni opseg
najviSe 28, dakle nikako se ne moze dogoditi da bude 30 (Sto bi bio ako cijelo zemljiste bude u
obraslo u korov). Preostaje jo§ dokazati da za n = 8 postoji raspored takav da ¢e cijelo zemljiste
obrasti u korov. Za to samo treba nadéi primjer, npr. mogu polja Al, B2, C3, D4, E5, E7, E9 i
E10 biti na pocetku obrasla u korov.



10.
11.
12,
13.
14.

G2: Namik Agié¢ - Angle chase

RjeSenja

. Oba kuta su jednaka 90 — 8 zbog /CAO = 283, AO = CO i pravokutnog trokuta kojeg ¢ine A, B

i noZiste visine iz A.

. Neka je P presjek BDF,CDE. Imamo Z/EPF = 360 — ZEPD — Z/FPD = 360 — (180 — j8) —

(180 — v) = 180 — «, pa je AEPF tetivan i P je traZeni presjek triju kruZnica.

. Neka je H' preslika H preko BC. Vrijedi /BH'C = /BHC, a /BHC se lagano odredi kao

180 — a.. To odmah daje ABH'C tetivan.

. Opet bez smanjenja opéenitosti neka je M poloviste BC. Zato Sto je M poloviste i BC i HH',

BHCH' je paralelogram pa je /BH'C = /BHC. Zavr3etak je isti kao u zadatku iznad.

. Iz tetivnih Cetverokuta ABXY,XYCD je ZABD =180 - ZAYX = ZCYX =180—- ZCDX =

180 — ZC' DB, pa zbog presjecnice dobivamo traZenu paralelnost.

. Iz lemme s uvoda znamo MB = MC, zato je dovoljno MB = M]I. Iz obodnih kuteva po

opisanoj ABC imamo /MBI = /24 3/2=90—~/2, te /BMI = /BM A = ~, §to daje M BI
jednakokracan i gotovi smo.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
natjecanja.math.hr
https://artofproblemsolving.com/community/c6h418633p2361970
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1113163p5083464
https://artofproblemsolving.com/community/c6h597240p3544091
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1671266p10632269

A2: Mislav Plavac - Teleskopiranje

RjeSenja

Laksi zadaci

1. Najlakse je dokaz izvesti direktnom provjerom:

l(l_L)_l (ntz)-n_1 = _ 1
z\n n+z/ =z nn+z) z nn+z) nn+z)

2. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

Uocavamo da se pokrati sve osim brojnika prvog clana i nazivnika zadnjeg Clana pa je
L 1 1
(1)
k=2 n
3. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi k> — 1 = (k — 1)(k + 1). Lako tada vidimo da je
1 1 ( 1 1 >
k2—1 2\k-1 k+1/°

Uvrstimo li to natrag u sumu dobivamo

2"21_1(11+11+11++1 11 1 1 1)
k-1 2 3'2 43 5 7" 'n-3 n-1 n-2 n n-1 n+l

2 _n—
1 1 1 >:3n n 2.Dak1e,

1
Nakon §to skratimo stvari preostaju nam ¢lanovi 3 (1 + 2 n nxl 7 1 an

Z": 1 3n®—n-2
2_1 " 2 '
i k-1 4n? 4 4n

4. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi k% + 3k + 2 = (k + 1)(k + 2) te stoga

1 1 1
K24+3k+2 k+1 k+2°

Sli¢no prethodnom zadatku dobivamo

g1 11,11, 1 1 .1 1 1
—k243k+2 2 3 3 4 7 'n a4+l n+l n+2 2 n+42

Pokrati se sve osim prvog i zadnjeg Clana pa je

2”: 1 _n
K2 43k+2 244



5. UocCavam da je opéi ¢lan sume te analogno prijasnjim zadacima rastavljamo na 2

1
k(k+3)
razlomka

1 1 <l _ L)
k(k+3) 3\k k+3/°
Sada uvrsStavamo u sumu i dobivamo

L POE TP T SN B 0
3 4 4 7 7797 100

_1<1 1)_33
3 100/ = 100°

6. Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi

k% +1 2 1 1
—-—=14+—=14 — — ——
o1 T -0k k=1 E+1
Danu sumu sada moZemo zapisati kao
1+1+1+ n 1 1 1 I +1 1 1
" 172 n-1 3 4 " m+l "T2 n a+tl

Dakle,
Zk2+1 2n3 +3n% — 3n — 2
k2 -1 2n2 + 2n )

7. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

1 :k2—1_(k—1)(k+1)

I-p=r = k2
Sto znadi da dani umnoZak moZemo zapisati kao
2-1)(2+1) (3-1)(3+1) (n—1(Mn+1) 1.-2:32.....(n—=12-n-(n+1)
22 ' 32 n? - 22.32.....n2
Dakle,
1 (1 _ i) _n+l
P} k2 2n

8. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

1 B VE+1-Vk Y
VE+vE+1 (VE+1+VE)(WVE+1-VEk) FH1= Vi

Sto znadi da danu sumu moZemo zapisati kao

V2-V14+V3—V2+...+Vn+ —Vn=+vn+1-1.

Dakle,

Z\/_+\/W nrith

9. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
kE-K'l=(k+1)-k'—k'=(k+1)! -k
Sto znadi da danu sumu moZemo zapisati kao
20-14+31-2l4+ ...+ (n+ 1) =nl=mn+1) -1
Dakle,
XH: (n+1)!—1.



Umjereni zadaci

10.

11.

12,

Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

ko (k+1)-1 1 1

k+1)!  (k+1)! K (k+1)

Sto znaéi da danu sumu moZemo zapisati kao

1 1,1 1 1,1
272730 T o1l nl’

Dakle,
z": k-1_ . 1
= k! n!
Rastavimo izraz na parcijalne razlomke:
k(k+ 1) (k+2) o Py
1 a b C

+

e+ )(E+2) F k¥l k12

Odredimo koeficijente a, b, c € R. Svodenjem desne strane na zajednicki nazivnik, dobivamo

a_ b c _a(k+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1)
k' k+1 k+2 k(k+1)(k+2)
_(a+b+c)k?+ (3a+2b+c)k +2a
B k(k+ 1)(k + 2)
1
Usporedimo li dobiveni brojnik s brojnikom izraza R+ 1)k +2) i izjednacimo li koeficijente
uz k2, k te slobodne koeficijente, dobivamo sustav od tri linearne jednadzbe:
a+b+c=0, a= %,
3a+2b+c=0, = <{b=-1,
20 =1 c= %

Dakle vrijedi

SN YE S S
Ek+1)(kE+2) 2\k k+1 Ek+2/°

Danu sumu sada moZemo zapisati kao

LY W TP S S - o T
2\1 2 3 4 7' n n+l1 n+2 2 3 77 n4+1/)
1<1+ 111 >_1+ 11
2 n+2 2 n+1/ 4 2n+4 2n+2
Dakle,
Zn: 1 _ n+ 3n
= — )
—k(k+1)(k+2)  4n?+12n+38

Primjetimo da vrijedi

1 (a+1)ya—ava+1 (a+1)Va—ava+1 +/a a+1
(a+1)ya+ava+1 (a+1)y/a—ava+1 a(a+1) a a+1
Kada raspiSemo sve, pokratit ¢e se sve osim prvog i zadnjeg, pa ostajemo s ‘/TI - % =1- % = %



13.

14.

15.

16.

17.

k2 + (k+1)2
Opdi ¢lan je & Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi

k(k+1)
B+ (k+1)2 K2 (k+1)? &k +k+1_2+1_ 1
k(k+1)  k(k+1) k(k+1) k+1 E "k k41

Tada nasa suma postaje

1) < 1 1> < 1 1) < 1 1>_ 1
<2+1 2 + 2+2 3 +...+ 2+98 99 + 2+99 100 =2-99+1 100°

Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
B+k+1)-K=((k+12—k) -kl=Fk+1)2 -kl —k-Kl=(k+1)-(k+1)! — K-k
Sto znadi da danu sumu moZemo zapisati kao
2.21-1-1143-31-=2.21+... 4 (n+1)-(n+ ) —n-nl=m+1)-(n+ 1) - 1.
Dakle,
n
(B +k+Dkl=(n+1)-(n+1)!—1.
k=1

Nejednakost koju trebamo dokazati mozemo zapisati kao

1 1 1
To—ZT1+2%1— ... —Tp-1+Tp-1—2Tn+ + +oit— > 2n.
To — 21 1 — X2 Tn—1 — Tn

Neka je a1 = xg—x1, a2 = £1 — 3, ... Tn = Tp—1 —Tn. Lada je lijeva strana nejednakosti jednaka

1 1 1 i 1
a1taz+ - tant+—+—++—=> (a;i+—)
Zbog uredenosti xg > x1 > x2 > --- > x, je svaki a; > 0 pa je a; + al—l > 2 prema A-G
nejednakosti, ako zbrojimo nejednakosti za i = 1,2,...,n dobivamo

" 1
D (ai+=)>2n
i=1 @i

§to je i trebalo pokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je a; = 1 za svaki ¢ = 1,2, ...n, odnosno
rg— L1 =1 — T2 = ... =£Cn_1—£cn=1.

Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi
1 1 1 1

2 kE-D k-1 &

pa je dana suma manja od

1+1 1+1 1+ + 1 1—2 1<2
1 2 2 3 7' n—-1 n n ’

Primijetimo da se nazivnici mogu faktorizirati na sljedeéi nacin: k* + k2 +1 = (k2 +1)?2 — k? =
(k? + k + 1)(k® — k + 1). Ono $to je zanimljivo kod ove faktorizacije jest da je jedna zagrada
zapravo jednaka drugoj zagradi uz translaciju varijable za jedan, odnosno vrijedi k2 —k + 1 =
(k—1)2+ (k—1) + 1. Tu &injenicu éemo iskoristiti da bi izveli teleskopiranje. Rastavljajuéi izraz
na parcijalne razlomke, dobivamo da vrijedi

k 1 1 1 1 1
EA4 k241 2k2—k+1) 2(k2+k+1) _2<(k_%)2+§ ((k+1)—§)2+§>'

Pa je dana suma jednaka

1 1 1 1 1
2\1-02+3 (+1-12+43) 2 2m24+2n+4+2
Dakle,

2”: k . n’+n
Sk k241 2024 2n+ 2



Tezi zadaci

18. Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi

1 1 _i< 11 )_ 11
Fo1Fry1  Fpo1(Fe—1+Fy)  Fp \Fr1  Fr1+ Fy Fp_1Fy  FpFppr

Sto znaéi da danu sumu moZemo zapisati kao

1 1 1 1 1 1 1

_ _ —1- 1.
nE BE RE BE T <

Fo1Fy  FoFniq FoFot
19. Najprije, po Sophie-Germain faktorizaciji vrijedi sljedece:
at+4-92=((a—3)2+3%)((a+3)% +3%).
Zapisimo sve faktore preko njihovih faktora:

(7% + 3%) (132 + 3%) (19 4 3%)(25° 4 3%)(31% 4 3%)(37° 4 3%)(43° 4 3%)(49° 4 3%)(55° + 3%)(61° + 3%)
(12 + 32)(72 + 32) (132 + 32) (192 + 32) (252 + 32) (312 + 32) (372 + 32) (432 + 32) (492 + 32) (552 + 3?)

" : o 61% + 32
Nakon $to skratimo sve faktore, dobit éemo ———— = 373.
12 + 32
20. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
6k 2k: 2k-|-1

(3k — 2k)(3k+1 — 2k+1) T 3k _ok  3ktl _ okt1

Sto znaci da danu sumu moZemo zapisati kao

2 22 22 23 on 2n+1 _ 2n+1
3_2_32_22+32_22_33_23+"'+3n_2n_3n+1_2n+1 _2_3n+1_2n+1'

21. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

k3—8  (k—2)(k*+ 2k +4)
kB+8 (k+2)(k2—2k+4)

vidimo da ée se

2
5 teleskopirat, jedino ostaje vidjet $to je s drugim dijelom produkta. Vidimo

dajek?+2k+4=(k+1)>+3te k> —2k+4 = (k—1)2+3 pa ée se i oni teleskopirati. Produkt
¢emo rastaviti na 2 jednostavnija produkta

(a)

ﬁ’“_Q_l.g. n—-3 n—-2_ 1-2-3-4

s k+2 5 6 n+1l n+2 (n—1)n(n+1)(n+2)
(b)

ﬁ(k+1)2+3_42+3. (412438 _ (n®+3)((n+1)*+3)

e (B=1)24+3 7 2243 777 (n—-1)2+43 (22+3)(32+3)
Dakle,

ﬁ k3-8 :? (n?2+3)((n+1)2+3)

s k2 +8 (n—Dnn+1)(n+2)



22. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
(k3 +3k)?  K2(K®2+3)2  K*(k*+3)?
k6 —64  (kK3)2-82  (k3+48)(k3—28)
_ k%(k? + 3)2 _k k k*+3 k*+3
(k-2)(k2+2k+4)(k+2)(k2—-2k+4) k-2 k+2 (k—1)2+3 (k+1)2+3
Analogno proslom zadatku produkt rastavljamo na jednostavnije te imamo

(a)
=k nn-1)

Hk—2_ 1-2

(b)
3-4

ok
,gk+2 C(n+1D(n+2)

(c)
o kK+3 n?43
ps (k=1)24+3 2243
(d)
o kK+3 0 3243
w (E+1)24+3 (n+1)2+3
Dakle,
1—"[ (k* +3k)?* 72 n(n —1)(n? + 3)
o K6—64 7 (n+1)(n+2)(n+1)2+3)

23. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
k+32 16 9
k(k+2) k k+2

3\ 2
Uocimo sada da vrijedi 9 - (4_1) = 16 pa mozZemo op¢i ¢lan rastaviti kao

) =2 - () =2 - 207
Tk \4 E+2\4/) k \4 kE+2\4
2

k(k+2) \4

T IR
= k(k+2) \4 =\ k \4 k+2\4
9 16 <3>"+1 16 (3)”+2
=12+ - — he -— (= .
2 n+1\4 n+2\4
24. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
1 1 E2(k+1)2+k2+ (E+1)2  Vk*+2k3 +3k2+2k+1
1+ + = =
k2 (k+1)2 k2(k 4 1)2 k(k +1)
o VErr2+ K2+ 2k2+2k+1 /(K2 +E)Z2+2(k2+k)+1 /(K2 +Ek+1)?
B k(k+1) B k(k+1)  k(k+1)
2
_ R4kt 1
k(k+1) k(k+1)
Dakle,

Dalje se zadatak svodi na teleskopiranje sume s opéim ¢lanom m

Xn: 1+1+ 1 . n _n2+2n
P k2 (E+1)2 n+1l n+1°




25. (a)

) = (o) = F+ D + R = e+ 1) = 1(8),

Lako se vidi da ¢e nakon pokraéivanja ostati samo 2 ¢lana.

Dakle,

e 1
——— ) =f(n+1) - f(1).
>t (mrars) o0 -0

1\ ([ 2k+1—(2k—1) \
(Eﬁ)‘(1+@k—n@k+n)—f@k+D—f@k—D-

Kao i u prijasnoj sumu ostat ¢e samo 2 ¢lana.
Dakle,

> £ (5 ) = fen+1) - £(0).
k=1



N2: Simeon Stefanovié¢ - Diofantske jednadzbe

Rjesenja

1. Rjesenje:

13z + 13y = zy
y(z —13) = 13z
13z 132
= =13
RN T R S

Kako y mora biti cijeli broj, vrijedi da (z — 13) | 132, a iz toga slijedi da = = 14,26,182, a
y = 182,26, 14. RjeSenja su uredeni parovi (z,y) = (14, 182), (26, 26), (182,14). Ova metoda se
naziva metoda kvocijenta.

2. Rjesenje:
yrz—1)+2x—-2=2

yz—-1)+2(z—-1)=2
(x-1)(y+2)=2

Primjetimo da nam je umnoZak na lijevoj strani jednak 2, dakle imamo 4 moguénosti: (z —1,y+
2) =(1,2),(2,1),(-1,-2),(—2, —1) $to rezultira s etiri uredena para rjesenja: (2,0), (3, 1), (0,4), (-1, —3).
Ova metoda se naziva metoda faktorizacije.

3. Rjesenje: Primjetimo kako je x? neparan. Naime, ako bi vrijedilo 2 | 22, uz 2 | 4y, slijedi da
je lijeva strana dijeljiva s 2, ali vidimo da desna nije. Dakle, 22 je neparan pa je i « neparan.
Nadalje mozemo pisati xt =2k + 1,k € Z

(2k — 1)? — 4y = 1995
4k* — 4k + 1 — 4y = 1995
4(k* — k — y) = 1994

Zakljuéujemo da jednadzba nema rjeSenja jer je lijeva strana dijeljiva s 4, a za desnu lako
provjerimo da nije. Ova metoda se naziva metoda kongruencija.

4. Rjesenje: Bez smanjenja opcéenitosti neka je a < b < ¢. Tada je abc = a + b + ¢ < 3¢, odnosno
ab < 3 pa imamo 3 sluéaja: (a,b) = (1,1),(1,2),(1,3).
UvrsStavajuéi te vrijednosti u pocetnu jednadzbu dobijemo rjeSenje (1,2,3) i sve permutacije.
Ova metoda se naziva metoda ogranicavanja.

5. Rjesenje: Nakon $to sve izmnozimo i prebacimo na lijevu stranu dobijemo:
2 -2+ =0

Ideja je sada lijevu stranu zapisati kao zbroj nekih kvadrata jer ¢emo tada dobiti da je zbroj
nekih prirodnih brojeva jednak nekom prirodnom broju, $to nema puno moguénosti.

2 —2c+14+92=0

(z-1+y*=1

Sada imamo Cetiri moguénosti za dobiti zbroj 1, a to su (z — 1,y) = (1,0), (—1,0), (0,1), (0, —1).
Time dobivamo 4 rjesenja: (z,y) € {(2,0),(0,0),(1,1),(1,—1)}. Ova metoda se naziva metoda
zbroja kvadrata.



6. Rjesenje: Primjetimo da vrijedi n? < n? +n+ 7 < (n + 3)2. Sada nam preostaje provjeriti dva
slucaja:
nf4n+7=(n+1)>

n4+n+T7=n>+2n+1
n==~6

Odakle dobivamo jedno rjesenje. Provjerom slucaja
n24+n+7=(n+2)>

n2+n+T=n2+4n+4
n=1

dobivamo i drugo rjeSenje. Dakle, sva rjeSenja su n € {1,6}. Ova metoda se naziva metoda
smjestanja medu kvadrate.

7. Rjesenje: Srednji ¢lan na lijevoj strani jednadZbe rastavimo kako bismo mogli omoguditi fakto-
rizaciju:
z? + zy — 2zy — 2% = 18

z(z+y) —2y(z+y) =18
(x —2y)(z+y)=18

Uspjeli smo zapisati lijevu stranu kao umnozak dva cjelobrojna izraza. Oba izraza su djelitelji
broja 18, a to su
-18,-9,-6,-3,—2,—-1,1,2,3,6,9,18

Medutim, dobili smo 12 sluc¢ajeva. Bilo bi lijepo ukoliko bismo mogli eliminirati neke slucajeve.
Primjetimo da je

(z+y)—(z—2y) =3y
Dakle, razlika ovih dvaju izraza je djeljiva s 3. To znaci da mozemo odbaciti sve slucajeve u kojima,
razlika nije 3. Preostaje nam provjeriti samo slucajeve (z+y, z—2y) = (—6,—-3), (-3, —6), (3,6), (6, 3).
(Uvjerite se da su to jedini bitni slucajevi).
RjeSavanjem ta 4 sustava dvije jednadZzbe s dvije nepoznanice dobivamo 4 rjeSenja: (z,y) =
(_5a _1)a (_4a 1)a (4a _1)7 (5a 1)‘

8. Rjesenje: Zapoc¢nimo opservacijom z,y # 0. Zbog toga moZemo pomnoziti sve s xy kako bismo
dobili ljepsi oblik:
y+4z+T7T=2xy

zy—y=4c+7
yz—1) =4z +7

Provjerom mozemo vidjeti da = 1 nije rjeSenje (ni za jedan y), pa smijemo dijeliti s z — 1

_4m+7
-1
11
44—
Y + 1

Kako y mora biti cijeli broj, zaklju¢ujemo da vrijedi (z — 1) | 11. Preostaje nam provjeriti 4
sluGaja za svaku moguénost x — 1 € {—11,—-1,1,11}
Dobivamo 3 rjesenja: (z,y) = (—10, 3), (2,15), (12, 5).



9. Rjesenje: Ovaj zadatak éemo rijesiti metodom faktorizacije:
(m? 4+ n)(m+n?) = (m+n)3

m3 + m?n? + mn +n3 = m3 + 3m?n + 3mn? + nd
m?n? + mn = 3m?n + 3mn?
mn(mn+1—-3m—3n)=0

Sada razlikujemo 3 slucaja:

(a) m =0, sva rjeSenja su uredeni parovi 0,n),n € Z
(b) n =0, sva rjeSenja su uredeni parovi (m,0),m € Z
(c) mn+1—-3m—3n=0
m(n—3)—3(n—3)=38
(m—-3)(n—3)=8
Kako je jednadzba simetri¢na, BSO (bez smanjenja opéenitosti) moZzemo pretpostaviti m >
n. Sada imamo slucajeve:
m—3=8n—-3=1

m—3=4,n—-3=2
m—-3=-1,n—3=-8
m—-3=-2,n—-3=—-4

To nam daje rjeéenja: ("Ba y) € {(0, n)7 (m, O)a (11’ 4)a (47 11)a (77 5)’ (5a 7), (27 _5)a (_5a 2)7
(1’ _1)’ (_17 1)}
10. Rjesenje: Primjetimo da ne mogu sva tri broja a, b, ¢ biti proizvoljno veliki. Dapace, a,b,c > 3
povlaci é + % + % < 1. Zato je bar jedan od brojeva manji od 3. BSO neka je a < b < c.
(a) a=1 = }+ % = 0. Kontradikcija.

(b) a=2 = % + % = % Sada opet ogranicavamo. Uocimo da barem jedan od brojeva mora
biti manji od 4. Slucaj b = 2 vodi na kontradikciju, a preostala dva daju rjeSenja (2,3,6) i
(2,4,4).

(c) a=3 = 3 +1 =2 BSOb<3pajeb=3iimamo rjesenje (3,3,3).
Dakle, rjeSenja su trojke (3,3,3),(2,3,6) i (2,4,4) te njihove permutacije.
11. RjeSenje: Promotrimo ostatke pri dijeljenju sa 7. Jednadzba zatim prelazi u
523=3 (mod 7)

Promotrimo ostatak pri djeljenju broja z3 gdje je z = 7k + 1,1 € {0,1, ...,6} pri dijeljenju sa 7.
Dobijemo da su jedini ostaci 1,0, —1. Slijedi da je 52% = 5,0, —5 (mod 7), §to je u kontradikciji
da je 522 = 3 (mod 7). Dakle, nema rjesenja.

12. Rjesenge: OCito je rjeSenje (z,y, z) = (0,0,0)
Sada pretpostavimo da je (z,y, z) rjeSenje jednadzbe gdje nisu sva tri broja jednaka 0. Neka je
d = ged(z,y,2). Neka je z = ad,y = bd, z = bc. Supstitucijom u poéetnu jednadzbu dobivamo
da je i (a, b, c) rjeSenje.
Sada promotrimo rjeSenje jednadzbe s najmanjim zbrojem. Primjetimo da je lijeva strana dijeljiva
s 2, Sto znadi da je i desna, pa je 2 | z = z = 2z. Sada nam je poCetna jednadzba

1023 + 203 + 16zy20 = 1599223



13.

14.

523 + 10y 4 8xyzo = 799623

Primjetimo da su svi ¢lanovi osim 523 nuZno parni, pa je 2 | z = = = 2.
Sada nam je pocetna jednadzba

403 + 109> + 16z0y20 = 799620

2023 + 5y° + 8zoyzo = 399823
Ponovno moZemo primjetiti da su svi élanovi osim 5y parni, pa je 2 | y = y = 2y0. Konaéno,
jednadzba nakon supstitucije i dijeljenja s 2 postaje

1023 + 20y + 8zoyozo = 199923

Primjetimo da je to ekvivalentno pocetnoj jednadzbi, Sto implicira da je i (xo,yo, 20) rjeSenje
koje je manje od (z,y, ) $to je u kontradikciji s pretpostavkom da je (z,y, z) najmanje rjeSenje.
Dakle, nema preostalih rjesenja.

Rjesenje: Primjetimo da je lijeva strana potpun kub. Ideja za rjeSenje nam je smjeStanje medu
kubove. Za prirodne brojeve vrijedi 822 — 6z > 0. To nam koristi zato $to moZemo dobiti
dobiti da je z3 + 822 — 6z + 8 > x3. S druge strane, nakon $to izmnoZimo, primjetimo da je
23+ 822 — 6248 < (z+3)3. Ostaje nam provjeriti slucajeve kada je y® = (z+1)3iy% = (z+2)3.
Za prvi slucaj imamo

34822 —6r+8=23+3224+3zx+1

522 -9z 4+7=0

Za prirodne brojeve z vrijedi da je 522 — 9z +7 > 0 ($to moZemo dobiti provjerom diskriminante
kvadratne jednadzbe). Za sludaj y® = (z + 2)3 imamo

z° +82% — 62 + 8 = 2° + 62° + 122+ 8
272 — 18z =0
z(z—9)=0
odakle je z = 9 jedino prirodno rjesenje, sto povlaci da je y = 11.

Za rjesavanje ovog zadatka koristit ¢emo metodu zbroja kvadrata. Prvo ¢emo faktorizirati lijevu
stranu pa promatrati slucajeve.

3+ = (z +y)?
(z+y)(@® —zy+y°) = (z +y)°

l.z4+y=0
RjeSenje su svi uredeni parovi (z, —z) gdje je x € Z

(2’ —zy+9*) = (z+v)

Pomnozit éemo jednadzbu s 2 i napisati u sljede¢em obliku

m2—2:cy—|—y2+932—293+1+y2—2y+1=2
(-9’ +(@-1)*+@y-1)*=2

Sada slijedi [z —y| < 1, |[x—1| < 11i|y—1| < 1. Nadalje promatrajuéi sve sluc¢ajeve dolazimo
do svih preostalih rjeSenja, (z,y) € {(0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2)}.



Sljedeéa Cetiri zadatka se nalaze u knjizi "Andreescu T., Andrica D., Cucurezeanu I. An introduction to
Diophantine equations. A problem-based approach (Birkhauser, 2010)". Ona se moZe naéi na sljedeé¢em

15. Example 3, str. 6
16. Example 1, str. 4
17. Example 4, str. 15

18. Example 5, str. 31


https://www.isinj.com/mt-usamo/An%20Introduction%20to%20Diophantine%20Equations%20-%20A%20Problem-Based%20Approach%20-%20Andreescu,%20Andrica%20and%20Cucurezeanu%20(Birk,%202011).pdf

Rjesenja za trecu grupu

C3: Vedran Cifrek - Indukcija
Rjesenja

1. Bazan=4: 2% > 4% < 16 > 16.
Pretpostavka: vrijedi 2" > n? za neki prirodan broj n > 4
Korak: dokaZimo tvrdnju za n+1: 2" > (n+1)2 =n? +2n+1
2+l = 2.9" pa iskoristimo pretpostavku indukcije i imamo 27! > 2. n?
Sada jos Zelimo dokazati dajen? > 2n+1lzan>4:n>2>2n+1 < n>—-2n>1 <
n?—2n+1>2 < (n—1)% > 2 §to odito vrijedi za n > 4, pa onda imamo:
20t > o2 =n2 402 >n2 4 2n+ 1= (n+1)2
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n.

11+1)(2+1)
6
Pretpostavka: vrijedi 12 + 22 + ... +n? =

2. Bazan=1:12=
n(n+1)(2n+1)

6 za neki prirodan broj n
(n+1)(n+2)(2n +3)

6 .
124-224...4n2+(n+1)? = [Iskoristimo pretpostavku indukcije za zbroj prvih n] =

6
(n+1)2=n+1,(n(2n+1)+6(n+1))_n2‘1 (n 4 Tn +6) = (n+1)(n+2)(2n +3)

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Korak: Dokazimo 12 + 22 + ... + n? + (n+1)% =
n(n+1)(2n + 1)+

3. definiramo T( ): F2 — Fpy1 - F_1 = (=1)""1 za prirodan broj n;

Baza: T(1): F1 — Fy- Fy = (=1)!7! <= 1—-1-0=1 pa vrijedi.

Pretpostavka: pretpostav1mo da vrijedi T'(n) za neki prirodan broj n.

Korak: Dokazimo da vrijedi T'(n + 1):

Zelimo dokazati F, 41 — Fpyo- F, = (— 1)""’1_1 pa krenimo od lijeve stane:
Fr%—l—l — Fuy9 - F,, = [RaspiSemo F,,19] = n+1 — (Fpy1+ Fp) - Fo=Fnp1- (Fup1 — F,) — F2 =
[Frni1— Fn = F_1] = Fpy1 - Fo1 — F,, = [Koristimo pretpostavku indukcije] = —1-(—1)""! =
(_1)n+1—1.

1 E+1-k 1

4. Uocimo da vrijedi % “E Il Kk +1) = ke +1) za bilo koji prirodan broj k pa vidimo da

¢emo od svakog ¢lana u sumi dobiti 2 i da ¢e se uvijek 2. od ta dva pokratiti s prvim koji je
n

n+l n+l
Ovo moZemo formalno dokazati koristeé¢i matematicku indukciju po n ili zapis sumom:

"1
Zkk+1 Zk k+1 =ZE

dobiven od sljedeéeg pocetnog clana pa ¢e na kraju ostati samo prvii tj. 1 —

[promijenimo indekse sumacije u dru-

n
T
goj sumi (umJesto k + 1 stavimo k pa se granice povecaju za 1) te odvojimo posebno prvi élan
1 "1 " 1 1 n
i zadnii &an d 1 1 1 _
prve sume i zadnji ¢lan druge sume] = 7 + Xz: % il ntl



1
5. Za sve prirodne brojeve n definiramo T'(n): 2™ + o je cijeli broj.
Tvrdnja vrijedi i za n = 0, te ¢e to biti dio baze indukcije.
1
Baza: n =0: 2 4+ 0= 2 € Z; n = 1: zadano u tekstu zadatka.
Korak: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 2 i n — 1 te dokaZimo da vrijedi za n.
1 1

£n+x—n_ _1)(.’L‘+5)—£Cn_2

dva cijela broja cijeli broj i onda je od njega oduzet cijeli broj.

Dokazali smo da tvrdnji vrijedi za 0 i 1 te ako vrijedi za n — 2 i n — 1 vrijedi za n pa po
principu indukcije vrijedi za sve prirodne brojeve (ako vrijedi za 0 i 1 vrijedi za 2, pa vrijedi za
11i 2 pa vrijedi za 3...).

6. Kada na n pravaca dodajemo n + 1. vidimo da svaki puta kada taj pravac presijeCe neki od
postojeéih n pravaca, on podrucje odmah iza tog pravca dijeli na 2 dijela, a tako dijeli i pocetno
podrucje prije nego presijece ijedan od pravac, pa ukupno poveéava broj podrucja za n+ 1. Kako
on uvijek poveéava za najvise n + 1, onda je najbolje moguée da na maksimalan broj podrucja
s n pravaca dodamo pravac koji stvori jos n + 1 dodatnih podrudja.

Da bi se to dogodilo samo moramo pripaziti da se nikoja dva pravca ne sijeku u istoj tocci jer
onda imamo manje od n razli¢itih presjeka novog pravca s starima. Takoder, naravno da Zelimo
da novi pravac sijeCe sve stare pa ne smije biti paralelan s nikojim od proslih.

Znadi jedino Sto trebamo paziti kad radimo korak indukcije je da novi pravac ne prolazi nekim
sjeciStem dva postojeca pravca i da nije paralelan s niti jednim od njih, a to sigurno mozemo
jer ima beskonaCno smjerova pravaca, a samo konac¢no smjerova kad bi bio paralelan i konac¢no
tocaka koje treba izbjeéi. Baza je n = 0 i onda je jedno podrudje.

n-ti pravac pove¢ava broj podrudja za n, pa s n pravaca imamo maksimalno 1+1+2+4+3+...4+n =

1
1+ @ podrudja.
. . < . e s .1 1
7. Neka je f : N — R neka funkcija koju éemo kasnije definirati. Zelimo da je P + 22 + .+

1
— + f(n) < 2 za svaki prirodan broj n, te da je f(n) > 0, jer ¢emo tada iz ove tvrdnje
n
odmah dobiti traZenu tvrdnju zadatka. Recimo da smo provjerili bazu. Pretpostavka ¢e biti

1 1
da je Hl + ) + ..+ 2 + f(n) < 2 za neki prirodan broj n, te za korak Zelimo dokazati
1 1
il —_— 1) <2.
12+22+ = +(n+1)2+f(n+)_
1 1 1 1 1 1 1
Kad bi 1ma11 oy 22 +. + + m + f(’fl + ].) < ﬁ + 22 +. + + f(n) onda

bi direktno 1ma11 tvrdnju koraka. Kad skratimo iste ¢lanove s obje strane v1d1mo da f treba
1

zadovoljavati: f(n) — f(n+1) > CFEER usput vidimo da je f padajuéa funkcija. Jedna od

n

1

najjednostavnijih padajuéih funkcija koje su pozitivne za sve prirodne brojeve je f(n) = — i

n
vidimo da ona zadovoljava traZene uvjete (Baza 1+ 1 < 2), pa po principu indukcije vrijedi
tvrdnja zadatka.

8. m =2n+1, n € NU {0}. Baza: n = 0, samo je jedan planet, a ne mozZe astronom na njemu
gledati svoj planet.
Pretpostavka: za neki n € N, ako imamo 2n + 1 planeta, takvih da astronomi na njima gledaju
samo planete medu tih 2n 4+ 1, onda postoji planet kojeg nitko od njih ne gleda.
Korak: Imamo 2n+3 = 2(n+1)+1 planeta s astronomima. Uzmimo najmanju udaljenost izmedu
neka dva planeta, tada nuzno mora astronom s jednog od njih gledati onaj drugi i obrnuto, pa
preostalih 2n + 1 gledaju jedni druge medusobno. Sada na tih 2n + 1 iskoristimo pretpostavku
indukcije i dobili smo planet kojeg nitko ne gleda.

9. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom pa pogledajmo prvo korak kako bi vidjeli koja vrsta indukcije
i koja baza nam treba.



10.

11.

Vidjet ¢emo kasnije koja treba biti pretpostavka te promotrimo sumu za skup {1,2,...,n,n+1}:
Ako posebno promatramo odredene vrste podskupova moZemo posebno odrediti vrijednost sume
za svake vrstu posebno te onda sumirati te sume.

U prvoj skupini ée biti oni podskupovi koji ne sadrze n + 1:

To znadi da trazimo neprazne podskupove od {1,2..,n + 1} koji nemaju uzastopnih brojeva i ne
sadrze n + 1, odmah vidimo da su to zapravo neprazni podskupovi od {1, 2, ...,n} koji ne sadrze
uzastopne pa je po pretpostavci indukcije za n ta suma jednaka (n + 1)! — 1.

Sada promotrimo one podskupove koji sadrze n + 1, to znadi da ne mogu sadrzavati n koji
je uzastopan njemu.

Sada definiramo drugu skupinu podskupova u kojoj ¢ée biti oni koji sadrze n + 1 i jo$ neki
element skupa. Ako pogledamo trazenu sumu svih takvih podskupova, vidimo da iz svakog su-
manda moZemo izluéiti (n+1)2 i dobiti sumand od nekog podskupa od {1,2,...,n— 1} koji nema
uzastopnih elemenata, te lako vidimo da ¢emo dobiti sve takve pa je suma druge skupine jednaka
(n+1)2. vrijednost sume za n—1 koja ée po pretpostavci indukcije biti n!—1 znadi (n+1)%(n!—1).

U trecoj skupini su ostali podskupovi koji sadrze samo n + 1 i nista drugo tj jedan jedini skup
{n + 1} &ija je vrijednost sume (n + 1)2.

Sada zbrojimo vrijednosti od sve 3 skupine te imamo: (n+1)! =1+ (n+1)?(n! = 1)+ (n+1)2 =
m+) -1+ n+1)n+1)=0+2)n+1)!-1=n+2)-1.

Vidimo da nam za indukciju trebaju pretpostavke za n — 1 i n da dobijemo tvrdnju za n + 1 pa
trebamo provjeriti bazu za dva uzastopna broja tj za n = 1 (Jedini podskup je {1} i vrijednost
je 1) i n = 2 (podskupovi bez uzastopnih su {1} i {2} i vrijednost je 5).

Baza: n = 1, imamo dva skupa: prazan i {1}, koje mozemo pobojati bilo kako da dobijemo 0, 1
ili 2 crvena.

Pretpostavka: za neki prirodan broj n vrijedi da za bilo koji 0 < N < 2" moZemo obojati
podskupove na traZzeni nacin da ih ima to¢no N crvenih.

Korak dokazimo tvrdnju za n + 1 i proizvoljni 0 < N’ < 2n+1,

1. sludaj N’ < 2™

Tada moZemo po pretpostavci indukcije uzeti bojanje podskupova od {1,2,..,n,n + 1} koji ne
sadrZe n + 1, tj. podskupova od {1,2,..,n} koje ima toéno N’ crvenih s traZenim svojstvom.
Ako sve skupove koji sadrze n + 1 pobojamo u plavo, dobili smo toéno N’ crvenih skupova, a
traZeno svojstvo je odrzano jer ako napravimo uniju nekog skupa s skupom koji sadrzi n+ 1 opet
dobijemo skup koji sadrzi n + 1.

2. sluéaj N’ > 2™, tada po pretpostavci indukcije uzmemo bojanje podskupova od {1,2,..,n}
s toéno N’ — 2" crvenih s traZenim svojstvom, te sve podskupove koji sadrze n + 1 pobojamo
u crveno. Sli¢no kao u 1. sluéaju vidimo da ovakvo bojanje nije pokvarilo trazeno svojstvo, a
ukupno imamo toéno N’ — 2™ + 2" = N’ crvenih.

Kad bi krenuli raditi indukciju gdje dokazujemo tvrdnju F2 + F2_| = Fy,_1.:

Pretpostavka je F2 + F3—1 = Fy,_1 i zelimo dokazati Fg 1t F? = Fy,41, pa raspisimo lijevu
stranu tako da se pojave ¢lanovi iz pretpostavke indukcije F2, | + F2 = Fpy1(Fp+ Fpo1)+ F2 =
F2 4+ Fy 1 Fy+ (Fy+ F,1)F,_ 1 =F2+ Fg_l + Fp11F, + F, F,,_1 = [Iskoristimo pretpostavku
indukcije] = Fop—1+ Fpy1Fn+ F, F,,—1 te vidimo kako bismo htjeli da vrijedi Fy,+1F, +F, Fy—1 =
F5, da mozemo dovrsiti dokaz. To znaci da zapravo moramo nekako dokazati i tu ¢injenicu za
svaki prirodan broj n. U ovom slucaju je dobra ideja obje ove tvrdnje dokazivat indukcijom
zajedno.

za prirodan broj n definiramo T'(n): vrijedi F2+F,,—12 = Fy,_1 i vrijedi Fpy1F+FpFr1 = Fop



12,

13.

14.

Baza: (Fp =0, Fi =1, i, =1) n=1: F2 4+ F2 = F, vrijedi i F2Fy + F1Fy = F, vrijedi.
Pretpostavimo da za n vrijedi F,% +F,—12 = Fy,_1 i Fy1F, + FyF,_1 = Fy, te trebamo
dokazati da vrijede obje ove tvrdnje za n + 1.

Prva tvrdnja (koju smo veé skoro do kraja raspisali ranije):

F3+1 +F7% = Fn+1(Fn+Fn—1)+F3 = F3+Fn+1Fn+(Fn+Fn—l)Fn—l = F7%+F5_1 +Fn+1Fn+
F, F,,_1 = [Iskoristimo prvu tvrdnju iz pretpostavke indukcije]| = Fo,—1 + Fpy1Fp + Fro g =
[Iskoristimo drugu tvrdnju iz pretpostavke indukcije] Fo,—1 + Fop = Fopt1-

Druga tvrdnja: FpioFni1 + Fni1Fn = (Fut1 + Fn)(Fnt1) + (B + Fro1)Fy = Fgﬂ + F2? +
F,+1F,+F,F,_1 = [Za prva dva ¢lana koristimo prvu tvrdnju koraka koju smo upravo dokazali,
a za ostala 2 ¢lana pretpostavku indukcije] = Fa,q1 + Fop = Fopyo.

Baza n = 1 ocito vrijedi. Pretpostavimo da postoji n s svojstvom da za svaki prirodan broj k,
takav da je k < n vrijedi tvrdnja kada postoji &k celija.

Korak: Dokazimo da tvrdnja vrijedi kad ima n + 1 éelija:

Ako postoji neka celija koja je jedina zadana u svojem retku i u svojem stupcu, onda ju moZzemo
obojati bilo kako.

Ako postoji neka éelija koja samo u svojem retku ima druge zadane éelije ili samo u svojem
stupcu ima druge zadane éelije, onda iskoristimo pretpostavku indukcije na svih n éelija osim
te. Tada u tom retku/stupcu je ili jednako crvenih i plavih pa moZemo nasu éeliju obojati u bilo
koju boju, a inaCe obojimo u onu boje koje ima manje.

Zmnadi sada nam ostaju samo moguénosti kad sve ¢elije imaju barem jo$ jednu zadanu u svojem
retku i barem jednu zadanu u svojem stupcu.

Uzmimo jednu Celiju nazovimo ju A, te neka se u njezinom retku nalazi zadana celija B, a u
njezinom stupcu zadana celija D.

Oznacimo s C ¢eliju u presjeku stupca u kojoj se nalazi B i retka u kojoj se nalazi D.

Prvo pogledajmo slucaj kada je C zadana, onda moZzemo A i C obojati u jednu boju, a BiD u
drugu boju, pa se u ta dva retka i dva stupca ne mijenja razlika broja crvenih i plavih ¢éelija. Po
pretpostavci indukcije mozemo obojati preostalih n — 3 (kad je n 4+ 1 = 4 nemamo Sto obojati),
a inace to mora biti prirodan broj jer se nalazimo u takvom slucaju.

Ostao nam je najpametniji slucaj zadatka, onaj u kojem celija C nije zadana. No, sada mo-
Zemo uzeti sve preostale Celije te reéi da nam C jest zadana, a A, B i D nisu zadane, te po
pretpostavci indukcije pobojati sve te Celije tako da vrijedi tvrdnja zadatka. Bez smanjena op-
éenitosti recimo da smo C pobojati u crvenu, sada obojimo B i D u crvenu, a A u plavu, time
je razlika broja plavih i crvenih ostala ista(ona koju smo dobili u pretpostavci indukcije) u svim
retcima i stupcima koji sadrze A, B, C i D.

Buduéi da smo rijesili sve moguce slucajeve dokazali smo korak indukcije, pa sada tvrdnja vrijedi
za sve prirodne brojeve n po principu indukcije.


https://en.wikipedia.org/wiki/Zeckendorf%27s_theorem
https://drive.google.com/file/d/18kCD8I9w4xBfumdmMkde63pKDyEbYGrW/view

G3: Patricija Dovijani¢ - Tetivni cetverokuti

RjeSenja

Laksi zadaci

LA o A

Tezi zadaci

10.
11.
12,

13.

14.

Izvor: staro predavanje.

Skica rjesenja. Neka je E noziste visine iz vrha C, i G sjeciste CE i FH. Cetverokut EMGH je
tetivan (razmislite zasto), i G je teZiste trokuta ABC, pa je |GE| = 1, odakle je [EM| = }|BE].
Po poutku SK S, trokuti BHF i EBC su sli¢ni, pa je ZEMG = Z/CAB = /CBA = a. EF je
srednjica trokuta ABC, pa jei /FEB = «. Sada je /ZEMF = 180° — ZEMG = 180° — «, pa
je EBHF tetivan, odakle slijedi tvrdnja zadatka.

Izvor: staro predavanje.

Skica rjesenja. Uvedimo oznaku o« = ZAM B. Slijedi /ZKBC = /BCK =90°—a i A_BKC = 2a.
Promotrimo kruznicu BCM. Kako je ZCM B = 180° — «, drugi obodni kut nad BC jednak je
a. Bududi da je ZBKC = 2a i |BK| = |CK]|, K je srediSte kruznice BCM i vrijedi |[BK| =
|CK| = |MK|.

Oznaéimo s E sjeciSte pravaca KM i AD. Dokazujemo da je /DEM = 90°.

Vrijedi ZACB = ZADB = /ZEDM = §, jer se radi o obodnim kutevima nad lukom AB. Kako
je trokut CM K jednakokracan, /CMK = /ZMCK = 90° — 5. Takoder, /DMC = a.

Buduéi da su tocke E, M i K kolinearne (leZe na istom pravcu), vrijedi Z/DMFE + Z/DMC +
ZCMK = 180°, odakle je /DME = 90° — , i kona¢no, promatraju¢i unutarnje kutove trokuta
DEM, dobijemo /DEM = 90°, sto je i trebalo dokazati.

Izvor: drzavno 2007. 3A.3

Skica rjesenja. Neka je H' osnosimetri¢na slika ortocentra preko AB i D noziste visine na stranicu
AB, tj. presjek pravaca HH' i AB. Kako je trokut AOH jednakostranifan (razmislite zasto),
vrijedi ZAOH' = 60°, pa je njegov obodni kut LACH' = ZACD jednak 30°. Buduéi da je
trokut AC'D pravokutan, slijedi /CAD = /CAB = 60°.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://www.youtube.com/watch?v=mrxStGkJzko&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://www.youtube.com/watch?v=kGAnUOWTCfQ&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm

A3: Lucija Reli¢ - KAGH

RjeSenja

1. Primjenimo A-G nejednakost

+2+

SIS
o

etiy gfabe
3 “ Vbca
MnoZenjem obje strane s 3 dobivamo izraz koji smo htjeli dokazati.

Napomena 19.3.1

Primijetite da je sljedeca nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:

1 +x20+-- -+ > nYx122. .. T

2. Pokazujemo
a®+a®+a?+1>4a.
Ozna¢imo a; = a® > 0, ag = a® >0, a3 =a® > 01ias =1 > 0 i primijenimo AG nejednakost na
sredine brojeva a1, az, as, a4:

a1+ az+a3z+ay

1 > V/a1a2a3a4
a®+ab+a2+1
4

a®+af+a2+1>4-Val®=4.q%

> Va8 ab-a2- 1= vad+6+2

Napomena: Za realan broj x > 0in,m € N vrijedi Vz" = zm.

3. Po AG nejednakosti vrijedi:

2
ab be o, jde_ g
C a ac

Analogno vrijedi:
ab ca

%59
c+b_a

bc ca
—+—2>2
a b

Zato vrijedi:

ab be ca 1<a_b bc ab ca bec ca
c a b 2

1
+—+—+—+;+—) 25(2a+2b+2c)=a+b+c

c a c b b

sto je i trebalo dokazati.

4. Primjetimo da je tvrdnja zadatka ekvivalenta s tim da je (z + y)? < 2.

Iz KG dobivamo:
2 2 1 1
v-TyS\/—w _;_y =\/;(:>$y§§

1
(e+y)’ =2’ +y’+2oy=1+20y<1+2- 5 =2.

Tada imamo



5.

10.
11.

12,

1. nacin

Zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

a? + b2+ b2+ 2+ +a? > 2ab+ 2bc + 2ca

Oduzimanjem 2ab + 2bc + 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:

(a—b2+(b—-c)+(c—a)?>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem

nejednakosti dobivamo da je i ona nenegativna.

2. nacin - ovo je dokaz samo za pozitivne realne brojeve

Kao u prvom rjesenju, zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

a? + b2+ b2+ 2+ +a? > 2ab+ 2bc + 2ca

Primijenimo AG nejednakost na # i dobivamo:

a? + b* > 2ab
Analogno dobivamo i

b2 + % > 2be

A+ a? > 2ca
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo traZenu nejednakost.
Napomena.

Primijetite da je sljedeéa nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:

T+ 22+ -+ Ty ZNnYT122.. .2y

. Primjenom A-G nejednakosti na p? + p + 1 dobivamo:

pPP+p+1>3Yp2-p-1=3p

Analogno dobivamo
¢ +q+1>3q.

MnozZenjem ovih nejednakosti dobivamo traZenu nejednakost:

(P> +p+1)(¢*> +g+1) > 9pg.

1
=x+y2w/xy = @24.

1
2 2

1 1 1 1 1 4
(1-1——) <1+—>=1+—+—+—21+—+4=9.
Y Ty xy z+y


https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://web.williams.edu/Mathematics/sjmiller/public_html/161/articles/Riasat_BasicsOlympiadInequalities.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/6646

13.

14.
15.
16.
17.
18.
S_\/a+b+c-a+b+c—2a.a+b+c—2b.a+b+c—20
B 2 2 2 2 ’
1
s:Z¢m+b+@@+b—@@+c—@@+a—w.

Iz A-G nejednakosti imamo:

i‘/(a+b—c)(b+c—a)(cha_b)S a+b—c+b+§—a+c+a—b= a+§+c.

Iz toga imamo:

1
5=Z¢m+b+qm+b—@w+c—@@+a—w

1 a+b+c>3

< - - - -

_4\/(a+b+c)< 3

_ 1 /(a+b+eo)t (a+b+c)?

4 33 T 4.3V3

Iz K-A nejednakosti imamo:

a+b+c  [a?+b2+c?
3 3

a? + b + ¢
3

(a+b+c)?<9- = 3(a® +b% + ¢2).

Iz toga imamo:
<(a+b+c)2<a2+b2+02
T 433 T 48
48V3 < a? +b% + 2.

19.
20.


https://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt%27s_inequality
https://www.isinj.com/mt-usamo/Secrets%20in%20Inequalities%20(volume%201)%20Pham%20Kim%20Hung.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://www.skoljka.org/solution/5614/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2001_IMO_Problems/Problem_2

N3: Adian A. Santos Sepci¢ - Kongruencije
RjeSenja
. Broj n nije djeljiv niti s 2 niti s 3. DokaZi da 24|n® —

Zadatak ¢emo rijesiti koristeéi (mod 3) i (mod 8).

n? € {12,2%} (mod 3) => n? =12 =22 =1 (mod 3) jer n nije djeljiv s 3.

n? € {12,32%,52,7?} (mod 8) = n?=12=32=52=72=1 (mod 8) jer n nije paran.
= n?2=1 (mod 3), n?> =1 (mod 8)

= 3|n? —1,8n%2 -1

= 24|n% -1

. Za prirodne brojeve a,b,c vrijedi a® 4+ b® = c?. DokaZi da je jedan od ta 3 broja djeljiv s 3.

Pretpostavimo da nijedan od brojeva a,b,c nije djeljiv s 3. Tada mora vrijediti
a?=b0=c®>=1 (mod 3), jer 12=22=1 (mod 3). No, onda dobivamo:

a’?+b>=c2 = 1+1=1 (mod 3), §to je nemoguée. Znadi, jedan od brojeva a,b,c mora biti
djeljiv s 3.

. Neka je n prirodan broj. Ako je zadnja znamenka broja 3" jednaka 1, dokaZi da je n djeljiv sa 4.

Zadnja znamenka broja je samo ostatak pri dijeljenju s 10, pa uvjet da je posljednja znamenka
broja 3" jednaka 1 mozZemo svesti na to da 3" = 1 (mod 10). Promotrimo sada ostatke pri
dijeljenju s 10 brojeva 3',32,... —+3,9,7,1,3,9,7,1,3...

Mozemo primijetiti da se uzorak ponavlja i da je ostatak jednak 1 za svaku Cetvrtu potenciju.
Sada valja samo pokazati zasSto se uzorak ponavlja. To mozemo napraviti tako da primijetimo
da 3* =1 (mod 10), $to znadi da 3"™* =3".3* =3".1= 3" (mod 10). Ovime je dokazano da
je se uzorak posljednjih znamenki ponavlja svake 4 potencije broja 3, a kako je jedini broj medu
prve 4 koji ima posljednju znamenku 1 upravo 3%, svi ostali koji imaju posljednju znamenku 1
moraju biti potencija visekratnika broja 4, $to znaci da je n djeljiv sa 4.

. Odredi posljednju znamenku broja 77.

Zadatak se svodi na ra¢unanje ostatka broja 77 pri dijeljenju s 10. Modularna aritmetika &ini

ovaj posao jednostavnim'

7 _) 49 = = (mod 10) 9 _) 63 = = (mod 10) 3 _) 91 = = (mod 10) 1

= 73 =3 (mod 10), 7* =1 (mod 10)
= 7"=(7)-(7*)=3-1=3 (mod 10)
Znadi, posljednja znamenka broja 77 je znamenka 3.

. Ivan i Novak igraju igru u kojoj naimjenicno zapisuju brojeve na ploc¢u. Ivan je prvi na potezu
i svaki put kad je na redu zapise zbroj posljednja 2 zapisana broja (x +y), a nakon toga Novak

zapise umnozak posljednja dva zapisana broja uvedan za 1 (zy+ 1). Na pocetku je na ploci
Ivan 1 Nowvak p) Tvan 2 Novak ” Ivan 10 Novak )

zapisan broj 0, a nakon toga 1 (0 — 1

(a) Dokazi da ce posljednja znamenka svakog broja koji Ivan zapise biti 0, 1 ili 3.

Primijetimo da posljednja znamenka broja kojeg zapise Ivan ovisi jedino o posljednjim
znamenkama dva prethodno zapisana broja (promatramo operacije mnoZenja i zbrajanja
modulo 10). Znaéi, ako Ivan zapiSe broj koji zavrSava za znamenkom 0, a nakon toga Novak
broj koji zavrSava znamenkom 1, uzorak znamenaka ¢e ponavljati u beskonac¢noj petlji.
Upravo se ovo dogodi kada Ivan zapiSe 10 u svom treem potezu (Novak nakon toga zapiSe
7-10+ 1 = 71). Kako je dotada Ivan jedino zapisao brojeve koji zavrsavaju znamenkama
0, 11i 3, svaki iduéi broj koji Novak zapise zavrsit ¢e znamenkama 0, 1 ili 3.



(b) Dokazi da Novak nikada nede zapisati broj djeljiv s 3.

Analogno (a) dijelu rjeSenja, nakon $to Ivan zapiSe broj 3, ostaci zapisanih brojeva pri
dijeljenju s 3 ée se ponavljati. Kako Novak dotada nije zapisao broj koji daje ostatak 0 pri
dijeljenju s 3, nikada i nece, to jest nikada nece zapisati viSekratnik broja 3.

6. Odredi sve prirodne brojeve n takve da 11|3™ + 4™.

Zadatak se svodi na rjesavanje iduce jednadzbe:

3" +4" =0 (mod 11) (primijetimo 3* = 92 = (—2)?2 =4 (mod 11))

3" + 3% =0 (mod 11) (neka 3" =z (mod 11))

z+2*=0 (mod 11)

Uzorak ostataka 3™ pocevsiod n =1 je 3,9,5,4,1,3,9,5... i ponavlja se ciklicno nakon n = 5 jer
3% =1 (mod 11). Ako u jednadzbu z +z* =0 (mod 11) uvrstimo redom z = 1,3, 4,5,9 vidimo
da nijedno od tih rjeSenja nije valjano, stoga pocetna jednadZba takoder nema rjesenja, pa ne
postoji niti jedan prirodan broj n koji zadovoljava svojstvo 11|3™ 4 4™.

7. Odredi sve prirodne brojeve n takve da 711 + 8™+ 2"+ 6"+ 4"+ 5™.

Primijetimo 2 = 3? (mod 7), 6 = 33 (mod 7), 4 = 3* (mod 7), 5 = 3% (mod 7). Znadi, mo-
Zemo uz supstituciju 3" = z (mod 7) i supstituciju S =1+ 3" + 2™ + 6™ + 4™ + 5" reéi idude:
S=1+z+22+23+2*+2° (mod 7)

Kako je k = 6 najmanji broj takav da 3* = 1 (mod 7), 3" = 1 (mod 7) ako i samo ako 6|n.
Rastavimo sada zadatak na slucajeve:

e Ako 6|n
=1 (mod 7),paondal=z=22=2%=2'=25 (mod 7)
Znadi, S =6 (mod 7) = 715 = Svaki viSekratnik od n je valjano rjeSenje.
e Ako61n
S =0 (mod 7)
= l+z+z?+22+2*+2° =0 (mod 7)
= -DA+z+22+22+22+2°) =0 (
<= 2% =1 (mod 7)
< (3")6 = (3%)"=1" =1 (mod 7) = vrijedi
Znaci, u ovom slucaju n ne moze biti rjeSenje.

mod 7)

Sveukupno, sva rjeSenja za n su viSekratnici broja 6.

8. Odredi posljednju znamenku broja 77" (Napomena: 777 = ) 7 (77).

Kako vrijedi 7* = 492 = 92 =1 (mod 10), znamo da za sve prirodne brojeve n vrijedi iduce:
7410 =1 (mod 10)
74+l = 7 (mod 10)
7412 =72 = 9 (mod 10)
7413 = 73 = 3 (mod 10)
Znadi, ako odredimo 77 (mod 4), mozemo iskoristiti gore navedene jednadzbe da izrad¢unamo 7"
(mod 10), to jest posljednju znamenku broja 7"
7"=7-(7?)3=7-12=3 (mod 4) = 77 = 4n + 3 za neki prirodan broj n
= 77 = 743 = 3 (mod 10)
—> Posljednja znamenka broja 77 je znamenka 3.
9. Za svaki pojedinacan cijeli broj a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k L, m vrijedi da je ili djeljiv sa 4 ili neparan i
vrijedi:
A e i S B e e e e e e e L

DokaZi da a,b,c,d,e,f,g nisu svi neparni.



10.

11.

Primijetimo da za sve neparne brojeve vrijedi da su kongruentni 1 modulo 8. Takoder, pri-
mijetimo da kvadrat svakog broja djeljivog s 4 mora biti djeljiv s 8, pa tako kongruentan 0
modulo 8. Pretpostavimo sada da su a,b,c,d,e,f,g zaista svi neparni. Tada slijedi:

P+ + P+l + 2+ =14+1414+14+14+1+1=7 (mod8)

No, kako su h,i,j,k,1,m svi djeljivi sa 4 ili neparni, vrijedi da su h?,i2,52,k2,12,m? svi kongruentni
0 ili 1 modulo 8. No, tada je broj ovih kvadrata koji je kongruentan 1 modulo 8 upravo iznos
izraza h%+i? + j2 + k% +12 +m? (mod 8). No, kako je u pitanju 6 varijabli, izmedu 0 i 6 njih je
kongruentno 1 modulo 8, pa izraz h? +i2 + j2 + k2 4 12 + m? ne moze biti kongruentan 7 modulo
8, §to znaci da (a® + 0%+ 2 + d% + € + f2 + ) i (h? + 4% + 52 + k% + 12 + m?) daju razlicite
ostatke pri dijeljenju s 8, pa ne mogu biti jednaki, sto je kontradikcija s poéetnom jednadzbom.

—> Kontradikcijom je dokazano da a,b,c,d,e,f,g ne mogu svi biti neparni.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da 31|4™ + 7™ + 20™.

4" + 7"+ 20" =0 (mod 31) (uvrstimo 7 =100 (mod 31))

<= 4" +100" + 20" =0 (mod 31)

<= 4"(1+25"4+5") =0 (mod 31) (ged(4,31) = 1)

<= 1+25"+5"=0 (mod 31)

= (1 -5")(1+5"+ (5")%) =0 (mod 31)

<= 1-(5")2=0 (mod 31) (5")3=(3"=125"=(4-31+1)"=1"=1 (mod 31))
<= 1=1 (mod 31) = vrijedi

Promatrajuéi logicke strelice u postupku, vidimo da je peti redak jedini u kojem ne vrijedi
nuzno ekvivalencija tvrdnji (ako i samo ako odnos). No, ovaj odnos vrijedi ako 31 t 5" — 1.
Promotrimo li uzorak ostataka 5™ modulo 31 (5,25,1,5,25,1...), vidimo da 31|5" — 1 ako i samo
ako 3|n. Rastavimo sada zadatak na 2 slucaja:

e Ako 3|n
Vrijedi ekvivalencija iduéih tvrdnji:
4" 4+ 7"+ 20" =0 (mod 31) <= 1+25" +5" =0 (mod 31)

Kako je n djeljiv s 3, znamo:
5" =1 (mod 31)
25" = (52)" = (5")2 =12 = 1 (mod 31)
= 14+25"+5"=1414+1=3 (mod 31)
= 311{1+25"+5"
= 31{4" + 7" +20"
e Ako 31{n
Vrijedi 1 =1 (mod 31) <= 31|4™ + " + 20™.
= 314" + 7" 4 20"

Sveukupno, sva rjeSenja za n su svi prirodni brojevi koji nisu djeljivi s 3.
Odredi sve trojke prirodnih brojeva (z,y,z) takve da 45% — 6Y = 2019~.

Promotrimo izraz 45% — 6Y = 2019” modulo 5. Tada dobivamo:
0—1Y=(-1)% (mod 5) = (—1)* = —1 (mod 5) = z je neparan

Promotrimo sada 45% — 6Y = 2019% modulo 4 kada y > 2. Tada dobivamo:

17 —2¥3Y = (—1)® (mod 4) = (—1)* =1 (mod 4) = z je paran
No, ovo je nemoguce, jer smo prije zakljucili da je z paran, pa ne moze vrijediti y > 2.



12.

13.

14,

—y=1

Promotrimo sada 45% — 6Y = 45% — 6 = 20197 modulo 9 kada z > 2. Tada dobivamo:
0—6=32 (mod 9) = —6 =0 (mod 9) No, ovo je nemoguée, pa z = 1.

= 45% — 6 = 2019 = 45% = 2019 + 6 = 2025 = 45% => = 2

Znadi, jedino mogude rjeSenje je (x,y,z) = (2,1,1).

Neka za prirodne brojeve a,b,c vrijedi a® + b? = 2¢. DokaZi da je c neparan.

Pretpostavimo da je ¢ paran.

= ¢ = 2k za neki prirodan broj k

= a? 4+ b2 = 2%k

= a4+ b? =4F

Promotrimo posljednji redak modulo 4:

a’?+ b2 =0 (mod 4)

Promotrimo li sva moguda rjeSenja za a i b modulo 4, vidimo da a i b moraju oboje biti parni.
= a = 2a1,b = 2by, gdje su aj i by prirodni brojevi
- (2a1)2 + (2b1)2 = 4k

= 4a? + 4b? = 4*

s a2 4 12 = 4h1

Sada moZemo uoéiti da analogno prijagnjem postupku moZemo zakljuditi a2 + b3 = 4%=2_ gdje
vrijedi da a1 = 2as i by = 2bs, gdje a2 i bs moraju biti prirodni brojevi. No, ovdje moramo
pripaziti da smo sigurni da je kK — 1 veéi od nula, jer inace ne vrijedi

a? 4+ b? =0 (mod 4). Sreéom, znamo da ovo vrijedi, jer inade 12+ 12 < a? + b2 = 1.

= a% + bg = 4’“‘2, a1 = 2a9, by = 2by, gdje su as i by prirodni brojevi
= a% + bg = 4%=3, a9 = 2a3, by = 2b3, gdje su a3 i by prirodni brojevi

No, ovaj logi¢ki postupak ne moze se beskonacno ponavljati, jer u n-tom koraku mora uvijek
vrijediti £ — n > 0. Stoga zakljucujemo i da se ovaj postupak mora beskona¢no ponavljati i da
se ne moze, $to je kontradikcija, $to znaci da je pretpostavka da je ¢ paran kriva. Ovo znadéi da
¢ mora biti neparan.

DokaZi da ne postoje prirodni brojevi a,b,c takvi da a® + b = 7¢.

Neka je broj a djeljiv sa 7 ukupno n puta, a broj b djeljiv sa 7 ukupno m puta. Neka tada
a =T, b =Ty, gdje su = i y prirodni brojevi koji nuzno nisu djeljivi sa 7. Bez gubitka
opdéenitosti, neka n < m.

= (T"z)* + (T"y)* = 7°

_ 1172 + (7m—ny)2 — 7c—2n

Ako ¢ < 2n, tada 772" < 1 = 2% + (7™ "y)? < 1, $to je nemogude.
=c>2n
= 22+ (7" "y)? =0 (mod 7).

Kvadrati prirodnih brojeva jedino poprimaju vrijednosti 0,1,2 i 4 modulo 7, pa je jedini slu-
¢aj u kojem je zbroj dva kvadrata prirodnih brojeva kongruentan 0 modulo 7 onaj u kojem su
oba djeljiva sa 7, Sto nije slucaj ovdje, kako 7 t z. Zna¢i, posljednja dobivena jednadzba nema
rjeSenja modulo 7, pa tako niti podetna jednadzba a? 4 b% = 7° ne moze imati rjeSenja.

Odredi sve trojke nenegativnih cijelih brojeva (a,b,c) takve da a! + 5° = 7¢.

e Akoc=0
a! + 5° = 1 = nemogucde jer je lijeva strana jednadzbe barem 2



= c#0

e Akoa>"7
a! 4+ 5° = 7¢ (mod 7)
5 =0 (mod 7) = nemogudée

= a<6
° AkObZO
0l 4+50=2#£7°
14+50=2=£T7°
2! +50 =3 #£7°
3B4+50=7="71

4 +59 =25 #£T7°
5! +50 =121 £ 7°
6! +59 =721 £T7°

= Jedino rjesenje u ovom sluéaju je (a,b,c) = (3,0,1).

e Akoa>5Db#0
a! +5° = 7¢ (mod 5)
0 =7¢ (mod 5) = nemoguce

= Jedini preostali slucaj je onaj u kojem a < 4 i b,c # 0, pa ¢emo nadalje upravo ovo
pretpostaviti.

e Akoa=0ilia=1
al=1
a! + 5° je paran, a 7¢ neparan
al + 5% # 7¢ = nemoguce

e Akoa=2
Za b =1 dobivamo
2+ 5 =7="7" = (a,b,c) = (2,1,1)

Za b > 2 dobivamo

7' =7 (mod 25), 7> = 24 (mod 25), 72 = 18 (mod 25), 7* =1 (mod 25)
Ostaci ostalih potencija broja 7 nadalje se ponavljaju, jer 7* =1 (mod 25).
= T7°¢ € {7,24,18,1} (mod 25)

2! + 5% = 7¢ (mod 25)
¢ =2 (mod 25) => nemoguce

= Jedino rjesenje u ovom sluéaju je (a,b,c) = (2,1,1).

e Akoa=3
Za b =1 dobivamo
3! 4+ 5! = 11 = 7° = nemoguce

Za b > 2 analogno slucaju kada a = 2 dobivamo
7¢ € {7,24,18,1} (mod 25)

3!+ 5° = 7¢ (mod 25)

7 =6 (mod 25) = nemoguce



e Akoa=14
7' =2 (mod 5), 72 =4 (mod 5), 7> =3 (mod 5), 7* =1 (mod 5)
Ostaci ostalih potencija broja 7 nadalje se ponavljaju, jer 74 = 1 (mod 5), pa slijedi
7C =1 (mod 5) za c=0 (mod 4)

2 (mod 5) za c=1 (mod 4)

4 (mod 5) za ¢ =2 (mod 4)

3 (mod 5) za ¢ =3 (mod 4)

4! +5° = 7¢ (mod 5)
7 =4 (mod 5) = c=2 (mod 4)
= c je paran, pa neka ¢ = 2n, gdje n mora biti prirodan broj

4! +5° = 7° (mod 3)

5° = 1¢ (mod 3)

(=1)® =1 (mod 3)

—> b je paran, pa neka b = 2m, gdje m mora biti prirodan broj

4! 4 52m = 720

(7")% = (5™)? = 24

(7 =5™) (T +5™) =24

Sada vidimo da 7" + 5™ < 24, pa 5™ < 25, 7" < 49 = n,m < 2
= n=m=1=b=c=2

4! + 52 = 49 = 72 = ovo rjeSenje je valjano

= jedino rjeSenje u ovom slucaju je (a,b,c) = (4,2,2)
Kako smo u postupku prosli sve moguée slucajeve, jedine moguée trojke (a, b, c) su

(3,0,1),(2,1,1), (4,2,2).

15. Odredi sve prirodne brojeve n takve da postoje prirodni brojevi a i b takvi da 2™ + 3% = 5°.
(Pazi: TraZe se samo brojevi n za koje postoje takvi a i b, a ne nuzno sve trojke (n,a,b).)

e Akon=1
2' 43! =5

= za n = 1 postoje trazeni a,b

e Akon=2
22 + 3% = 5° (mod 4)
3% = 1% (mod 4)
(-1)*=1 (mod 4)
—> a je paran, pa neka a = 2x, gdje x mora biti prirodan broj

22 + 3% = 5° (mod 3)
=4 (mod 3)
(-1)® =1 (mod 3)
= b je paran, pa neka b = 2y, gdje y mora biti prirodan broj

2% 3% = 5%

(5¥)* — (37)? = 4

(5Y — 3%)(5Y + 3%) =4

Lijeva strana posljednje jednadzbe je umnozak dva prirodna broja, pa vrijedi 5Y 4+ 3% < 4,
ali 5Y + 3% > 5! 4+ 3! = 8, pa je ovo nemogudée



=—> za n = 2 ne postoje trazeni a,b

e Akon >3
2" + 3% = 5% (mod 4)
32 =1° (mod 4)
(=1)*=1 (mod 4)
—> a je paran, pa neka a = 2x, gdje x mora biti prirodan broj

2" + 322 = 5% (mod 8)

(32)® = 5° (mod 8)

5° = 9% = 1 (mod 8)

5° =1 (mod 8)

5! =5 (mod 8), 52 =1 (mod 8), 53 =5 (mod 8)...

=—> b je paran, pa neka b = 2y, gdje y mora biti prirodan broj

omn 4 32z — 52y
(5y)2 _ (39:)2 — 9n
(5Y — 3%)(5Y + 3%) = 2n

Kako su jedini djelitelji svake potencije broja 2 takoder potencije broja 2, znamo da su
5Y — 3% i 5Y 4 3% potencije broja 2 takve da je 5Y + 3" ona vecéa. Tu é¢emo ¢injenicu izraziti
ovako:

5Y — 3% = 2% gdje k mora biti prirodan broj
5Y + 3% = 2k+t gdje t mora biti prirodan broj

Promotrimo razliku ove dvije jednadzbe:

(51/ + 390) _ (5y _ 3:1:) — 2k-|—t _ 2k

2-3% =2k(2t 1)

= k =1, jer inace je desna strana jednadzbe djeljiva s 4, a lijeva nije

2.3 =2(20 — 1)

3T=2t-1
— Akot =1
3% = 2! — 1 = 1 = nemogude, jer x mora biti prirodan broj
— Akot =2
3=22-1
3*=3=3'=2=1,tojest a =2
5Y — 32 = 2%
5 =34+2=5b=y=1,tojest b=2
2" + 3% = 5°
2" +3%2 =52

2" =52_-32=25—-9=16

2" =24 —=n=4
= u slucaju t = 2 dobivamo rjeSenje (n,a,b) = (4,2,2)
= za n = 4 postoje trazeni a,b

— Akot =3
32 =2 —1 (mod 8)
3* =7 (mod 8)

3! =3 (mod 8), 32 =1 (mod 8), 33 =3 (mod 8)...
= izraz 3® ne moZe poprimiti vrijednost 7 modulo 8, pa u ovom slucaju nema rjesenja

= za n > 3 jedina vrijednost n za koju postoje traZzeni a,b jen =4



Kako smo u postupku prosli kroz sve moguce slucajeve, mozemo sa sigurnoséu re¢i da n moze
jedino biti jednak 1 ili 4.



3.

5.
6.

. Medu 15 ucenika imamo (

Rjesenja za Cetvrtu grupu

C4: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Rjesenja

. Oznacimo sa x broj Sahista, s y broj penzionera, a sa z broj onih koji su i Sahisti i penzioneri.

Tada vrijedi:

Odakle slijedi
r=4z,y =3z

42>32 = x>y

odnosno u dru$tvu ima viSe Sahista (naravno, pod pretpostavkom da je broj ljudi u drustvu veéi
od 0).

(a) Promatrajmo n osoba te od njih biramo ekipu od k osoba.

S lijeve strane prikazan je broj mogudéih odabira takve ekipe, a s desne strane broj odabira
osoba koje ne biramo u ekipu (drugim rije¢ima, izabrali smo sve osim onih koje Zelimo imati
u ekipi) te time izabrali i ekipu. Na taj smo naéin prebrojali istu stvar.

(b) Promatrajmo n + 1 osobu te od njih biramo ekipu od k osoba.
S lijeve strane prikazan je broj mogucih odabira takve ekipe.
S druge strane, fiksirajmo jednu osobu.

Ako je ta osoba u ekipi, preostale ¢lanove ekipe biramo na (,",) nacina. Inage, ¢lanove
ekipe biramo na (Z) nacina (s obzirom da se fiksirana osoba ne nalazi u ekipi). Na taj smo

nacin prebrojali istu stvar.
(c) Birajmo k-¢lanu ekipu te njenog kapetana.
To upravo mozemo napraviti na k() nacina.

S druge strane, ako prvo izaberemo kapetana, a zatim preostale ¢lanove ekipe, to mozemo

napraviti na n(Z:i) naéina.

125) = % razli¢itih parova, a kako svaki par zajedno Cisti ucionicu
to¢no jednom, to je ujedno i ukupan broj parova ucenika koji zajedno éiste ucionicu. Svaki dan,
medu 3 ucenika, pojavljuju se tocno 3 razlicita para. Dakle, kako kamp traje & dana, broj parova

jednak je i 3 - k. Imamo 3k = %, odnosno k = 35.

(a) Izmedu n osoba radimo uzi izbor od m osoba, a zatim medu njima biramo tim od r osoba.
S druge strane, prvo biramo tim od r osoba, a zatim preostale osobe koje su bile u uzem
izboru (drugim rijeima, namjestili smo izbor tima i prvo izabrali tim, a zatim prikazali tko
je jos bio u uzem izboru).


https://brilliant.org/wiki/double-counting-definition/
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Prebrojavanje-Ilko-Brnetic.pdf

(b) Biramo bilo koji broj ljudi (izmedu 0 i n) od n ljudi.
S druge strane, to je jednako broju 2", s obzirom da svaku osobu moZemo izabrati ili ne
izabrati (te primjenjujemo princip produkta).

(c) Izraz moZemo intepretirati kao broj odabira r—¢lanih skupova n—¢lanog skupa, te k—Clanih
podkupova odabranog r—¢lanog skupa, gdje je r prozvoljan broj izmedu (i ukljudivo) k i
n. No mogli smo prvo odabrati k—¢lani podskup n—Clanog skupa $to mozemo napraviti na
(Z) nacina, a zatim odluciti koje ¢emo preostale elemente ukljuciti u nadskup izabranog
k—¢lanog skupa $to moZemo napraviti na 2"* nadina.

1.

8. Zbroj p1 + 2p2 + ... + np, predstavlja
broj parova (, ), gdje je m permutacija skupa {1, 2, ...,n}, a ¢ njena fiksna tocka. S druge strane,
broj permutacija 7 koje fiksiraju tocku ¢ jednak je (n —1)!. Slijedi da je broj parova (7, 7) jednak
n(n — 1)! = nl, Sto dokazuje tvrdnju.


https://yufeizhao.com/olympiad/doublecounting_mop.pdf
https://imomath.com/srb/dodatne/dvostruko%20prebrojavanje_ddj.pdf
https://brilliant.org/wiki/double-counting-definition/

10.

11.

12.

13.

G4: Borna Banjanin - Potencija tocke

RjeSenja

. Primijenimo Pitagorin poudak na trokut M BC dobijemo |CM|. Oznaéimo s P poloviste duzine

BC. Nakon toga gledamo potenciju tocke C na kruznicu k. Powy(C) = |CE|-|CM| = |CP)? i
iz te relacije lagano izraGunamo |CE)|.

. |EB|-|ED| = |EC| - (2r — |EC|)

|EB|? = |EA| - |[EC| - potencija tocke
|£/DBC| = |£/BCD| = |£/BAC| = 45° - poucak o kutu izmedu tangente i tetive
|DC|? + (|]DC| + |BE|)? = |CE|? - Pitagora

(314B|)? = 3|AD| - |AD|

. |AT|? = |AP| - |AB| - potencija

AAPT ~ AATB
Pitagora na trokut PTB

|MAJ]? = Powy, (M) = |MP|-|MQ| = Pow,(M) = |MB|?
Ili samo kazemo da je PQ radikalna od ki i ko.

. BCKL je tetivno i p i q su paralelni pa vrijedi: |[ZKBC| = |ZKLT|=|Z/MTK|

Sad znamo da je MT tangenta na opisanu kruznicu trokuta KTL, a takoder je i na radikalnoj
osi od te kruZnice i k $to nam automatski daje da je M poloviste duzine AT

|LAQ'P| = |LAP'Q| = 90°
Sad znamo da je PP'QQ’ tetivno pa zbog potencije tocke iz A vrijedi: |[AP'|-|AP| = |AQ’|-|AQ)|.
A to nam daje da je A na radikalnoj od k3 i ky4.

. AkosuD, EiF nozista okomica, onda su ABDE, ACDF i BCEF 3 tetivna Cetverokuta. Njihova

opisane kruénice u parovima imaju po 3 radikalne osi koje se sijeku u ortocentru trokuta.

|/FEB| = |ZMFE| = 90° i iz toga slijedi da je M E tangenta na kruZnicu opisanu trokutu
FEB

|DA| = |DC| i |£DBA| = |£CBD| jer je D poloviste luka

|ZADB| = |£DEB| = 90° pa dobivamo |ZEDB| = |£DAB|, odnosno da je M D tangenta na
polukruZnicu

Drzavno 2018., 4. razred
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike /zadaci-SS.htm

Neka, je M; poloviste duzine BQ, M, poloviste duzine CP, a M3 poloviste duzine PB. M3M; je
tezisnica trokuta BPQ) pa je paralelna s PQ), a to nam daje da je i paralelno s BC. M3Ms je iz
istog razloga paralelno s BC' i zbog toga mozemo zakljuciti da je My M, paralelno s BC. Prema
Teoremu 1.5. mozemo zakljuciti da je radikalna os okomita na M;Ms pa je automatski okomita
na BC' i time je gotov prvi dio dokaza.

Neka je X noziSte okomice iz Q na AP, a Y iz P na AQ. X i Y su na odgovarajuéim pocéetnim
kruznicama zbog jer je obodni kut nad promjerom pravi. Trokut AXY je slican trokutu APQ,
a on je slican ABC pa dobijamo AABC ~ AAXY. Sad preko omjera stranica koji vrijede za
sliéne trokute dobivamo |AX]|-|AB| = |AY| - |AC|, odnosno da je A na radikalnoj.

Zupanijsko 2022., 4. razred
http://www.antonija-horvatek.from.hr /natjecanja-iz-matematike /zadaci-SS.htm



14.

15.

16.

17.

18.

Y1Y; je radikalna os upisane kruznice i to¢ke B. Analogno je i Z; Z5 radikalna os upisane kruznice
i tocke C. To znaci da je X radikalno srediSte upisane kruznice i tocaka B i C. M je poloviste
BC, odnosno na radikalnoj je osi kruZnica radijusa 0 sa sredistima u B i C. Iz toga zaklju¢ujemo
da je radikalna os tocaka B i C zapravo pravac XM i da je taj pravac okomit na BC.

Dovoljno je dokazati da samo 2 para tih tocaka leze na kruZmici (npr. A;, Ag, B; i Bs) jer
onda analogno mozemo dokazati da su svih 6 na kruznici. H je radikalno srediste3 od svih triju
kruZnica zato S$to sve prolaze kroz H. To znadi da sve tri radikalne osi prolaze kroz H. Nazovimo
kruznicu kojoj je srediSte poloviste duzine BC a te kruZnicu kojoj je srediste poloviste duZine
AC b. Radikalna os od a i b je pravac koji prolazi kroz H, a okomit je na spojnicu njihovih
srediSta. Spojnica srediSta tih kruznica je srednjica trokuta ABC te je paralelna s pravcem AB,
a to nam znaci da je radikalna os od a i b na$ visina trokuta ABC iz tocke C. Odnosno, C se
nalazi na radikalnoj osi od a i b pa ima jednake potencije na obje kruznice te zbog toga vrijedi:
|CA;1| - |CAs| = |CBy| - |CBs| i time smo dokazali da su A;, A2, By i Bs na istoj kruznici.

Nazovimo kruznicu promjera AC ki, a kruznicu promjera BD ky. Radikalna os ki i ko je pravac
XY. Zbog toga $to se P nalazi na xy, znamo da ima jednaku potenciju na k; i k2. Odnosno
vrijedi: |PC|-|PM| = |PB|-|PN]|. Sada prema Teoremu 1.3 moZemo zakljuciti da je Cetverokut
BCNM tetivan. Zbog te tetivnosti dobivamo: |Z/MND| = |ZMNB|+90° = |ZMCB| +90° =
90° — |ZM AD| 4 90° = 180° — | ZM AD)|. Zaklju¢ujemo da je Cetverokut AM N D tetivan i neka
je ks njegova opisana kruznica. Radikalna os kruznica k1 i ko je XY, k1 i ks AM,a kyiks DN,
a znamo da se one sijeku u jednoj tocki, odnosno radikalnom sredistu.

HMO, zavrsni test za izbor MEMO ekipe, 2022.
https://natjecanja.math.hr/hmo2020/hmo/

IMO Shortlist G3, 2009.
https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf



A4: Adian A. Santos Sepci¢ - CSB

Rjesenja

a?+v b2+ P+ a?
+ +
a+b b+c c+a
a? b2 b2 c? c? a?
a+b+a+b+b+c+b+c+c+a+c+a
Engel (a+b+b+c+c+a)2
2(a+b)+2(b+c)+2(c+a)
(2(a+b+c))?
- 7 > b
4(a+b+c) Zatote

>a+b+c

>a+b+c

—

>a+b+ec

a b c
b+c+c+a+a+b

a? b2 c

= ab+ac+bc+ba+ca+cb
Engel (@ +b+c)? S 3

2(ab+bc+ac) ~ 2

2

NN W

3
>
-2

<= (a+b+c)? > 3(ab+ bc+ ac)
< a2 4+ b% + % + 2ab + 2bc + 2ca > 3ab + 3bc + 3ca
= a?+ b2+ >ab+bc+ca

< (a® + % + A)(b* + % + a?) > (ab + bc + ca)? = vrijedi po CSB

a b c o1
a+2b+b+2c+c+2a_
a? b2 c?
>1
a2+2ab+ b2+2bc+ 2+ 2ca —
Engel (a+b+ 0)2
>1
a2 4 b2+ c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca —
(a+b+c)?
(a+b+c)?

—

>1

a b c 3la+b+c¢)
+ + >
b+1 ¢+1 a+1~3+a+b+e
a? b? c 3(a+b+c¢)
ah+d+w+b+ca+c_3+a+b+c
Engel (a+b+C)2 S 3(a+b+c)
ab+bc+ca+a+b+c~ 34+a+bdb+c

<= 3(a+b+c)?+(a+b+c)®>3(a+b+c)(ab+bc+ca)+3(a+b+c)?

—

<= (a+b+c)®>3(a+b+c)(ab+bc+ ca)

<= (a+b+c)? > 3(ab+ bc+ ca)



= a?+b+c—ab—bc—ca>0

1 1 1
<=>§(a—b)2+§(b—c)2+§(c—a)220

2 b2 2 3
a C >\/_

b+c+c+a+a+b_ 2
Engel (a+b+C)2>\/§
20a+b+c)~ 2

< a+b+c>3

<= (a+b+c)?>3=3ab+ 3bc+ 3ca
= a?+b+c?>ab+bc+ca
< (a® + b+ A2)(b* + % + a?) > (ab + bc + ca)? = vrijedi po CSB

e Prvo rjesenje

Va3 + 83+ /a3 + 83 > /(a1 + az)? + (b1 + b2)?

= al+b+aZ+b+ 2\/((1% + b2)(a3 + b2) > (a1 +a2)® + (b1 + b2)?

<~ 2\/(0,% + b%)(a% + b%) > 2a1a2 + 2b1by

< (a2 +b?)(a2 + b2) > (a1az + b1b2)? = vrijedi po CSB

¢ Drugo rjesenje
Ako na koordinatnoj ravnini ozna¢imo tocke A(0,0), B(a1, b1) i C(—ag, —b2), pocetna ne-
jednadzba je zapravo nejednakost trokutas:

|AB| + |AC| > | BC]|

. Poznato je iduce:

(cotg)2 + (2C0t§)2 + (300tg)2 = (2)2

o
Neka (z,y,2) = (cotE, cotg, cot%l).

Nozista iz sredista upisane kruznice dijele opseg na iduéi nacin:
|AB| =rz +ry, |BC|=ry+rz, |CA| =rz+7a

= s=rx+ry+rz

2
= 22+ (2y)? + (32)% = (—6(93 Ty z))

7
— g(w2 + (2y)% + (32)?) = (z + y + 2)?

= (1+ ;1+ %)(wz +(2Y)2+ (32)?) = (z+y+2)?

Po CSB posljednja jednakost za z,y,z > 0 jedino vrijedi ako z : 2y : 32 =1

N =
[SUNI



1
= z:y:z2=1:-:-=
T:iyY:z 9

PN

= x:y:2=36:9:4
= |AB|:|BC|:|CAl=(z+y): (y+2):(z+2x)=45:13:40

= Svi trokuti za koje je poCetna jednakost zadovoljena sli¢ni su trokutu sa stranicama 45,13,40.

gcd(|AB|,|BC|,|CA|) = k - ged(45,13,40) = k, gdje je k faktor sli¢nosti izmedu trokuta ABC
i onoga sa stranicama 45,13,40. Stoga, ako postoji manji trokut sa cjelobrojnim stranicama sa

ovim svojstvom, k < 1, no onda gcd(|AB|,|BC|,|CA]) < 1, $to je nemoguée ako su njegove
stranice cjelobrojne.

= Najmanji trokut sa cjelobrojnim stranicama sa svojstvom iz zadatka ima stranice duljine
45,13 i 40.

1 1 1 3
ad(b+c) + b3(c+a) + c3(a+b) = 2
abc)? abc)? abc)? 3

a?f(b -z c) + b3((c +) a) + c3((a -z b) Z3
(bc)? (ca)? (ab)? 3
a(b+c)  blc+a) + cla+0b) = 2
Engel (bc+ca+ ab)2 3
2

_— >
2(bc+ ca + ab) ~

bc+ ca+ ab
- >
T
&L 3/(bc) - (ca) - (ab) > 1

<= abc>1

a? b2 2 &2
—t — 4+ — 4+ —>14
b+c+d+a_
at b* ct d*
—_—t — 4+ — 4+ —>14
At a2b+ bzc+ 02d+ d?a —
Engel (0® +b% 4 ¢* 4 d?)?
>
a?b + b%c + c2d + d?a

= a?b+bc+cPd+d’a<4

<= (a(ab) + b(bc) + c(cd) + d(da))? < 16

B (2 4+ 82 + 2 + d2)((ab)? + (be)? + (cd)? + (da)?) < 16
< a2b? + b2c2 + Ad? + d%2a? < 4

< b2 (a®+ A) + d* (2 +a?) <4

— P +d®) (2 +a?) <4



10.

= /(b? + d2)(c2 +a2) <2

o P+d®+2+a?
AC <2<=a?+ b2+ +d2<4

a b c
>
1+bzc+ 1+02d+ 1+d2a+ 14+a2b~
a? b2 c? d?
>
= utab’c  b+bd  ctcd’a  1+dab=
Engel (a+b+c+d)?
>2
a+b+c+d+ab?c+ bc2d + cd?a + da?b —
42
>2
4 4 ab?c + be2d + cd?a + da?b ~
<= 16 > 8 + 2(ab’c + bc?d + cd?a + da?b)

2

2

—

<= (ab)(bc) + (bc)(cd) + (cd)(da) + (da)(ab) < 4
<= (bc)(ab + cd) + (da)(cd + ab) < 4

<= (bc+da)(ab+cd) < 4

< /(bc+da)(ab+ cd) < 2

Ac ab+bc+cd+da<

5 <
< ab+bc+cd+da<4
Promotrimo sada pocetni uvjet kako bismo dokazali posljednji redak:
a+b+c+d=4
< (a+b+c+d)? =16
<= a? +b? + 2 + d? + (2ab + 2bc + 2cd + 2da) + (2ac + 2bd) = 16
< (a® + 2ac+ c?) + (b% + 2bd + d?) + (2ab + 2bc + 2cd + 2da) = 16
< (a+c)>+ (b+d)? +2(ab+bc+cd + da) = 16

Stoga, ako dokaZemo (a + ¢)? + (b + d)? > 8, dokazali smo 2(ab + bc + cd + da) < 8 &ime
je redak koji pokusavamo dokazati dokazan i time zadatak rijesen.

(a+c)+(b+d)?>8

2 d2
(a+¢) —;—(b+ ) >4

¢=>¢m+@2;®+dF22

K-A (a+0);(b+d)22

< a+bt+ct+d>4



N4: Hrvoje Rados - MFT i Euler

Rjesenja

Lagani zadatci

1. Prema Eulerovom teoremu znamo:

10
310 =1 mod 11/

3100 =1 mod 11

Za, drugi dio idemo sli¢nim postupkom:

5
320 =1 mod 25/

3100 =1 mod 25
7
2. Mi zapravo trazimo 7 ™ =7 mod 100 Odnosno preko leme iz predavanja to je isto Sto i:

7
77 med 40 =2 164 100
Idemo sada nastaviti rekurzivno s tim postupkom:

77 =77 med16 mpod 40
7"=7 mod 16
77 =77 =23 mod 40
77 mod 40 = 723 = 43 16d 100

3. Opet radimo istu stvar kao i u proslom zadatku samo vise puta.
Kao rjesenje se opet dobije 43.

4. Znadi mi trazimo najmanji x := ord,~_1(a) za koji vrijedi:
a®*=1 mod (a" —1)

Ocito vrijedi x > n jer inace kongruencija neée vrijediti. Za x = n kongruencija vrijedi i s
obzirom da x mora biti najmanji broj takav da navedena kongruencija onda je £ = n odnosno
ordgn_1(a) =n

5. Treba dokazati oba smjera:
Smjer ulijevo je TRIVIAL
Smjer udesno: 22 —1 = (z —1)(z +1) = 0 mod p iz ovoga i Einjenice da je p prost (dosta bitno
za reéi) slijedi tvrdnja



Umjereni zadatci

6. Tvrdnja koju Zelimo dokazati je ekvivalentna tvrdnji: pq | aP1~97P*2 — g
Vrijedi:
P14 P+2 — o (P—1)(g-1)+1

Sada je potrebno promatrati vise slucajeva.
1. sluéaj - pq | a
Tvrdnja ocito vrijedi.
2.sluéaj-plaiqgta
Iz uvjeta vrijedi:
p|aPi—a7PY2 _ g

I prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi (smijemo ga koristiti jer gcd(aP~t,q) = 1):
Zmagdi vrijedi:
q|aPimPt2 _g

Odnosno pq | a?P1~97P+2 — g

3.sluéaj-ptaiq|a

Ovo je simetricno s 2. slucajem.

4. sluéaj-ptaiqta

Prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi (smijemo ga koristiti jer gcd(a?~!,q) = 1):

aP~D(@-D+1 = (a(P_l))(q_l)a =a modgqg
Zmagdi vrijedi:
q| gPd—a4—p+2 _

Istim postupkom se pokaZze:

P | apq—q—p+2 —a

Odnosno pq | aP?~77P+2 — g

7. Znamo da ord(gn_1)(a) = n. I znamo prema Eulerovom teoremu da (smijemo koristiti Eulerov
teorem jer o€ito ged(a™ — 1,a) = 1):

a®@-» =1 mod (a™ — 1)
Sada prema teoremu iz predavanja vrijedi:
Ord(a,"—l) (a) | ¢(a,"—1)

Odnosno
n | Gan—1)

8. Stavimo m = @) i n = P(g)
A"+ =a®® +"=1+0=1 modb

A"+ =a"+b%@0 =0+1=1 moda

Sada redom zakljucujemo:
bla™+0b" -1

ala™+b" -1
I s obzirom da su a i b relativno prosti slijedi:

ab|a™+b" -1



9. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi.
Neka je p najmanji prosti djelitelj broja n (stvorit éemo kontradikciju tako da nademo manji
djelitelj broja n). Vrijedi:
pln|2" -1

Znati ordy(2) < p, no takoder vrijedi:
p|2%» —1

Sto znadi da ordp(2) < qb(p) < p — 1. Prema teoremu o Orderu iz predavanja znamo da vrijedi
ordp(2) | n, ali to nema smisla jer smo dobili da je ord,(2) manji od p i dijeli n, Sto prema
definiciji p-a nema smisla.

10. Iz Malog Fermatovog teorema slijedi:
a=b modp

Znaci a = b+ pk. Sada imamo preko binomnog teorema:

a? = (b+ kp)? = b° + (’;) ¥ lkp+ .-+ (kp)P (20.1)

Ako sada gledamo obje strane jednakosti (1) modulo p? dobije se:
a? = mod p?

Alternativno rjesenje bi bilo da faktorizirate a? — bP. Probajte to za vjezbu ako niste uspjeli ovaj
zadatak iz prve :)

Teski zadaci

n

11. Znamo da: 1989 = 9-13-17 Sada ¢emo posebno dokazati da svaki od ovih faktora dijeli "

n" —n™ =0 mod9
Ako 3 | n onda smo gotovi inace po lemi iz predavanja treba dokazati:

n"" —n"=0 mod6

O¢ito je da n™" —n™ =0 mod 2. Treba jos pokazati:

n” —n"=0 mod 3

Sto znadi da treba samo pokazati:
n"—n=0 mod 2

Sto ocito vrijedi
Sada zelimo pokazati:

nn

n"" —n™ =0 mod 13
Ako 13 | n onda tvrdnja ocito vrijedi, inace trebamo dokazati:

n

n” —n"=0 mod 12

Odnosno treba pokazati:

n" —n"=0 mod4 (20.1)



12.

13.

14.

n

n" —n"=0 mod3 (20.2)
(1) oéito vrijedi ako 2 | n inade treba pokazati:
n"—n=0 mod 2
§to ocito vrijedi, a (2) smo veé prije o€ito pokazali.
Za, kraj treba pokazati: .

n"" —n™ =0 mod 17

Ako 17 | n tvrdnja ofito vrijedi, inace treba pokazati:
n" —n"=0 mod 16
Ako 2 | n tvrdnja oéito vrijedi, inace treba pokazati:

n"—n=0 modS8

Sada znamo da su n neparni, stoga n? =1 mod 8 odnosno n”~! =1 mod 8 iz toga ocito slijedi
n” —n =0 mod 8. .
Nakon ovoga napornog raspisivanja oéito je da vrijedi 1989 | n"* —n

nn

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi odnosno:
2°4+1=0 mod2°—1

Takoder ée nam trebati tvrdnja: 2° =1 mod 2° — 1.
Neka a = kb + rb > r. Onda slijedi:

0=224+1=2"" 4 1=(2"%2"+1=2"+1 mod 2°—1

Znaéi dobili smo 2° — 1 | 2" + 1 i ovoga mora, vrijediti: 2® — 1 < 2" 4 1, ali jos znamo da r < b iz
Zega slijedi 2" 4+ 1 < 2b~! + 1. Kombiniranjem nejednakosti dobijemo:

20 —1<27 41

2 l2-1)=2"1<2
b<2

Sto je kontradikcija s uvjetom zadatka.

Ako je p =2 ili p = 3 onda stavimo n = 2. U svim drugim sluc¢ajevima uzmemon =p—2iu
tim slucajevima smijemo koristiti Mali Fermatov teorem.

6(2F 24324672 -1)=3-27"142.3°"1 1671 —-6=24+34+1-6=0 modp
znadi 2772 + 37724+ 672 -1 =0 mod p, éime smo pokazali sve §to smo htjeli.

Bugarska nacionalna olimpijada 1996- Cetvrta runda 1. zadatak



Rjesenja za petu grupu

C5: Mislav Brneti¢ - Bojanja i poplocavanja

Rjesenja

Laksi zadaci

1.
2.

3. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je plo¢u moguée poplocati na trazeni nacin.
Obojimo stupce naizmjence crno i bijelo. Svaka L-tetromina zauzima jedno crno i tri bijela ili
jedno bijelo i tri crna polja. Kako na ploci postoji jednako bijelih i crnih polja, postoji jednako
L-tetromina obje vrste. Medutim, kako ploc¢a ima 100 polja, potrebno nam je ukupno 25 L-
tetromina, a kako je to neparan broj, nije moguce da postoji jednak broj L-tetromina obje vrste,
odakle slijedi kontradikcija.

Dakle, ploc¢u nije mogucée poplocati na trazeni nacin.

Umjereni zadaci

© © N o o

10.
11.

Tezi zadaci

12,
13.
14.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Bojanja_i_poplocavanja.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Bojanja_i_poplocavanja.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-%20kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
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G5: Stella Colo - Upisana i pripisana kruZnica

Rjesenja

. /BI,C =180 — (411 BC + £ZI;CB) = 180 — £ABCHLACE — 18 — 180=4BAC _ LBACHIS0
ZBIQC =180 — (ZIQBC + ZIQCB) =180 — éDBC-i—ZDCB =180 — 180— ZBDC ABDC+180
Kako je ABCD tetivan, /BAC = /BDC = ABIlC /ZBI,C :> cetverokut I2I1BC je
tetivan.

. Po definiciji polozaja sredista pripisanih kruZnica I, A, Ig su kolinearne i analogno I¢, B,14 i
I4,C,1p.

Takoder, A, I, 14 su kolinearne, kaoi B,I,Igi C,I,I¢o

LIpAlg = ZIAAB = /BAlc = § + ISOT—O‘ =90 = Al je visina u Al IyI., analogno vrijedi
iza BlgiClc.

. Zelimo da /D1DyEy+ /D1E1Ey =180 & 180 — LE3DyA+180— /D1E1B— ZFE>,F1C = 180 &
180 — 80— 4 180 — 895 _ /B0 =180

& /EyEiC = a+ﬁ M & CFEy = CEs. Po primjeru 1. vrijedi: CE; = w ,CEy =
CALCF-AF Ml trebamo dokazatl BO+OF-BF _ CATCF-AF o, BC' 4 CF — BF = CA+CF —
AF = BC~CA = BF - AF, a namo da BF — AF = AB+BO-CA _ AB+CA-BC — BC'—CA pa
vrijedi CE; = CE», $§to nam je bilo dovoljno za dokazati da je ¢etverokut D;Fq EsDs tetivan.

. Po prvom primjeru: BD =y, DC = 2,CE = 2, EA=x,AF =z, FB=y — %x%xﬁ—g =
Y'x2x % = 1. Iz ¢éega slijedi da se pravci AD,BE, CF sjeku u jednoj tocci.

. Po lemi o trozubcu tocka O je poloviste kraéeg luka BC' kruznice opisane AABC'. Slijedi da
su tocke A,I,O kolinearne pa ZOIF = 180 — ZFIA =180 — (90 — §) = 90 + §,Z0IE =
180 - ZEIA=180—- (90— §) =90+ § = ZOIF

IF i IFE su polumjeri upisane kruznice pa su jednaki = po SKS poucku o sukladnosti AFIO
i AEIO su sukladni = ZOFB = Z0EC

. Dokazat ¢emo prvo da je Cetverokut ICK E tetivan iz ¢ega slijedi ZIKC = ZIEC = 90 tj. BK je
okomito na CK. Dokaz: /EKI = /FKB = 180—/KFB—/KNF = 180— (180—180-2) _ 8 —

90— ¢ -5 =12 =ZECI. Nadalje, MK = MB = /KMB =180 -2/MBK = 180 ﬁ =
180 — AABC— 180 - ZNMC = ZNMB = N, K, M su kolinearne.

. Definirajmo P’ kao presjek EF i AM. Dokazat éemo da P’ = P tako da pokazemo da vrijedi
% = %. Izrazit ¢emo % preko sinusovog poucka iz trokuta AFPI i API E /FIP =
2/IDF = 2(90 /FDB) = 2(90 — (90 — )) B, analogno /PIE = smFIP = smI;IPI &
EP — Iz APIE dobijemo ££ = Koriste¢i da F'I = IE i sinFPI = sinl PE

sinf8 sanPI stny san PE"
/
doblvamo £ = ‘:Z’Lg Dalje radunamo EP iz sinusovog poutka na AF AP, A E A p_EP
l /
P'E _ _ o AP,E Znamo da AF = AFE,sinFP'A = sinAP'E, pa P,E _ sinFAP' _

sin P’ ) sinP’AFE y
%n%[ Alg Analognom primjenom sinusovog poutka na ABAM, ACAM dobivamo 13097 =
S

Szzg P, - Time je dokazano da P’ = P, odnosno da su tocke A, P i M kolinearne.

. Uvedimo B’,C’ kao presjeke tangente na opisanu kruznicu AABC u toéci D’ sa stranicama
AC, AB. Kako su BD i B'D’ okomiti na DD', = BD || B'D’ pa postoji homotetija iz tocke A
koja Salje AAB'C’' u AABC te upisanu kruznicu(koja je A-pripisana AAB’C’) u A- pripisanu i
diraliste upisane u diralite A- pripisane tj. Salje tocku D’ u tocku X iz ¢ega slijedi da su tocke
A, D', X kolinearne.

. Neka su Bi,C; presjeci tangente na A-pripisanu u X’ i pravaca AB,AC. ZAX'I4 = 90 =
/BXI4 = BC || B'C' = postoji homotetija iz tocke A koja Salje AABC u AAB'C’ pa
takoder Salje diraliSta upisanih kruznica tih trokuta jedno u drugo, odnosno Salje D u X’ iz ega
slijedi da su to¢ke A, D i X’ kolinearne.



10.

11.

12.

Neka je K noziSte visine iz A na BC. Iz 8. zadatka znamo da su tocke A, D', X kolniearne.
AK || DD’ pa postoji homotetija iz tocke X koja Salje AX D'D u AX AK, takoder $alje poloviste
stranice DD’ u poloviste stranice AK iz ega slijedi da su tocke P, I i X kolinearne.

Po 9.zadatku znamo da su tocke A, D, X’ kolinearne. Neka je K noziSte visine iz A na BC.
/X'XD = /DKA = 90 = X'X || AK = postoji homotetija iz totke D koja Salje
ADXX' u ADK A, takoder $alje poloviste stranice X X’ u poloviste AK = tocke P, D i I4
su kolinearne.

Neka su Y/, X', Z redom diralista A-pripisane sa polupravcima AC, AB, BC. Znamo da AX’' =
AY' = s = 2 pa su X,Y redom polovista duzina AX’, AY’'. BSO treba opseg AABM biti 2
& AB+BM 4+ AM =2 =AU & BM+ AM = BU = BZ < BM + AM = BM + MT &
AM = MT. Zelimo dokazati da AM = MT. XY || X'Y’ pa je XY okomito na Al iz dega
slijedi da je XY radikalna os A-pripisane kruZnice i kruznice s centrom u toc¢ci A s radijusom 0.
M leZi na toj radikalnoj osi pa ima jednaku potenciju na obje kruznice, kako je MT tangenta
na A-pripisanu, vrijedi: MA? = MT? — MA = MT.



A5: Vedran Cifrek - Uvod u funkcijske

RjeSenja

1. Provjerimo prvo surjektivnost: za proizvoljan y Zelimo da je jednak f(x) pa imamo y = ax +

b < ax =y — b, te kada je a # 0 je ekvivaletno s = = y—2° pa je za sve takve funkcija
a

surjektivna i za proizvoljan y je f (u) = y. Usput, kad je a = 0 funkcija je konstanta pa nije
surjekcija. ¢

Sada provjerimo injektivnost za a # 0:

f(z1) = f(x2) = ax1+b=axy+b = ax; = axs, te kako je a # 0, slijedi z1 = 2 pa je to
injekcija.

2. Da funkcija bude surjekcija za proizvoljan y Zelimo z takav da je f(z) = y, pa vidimo da je za
svaki takav y dobar z = f(y).
Injektivnost: f(z1) = f(z2) = f(f(z1)) = f(f(x2)), jer ako funkcija djeluje na isti broj mora
dati istu vrijednost, pa primjenom tvrdnje zadatka imamo x; = x2 $to je i trebalo dokazati.

2
3. P(z,0) daje f(z+0)+ f(x—0) =22+ 02 = 2f(z) =2? = f(z) = % za svaki realan broj
x.
Provjerimo da ova funkcija zadovoljava pocetnu jednadzbu:
z +y)? r—y)? 224 2xy+y?+ 2% - 20y + 92
f(x+y)+f(x_y)=( ), @y y+y y+y° _

2 2
2 2 9 x° +y“.

4. P(z,z) nam daje f(0) = 2f(z) — 222, tj f(z) = 2? + @

Treba nam f(0) pa uvrstimo P(0,0): f(0) = 2f(0) = f(0) = 0 pa imamo da je f(z) = 22 te
laganom provjerom u pocetnu jednadzbu vidimo da je to rjesenje.

5. Pocetna jednadzba je f(z) + zf(1 — z) = z, za bilo koji realni broj  pa mozemo uvrstiti 1 —
umjesto z i tada dobivamo f(1—z)+(1—z)f(1—(1—-z)) = 1-2 = f(1—-z) = 1—z+(z-1)f(z),

te onda to uvrstimo u pocetnu jednadzbu:
2

x
f@+z-Q-z+@-f(x) =2 = @ -z+1)f(z) =22 = f(z) = PR
(diskriminanta je negativna pa izraz u nazivniku nema realnih nultocaka)
Uvrstimo rjesenje u pocetnu jednadzbu:
2 1— 2 2 1-2 2 2 1
f@)+af(—z) = x z(1—x) _z + z( x+m):x(x x+ )_
22—z+1 1-z)2-(1-2)+1 22—z +1 22—z +1

x, pa je dobivena funkcija rjesenje zadatka.

6. P(0,y): f(0)+ f(f(¥) =y = f(f(y)) =y — f(0), pa ako uzmemo proizvoljni z i Zelimo da
je f(z) = z vidimo da je dobar z = f(z + f(0)), pa imamo da je funkcija surjekcija.
Kako je surjekcija postoji a realan broj takav da je f(a) = 0 pa uvrstimo P(z,a): f(z) + f(x +
f(a)) =2z+a = f(z) = x+g, $to znadi da postoji realna konstanta c takva da je f(x) = z+-c,
za svaki realan broj .
Sada uvrstimo to u pocetnu jednadzbu kako bi provjerili koji ¢ zadovoljavaju jednadzbu, a tako
éemo obaviti i provjeru da dobivena funkcija stvarno je rjesenje zadatka:
fl@)+ flz+ fly) =z+c+ f(xr+y+c) =2z +y+ 3c, pa da bi to bilo jednako 2z + y, mora
biti ¢ = 0, tj rjeSenje je f(z) = =.

8. P(0,y): f(f(0)+ f(y) +y) = f(0)+ 2y, f(0) + 2y je surjektivna funkcija pa poprima sve realne
brojeve, a buduéi da je lijeva strana uvijek f(nesto), pa i f poprima sve vrijednosti, odnosno f


https://artofproblemsolving.com/community/u29428h3126621p28316106

10.

11.

je surjekcija.

P(z,0): f(f(z)+ f(0)) = f(z), buduéi da je f surjekcija moZemo umjesto f(x) staviti bilo koji
proizvoljni realan broj, pa stavimo f(z) = y — f(0) za proizvoljan realan broj y i dobijemo
f(y) =y — f(0), tj postoji konstanta c € R takva da je f(z) = = + c za bilo koji realan broj z.
Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu vidimo da mora biti ¢ = 0, te da za njega vrijedi.

. P(0,y): f(f(v)) = £(0)2 +y, pa vidimo da je f surjekcija pa postoji realan broj a takav da je

f(a) = 0 i onda uvrstimo P(a,y) iz dega imamo f(f(y)) = f(a)? + v, tj. f(f(y)) = v, pa ako
primijenimo to u gornju jednadzbu imamo f(0)? = 0, odnosno f(0) = 0.

P(z,0): f(zf(z)) = f(z)?

P(f(x),0): f(f(z)f(f(2))+£(0)) = f(f(z))*+0, primijenimo f(f(z)) = @, pa imamo f(zf(z)) =
z2, vidimo da je lijeva strana ista kao gore pa izjednadimo te dvije jednakosti i dobijemo
f(z)? = 2, ovaj raéun smo proveli za proizvoljan z pa je f(x)?> = z? za svaki realan broj
z.

Sada bismo mogli biti nepazljivi i reéi da iz ove tvrdnje direktno slijedi da je f(z) = x za sve

realne brojeve z ili f(z) = —z za sve realne brojeve z, no to gore ne pise jer svaki realan broj
x moze birati je i f(z) = z ili f(x) = —=z, a ne da mora za sve biti isto, npr. moglo bi biti
f(z) = x za sve = osim 2, i f(2) = —2, no to moze vrijediti samo u ovoj posebnoj jednakosti

koju smo dobili, ali sreéom mozemo dokazati da nekakva takva funkcija ne zadovoljava pocetnu
jednakost.

Znadi pretpostavimo da postoji takva funkcija, tj. da postoje b i c realni brojevi razli¢iti od 0 (za
0 je 0 = —0) takvi da je f(b) = b, f(c) = —c te uvrstimo P(b,c): f(bf(d) + f(c)) = (f(b))® + ¢,
odnosno f(b?> —c) =b%+c

b2 — c je sada neki realan broj, pa imamo dvije moguénosti:

1. f(b® — ¢) = b2 — ¢, no onda je b?> — ¢ = b2 + ¢, odnosno ¢ = 0, kontradikcija.

2. f(b*> — c) = ¢ — b%, no onda je c — b?> = b? + ¢, odnosno b = 0, kontradikcija.

Sada znamo da mora biti f(z) = z za sve realne brojeve ili f(x) = —z za sve realne brojeve, te
provjerimo u pocetnu jednadzbu vidimo da su obje te funkcije rjeSenje pocetne jednadzbe.

P0,y): (y+1)f(0)+ f(f(y)) =y Yy € R, znadi kad je f(0) # 1, onda je f bijekcija

1. slucaj f(0) = 1:

iz P(0,y) imamo f(f(z)) =-1Vx € R

Uvrstimo P(f(x),9): (y+ DF(f(2) + F(F@) 1) + F(F(@) +9)) = v, . F(F@) )+ F(f(@)+
y)) = 2y + 1, pa je f surjekcija, no onda u f(f(z)) = —1, moZemo umjesto f(z) uvrstiti pro-
izvoljni y pa imamo f(y) = —1 Vy € R, a ta funkcija nije surjekcija, pa imamo kontradikciju

2. sluéaj f(0) # 1: onda je f surjekcija, pa uzmimo a € R takva da je f(a) =0

P(z,a): (a+1)f(z) + f(zf(a) + f(z +a)) = a, iskoristimo f(a) =01 f(f(y)) =y — (y+1)£(0):
(a+1)f(z)+(z+a)-(1-f(0) - f(0)=a

Ako pretpostavimo da je a = —1 dobijemo da je proizvoljni realan broj x jednak konstanti
(f(0) # 1)., pa je a— —1, $to znadi da je f(z) = cx + d za neke realne brojeve c i d koje mozemo
zapisati pomoc¢u a i f(0), ali to nije potrebno.

Uvrstimo f(xz) = cx + d u poCetnu jednadzbu da vidimo za koje vrijednosti ona vrijedi: (y +
1)(cz+d)+f(z-(cy+d)+c(z+y)+d) =y < cry+dy+cz+d+ciry+cdr+c?z+ciy+cd+d =
y <= zy(c®+c)+x(c+ecd+c?) +y(d+ c?) + ed + 2d = y, Dva polinoma u (vise) varijabli su
jednaka ako su im svi koeficijenti jednaki pa mora vrijediti:
+c=0,ed=0,d+c*=1i(c+2)d=0

Iz prve jednadzbe imamo da je ¢ jednak 0 ili —1, ako je ¢ = 0, onda je d = 0 i onda je to
kontradikcija s d + ¢ = 1. Znadi ¢ = —1 i d = 0. Pa je jedino rjeSenje zadatka f(z) = —z za
svaki realan broj z.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954632p25026146

N5: Emanuel Tukaé - CRT

Rjesenja

Zadaci koje moZemo rjesiti i bez da znamo CRT

1. 55k + 46 je rjeSenje. Po CRT-u postoji samo jedno rjeSenje mod 55. Provjerimo 5 kandidata za
koje je ostatak pri dijeljenju s 11 jednak 2 i tako dodemo do 46.

2. 55k + 46 i 55k + 24 su rjeSenja. = je 1 ili 4 (mod 5). I onda ponovimo postupak iz prvog.

3. 110k + 101
MozZemo "rastaviti" £ = 1 (mod 10) na:
z=1 (mod 2)
z=1 (mod 5)
(Napomena 2.2)
Znamo rjeSenje za:
z=1 (mod5)

z=2 (mod 11)

pa samo nadogradimo za z = 1 (mod 2) isprobavanjem dva slucaja.

4. 1430k + 101 Trazimo rjeSenja mod 1430. Rastavimo prvu kongruenciju na dvije (Napomena 2.2):
z=1 (mod 2)

z=1 (mod 5)

Sada kao i u dokazu CRT-a konstruiramo rjesenje:
Neka su ds, dy1,dy3 inverzi od 5, 11, 13 modulo 2
Neka su p2, p11, p13 inverzi od 2, 11, 13 modulo 5
Neka su jo, j5, j13 inverzi od 2, 5, 13 modulo 11
Neka su t9, t5,t11 inverzi od 2, 5, 11 modulo 13
Imamo rjesenje:

1-5-d5-11~d11~13'd13+1'2'])2'11~p11'13'13+2'2-j2~5'j5'13'j13+10'2't2~5~t5~11-t11

Pomocéu Eulerovog teorema i brzog potenciranja nademo inverze (pri tome primjenimo mod kada
god je mogucée) i time dobijemo:

ds =1,d11 =1,di3=1

p2 = 3,p11 = 1,p13 =2
Jjoe=26,j5=9,j13=06
to =T,t5 =8,t11 =6

Uvrstimo ih i dobijemo 101.



Tipicni CRT zadaci

5. Neka su p — ovi razliciti prosti, po CRT-u postoji a; takav da:
a1 =0 (mod p1)

a1 = -1 (mod p9)

a1 = -2 (mod p3)

ap=—(n—1) (mod p,)
a je djeljiv s p1, a9 je djeljiv s po,...
Pa moZemo uzeti niz A; = a; + 2p; tako da je A; djlejiv s p; i veéi od p; pa je time slozen.
Alternativno smo mogli u sustav za CRT postaviti potencije prostih kao module ili umjesto
prostih staviti umnozak dva prosta i tako odmah biti sigurni da su a; — ovi sloZeni.

6. Neka su p — ovi razliéiti prosti, po CRT-u postoji a; takav da:
a1 =0 (mod pipn+1)
a1 = -1 (mod papn+2)

a1 =—2 (mod p3pn+3)

a1 =—(n—1) (mod pppan)

ai je djeljiv s p1 i s pnp+1, pa nije potencija prostog...
7. Neka su p — ovi razliéiti prosti, po CRT-u postoji a; takav da:
a1 =0 (mod p?)

a1 =—1 (mod p2)

a1 =—2 (mod p2)

a1 =—(n—1) (mod p;)

a1 je djeljiv s p?, ay je djeljiv s p3,...
8. Neka su p — ovi razli¢iti prosti, po CRT-u postoji a; takav da:
ay=p1 (mod p?)

a; =ps—1 (mod p%)

a1 =p3 —2 (mod p%)

a1 =pn—(n—1) (mod p})

a1 je djeljiv s py ali nije s p?, as je djeljiv s po ali nije s p2,...



9. Neka su p — ovi razliéiti prosti, po CRT-u postoji a; takav da:
a1 =0 (mod p?)
a1 =ppt1  (mod Piﬂ)
a1 =—1 (mod p2)
a1 =ppyz—1 (mod p;.,)
a1 =—2 (mod p?)

a1 =pnys —2 (mod p24)

a1=—(n—1) (mod p})
ar =pa —(n—1) (mod P%n)

10. Neka je d = a2 — a1 umnozak svih prostih manjih od od n. Neka su p — ovi razli€iti prosti brojevi
veéi od n , po CRT-u postoji a; takav da:

a1 =1 (mod d)
a1 =0 (mod p1)
a1 = —d (mod p3)

a1 = —2d (mod ps3)

a1 =—(n—-1)d (mod p,)

a; —a; = (i — j)d , a iz prve kongruencije imamo da je a; = 1 (mod p) za svaki prost p manji
od n pa nema zajednickog djeljitelja ni s d ni s (¢ — j), pa tako nema ni s a;

11. Neka je d = ag — a1 umnozak svih prostih manjih od od n. Neka su p— ovi razliciti prosti brojevi
veéi od n , po CRT-u postoji a; takav da:

a1 =1 (mod d)
a1 =0 (mod p?)

a1 =ppt1 (mod p2 ;)
a1 =—d (mod p3)
a1 =Ptz —d  (mod pi )
a1 = —2d (mod p3)

a1 = ppy3 —2d  (mod p?3)

a1 = —(n - 1)d (mOd Pi)

a1 = p2n — (n - 1)d (mod pgn)



12. Odaberemo n - m prostih brojeva. Za a; postavimo:
a1 =0 (mod p11p12---P1,m)

a1 =-1 (mod D2,102,2 - - -P2,m)

a1 = -2 (mod D3,1P32 - - -P3,m)

a1 =—(n—1) (mod pp1Pn2-..Pnm)
Za b; postavimo:
b1 =0 (mod p1,1p2,1-.-Pn,1)

b =-1 (mod DP12p22 - . .pn,2)
b1 =—-2 (mod pi13p23...Pn3)

by =—(m—1) (mod pi,mpP2m---Pnm)

Skriveni CRT

13. Neka su p; svi prosti djeljitelji od n.

Iz 22 = z (mod n) slijedi:

22—z =0 (modn)

odnosno:
z(zx—1)=0 (mod n)

Za, svaki p; postoje dvije opcije:
z=0 (mod p;)

z—1=0 (mod p;)

Pa je o d govor 2 (brojprostihdijeljiteljaodn)

14,
15.

16.


https://web.evanchen.cc/exams/IMO-2009-notes.pdf
https://web.evanchen.cc/exams/USAMO-2008-notes.pdf
https://www.apmo-official.org/static/solutions/apmo2009_sol.pdf

Rjesenja za sSestu grupu

C6: Emanuel Tukaé - Konstrukcije u kombinatorici

Rjesenja

Laksi zadaci
1.

2. ELMO 2020 Zimski 5.zadatak
Rjesenje.
Neka je A broj redaka s dva oznacena polja i B broj redaka s jednim oznacenim poljem. Tada je
2A + B broj oznacenih polja.
Za svako polje iz retka s jednim oznacenim poljem postoji jedinstveno polje iz nekog drugog retka s

jednim oznacenim poljem koje je u istom stupcu s njim. Time smo podijelili polja iz retka s jednim
oznacenim poljem u B/2 parova, i svakom paru pridruzili jedinstveni stupac s dva oznacena polja.
Dakle, broj stupaca s dva oznadena polja je B/2. Analogno, broj stupaca s jednim oznadenim poljem
je 2A.

Sada je jo$ potrebno maksimizirati zbroj 24 + B, uz uvjete A+ B < 2019 i 2A + B/2 < 2019.

Zbrajanjem tih dvaju nejednakosti dobijemo (2A + B) - 3/2 < 4038 — 2A+ B < 20%39'4 = 2692.
Dokazimo jo$ da se 2692 postize. Promotrimo sljede¢e oznacavanje : Oznacdimo retke i stupce

brojevima od 1 do 2019. Ako je oznaka retka 3k + 1 ili 3k + 2 za neki k£ > 0, tada u tom retku
oznac¢imo polje u 3k + 1-tom stupcu. Ako je oznaka retka 3k za neki kK > 0, tada u tom retku
oznacimo polja u stupcima 3k i 3k — 1.

Lako se vidi da je konstrukcija valjana tj. da za svako oznaceno polje postoji jedinstveno drugo
oznaceno polje u istom retku ili stupcu. Broj redaka s dva oznacena polja je 2019/3, a broj redaka s
jednim oznadenim poljem je 2 -2019/3, pa je broj oznadenih polja upravo 4 - 2019/3.

4. ELMO 2019. Ljetni 5.zadatak

Prvo rjesenje.

Tvrdimo da je odgovor Ln ; 2J [n ; ﬂ .

Dokazimo da se taj broj moze posti¢i. Oznacimo bakterije s Ay, A1,...,Ap—1 tako da je Ay

kraljica.
Postavimo da su A, ..., A[%1 djeca od Ag, te da su ostale bakterije djeca od Aj;.
Tada je svaka kéi od Ag razli¢ita od A; teta svakoj kéeri od A1, pa ih ima

(51-2) =[50 =577


https://cdn.b3web.xyz/web/cms/optimizedJBMO_2019_Problems_and_Solutions_English.pdf1561380919.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/01/HMO2020-rje.pdf

Oznacimo kraljicu s Q. Za bakteriju X razli¢itu od kraljice, neka je M (X) majka od X. Tada

definiramo dubinu od X kao najmanji k takav da je M*(X) = Q, te stavimo da je dubina od Q
jednaka 0. Broj parova (tetka, necakinja) je manji ili jednak broju parova bakterija u,v takvih
da je dubina od wu razli¢ite parnosti od dubine od v i takvih da u i v nisu spojeni, jer tetka i
necakinja imaju dubine razli¢ite parnosti i nisu spojene.

Neka je P broj bakterija parne dubine.

Tada je broj opisanih parova jednak
P(n—P)—(n—-1).

Lijevi pribrojnik je broj parova razli¢ite dubine, a od tog broja moramo oduzeti one povezane,
a ima n — 1 bridova. Taj broj je prema AG nejednakosti manji ili jednak

nQJ Ln—2J {n—f‘

—|—-(n-1)= .

L )~ 2 2

Iz toga slijedi da je i broj parova (tetka, neéakinja) ogranicen tim brojem, kao Sto je i trebalo

pokazati.
Drugo rjesenje.

Konstrukcija je ista kao i u prvom rjesenju. Dubinu definiramo kao i u prvom rjesenju. Neka je
L; broj vrhova s dubinom <.

Vrijedi da je broj parova (teta, ne¢akinja) manji ili jednak broju parova (u,v) takvih da je dubina
od u za 1 manja od dubine od v i takvih da u nije majka od v. Naime, ako su neki (u,v) teta i

necakinja, tada je dubina od u za 1 manja od dubine od v i u nije majka od v.
Vrijedi da je broj opisanih parova jednak

k
> (Li — 1)L,
i=0

gdje je k maksimalna dubina, zato $to neki vrh cija dubina je ¢4 1 se spari s toéno L; — 1 vrhova
dubine ¢, sa svima ¢ija dubina je ¢ osim sa svojom majkom.

Primijetimo da vrijedi Ly = 1 pa prvi pribrojnik moZzemo zanemariti. Takoder, Lyy; = O pa
mozemo i zadnji pribrojnik zanemariti. Nadalje, vrijedi L; + L2 + ...+ Ly = n — 1. Uvedimo

oznaku
k—1

F(Lay. oy L) = Y (Li — 1)Lt
=1

DokazZimo matematickom indukcijom po k sljedeé¢u tvrdnju:

Za svaki prirodan broj k > 2, za svaki prirodan broj n > 4 i za svakih k prirodnih brojeva

Li,...,Lg za koje vrijedi L1 + ...+ Ly < n — 1, vrijeds

n—2|[n-—2

< 157257

Baza: za k = 2, vrijedi

(L1 —1)L2 < (n—2—Ly)Ly < L";ZJ {”;ﬂ’

gdje zadnja nejednakost slijedi iz AG nejednakosti.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k — 1, gdje je K > 3. Promotrimo brojeve L1,..., Ly Ciji



zbroj je manji ili jednak n — 1.
Pretpostavimo da je Ly > Li_1 — 1. Tada vrijedi

f(Ll, - ,Lk) < f(L1 + Ly, Lo, .. .,Lk_l,O),

jer je f(L1 + Lg, Lo, .. .,Lk_l,O) = f(Ll, cen ,Lk) + LiLy — Lk(Lk—l - 1). Nova k — 1-torka
zadovoljava sve uvjete (zbroj je ostao isti, svi brojevi su prirodni), pa moZemo primijeniti pret-
postavku indukcije pa vrijedi nejednakost.

Drugi slucaj je ako je Ly < Li_1 — 1. Tada vrijedi

f(Ll, .. .,Lk) < f(Lz, weoy Ly 1,Lp+ L1 — 1,0),

gdje nejednakost vrijedi zbog f(La,...,Lg—1,Lx+ L1 —1,0) = f(L1,...,Lg)+ (Lg—1 —1)(L1 —
1) — Ly(Ly — 1). Nova k — 1-torka zadovoljava sve uvjete (zbroj se smanjio za 1, svi brojevi su
prirodni), pa po pretpostavci indukcije i u ovom slucaju vrijedi nejednakost. Time smo pokazali
korak indukcije.

-2 -2
Dakle, broj parova (tetka, necakinja) je manji ili jednak od {n 5 J [n 5 l , ¢Cime smo dokazali

da je to maksimum.

Umjereni zadaci

5.

Bundeswettbewerb Mathematik Runde 2 2023 2.zadatak

Promatrajmo slu¢aj u kojem se postize maksimalna udaljenost dva ¢vora. Neka je to n.

Neka su ag, ai, ..., a, ¢vorovi jednog puta duljine n takav da izmedu ag i a,, ne postoji kraéi put.
Primjetimo da ag i ag ne smiju biti povezani s istim ¢vorom jer bi tada postojao kraéi put od ag
do ay,. Opéenito : a; i a; ne mogu biti povezani s istim ¢vorom, ako j > ¢ + 2.

Iz toga slijedi da su skup ¢vorova povezanih s asi i skup ¢vorova povezanih s a3zj disjunktni za
razlicite ¢ i j

aop mora biti povezan jos s barem 41 ¢vorom van spomenutog niza, as s barem 40, ag s 40 ...
Posto su skupovi disjunktni ukupan broj évorova bio bi barem zbroj tih brojeva (3 za ag, a1, a2
i 41 povezanih s ag, 3 za a3, a4, as i 40 povezanih s ag, ...), a znamo da ih je ukupno 2023.
Time dobivamo n < 140.

Preostaje dokazati da je n = 140 moguce. Pri tome koristimo istu strukturu s kojom smo
dokazalai prvu stranu:

Povezemo 141 ¢vora u lanac.

ag, a1, as povezemo s klikom od 41 ¢vora

a3i, 03i+1, 03i+2 poveZzemo s klikom od 40 ¢évora za svaki i iz {1,2,3,...45}

a13s8, a139, a140 povezemo s klikom od 41 ¢évora

Tezak zadatak

10.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2023/05/2022_HMO.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=jZNIpapyGJQ
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G6: Krunoslav Ivanovi¢ - Spiralna sliénost i sl.

RjeSenja


https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas_sol.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas_sol.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/q1h1448463p8291442
https://artofproblemsolving.com/community/q2h587995p3667616
https://artofproblemsolving.com/community/q2h1796496p11909863
https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas_sol.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas_sol.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2019-01/mr_1_2019_spiral_similarity.pdf

A6: Janko Buseli¢ - Algebra mix

RjeSenja

4,
5.

6. Neki hmo


https://artofproblemsolving.com/community/c3381907_2022_imo_shortlist
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3107339p28104298
https://artofproblemsolving.com/community/c6h17331p118699
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1113206p5083585
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1113180p5083537

22.4. N6: Ivan Vojvodi¢ - TB funkcijske

® ®@ N & 0 &2 L bd -

Predavanje

IMOSL 2013 N1

BMO 2017/3

Baltic way 2022/16

MEMO 2016 14

BMO 2019/1

Drzavno 2019 4. razred, 5. zadatak
USAMO 2012/4

Korea National Olympiad 2013/5
IMOSL 2020 N5

Hintovi

Rjesenja


https://artofproblemsolving.com/community/c6h597243p3544096
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1441693p8209540
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2959326p26503946
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1295282p6869698
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1832234p12271222
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/drzavno_rje-1.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c5h476852p2669997
https://artofproblemsolving.com/community/c5345_2013_korea_national_olympiad
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625925p22698553

Rjesenja za sedmu grupu

C7: Matej Vojvodi¢ - Igre za zaigrane

Rjesenja

Nerijeseni zadaci iz uvoda

Zad 5.

Zad 6.

Zad 7.

Zad 9.

Zad 11.

Zad 13.

Ukoliko Nina pocinje, pobjeduje Ines. U svakom svom potezu ona stavlja Zeton iste boje kao i
Ninin, samo na nasuprotni vrh deseterokuta (centralno simetri¢no). Ukoliko Ines poéne, pobje-
duje Nina. Lako se vidi da ve¢ nakon dva poteza moze osigurati da su svi nizovi od 5 Zetona
pokvareni, tako da u prvom potezu igra odmah pored Ines Zeton iste boje, a u drugom potezu
isto, ali tako da je taj odigrani Zeton Sto bliZi Zetonima odigranim u prvom potezu; ovo ima
smisla jer kako god Ines stavi svoj drugi Zeton ée dvije udaljenosti biti razli¢ite. (ostatak igre
nije bitan, pa Nina mozZe igrati bilo koji moguéi potez)

Viktor ima pobjednicku strategiju. Prvi Zeton stavlja na sredinu, a dalje centralno simetricno
zrcali Emilove poteze.

Ako je ploca kvadratna, pobjeduje Jurica. Za svaki Tinov pomak kamena prema dolje za =z,
Jurica ga u svom potezu pomakne z polja ulijevo. Za svaki Tinov pomak kamena ulijevo, Jurica
ga pomakne jednak broj polja prema dolje. Drugim rijeCima, on igra poteze tako da kamen vraca
na dijagonalu.

Ako ploca nije kvadratna, pobjeduje Tin tako da u prvom potezu poziciju svede na kvadratnu
plocu, a onda dalje igra kao Sto je ranije opisano.

Vidimo da su pozicije od 1 do k pobjednicke za prvog igraca, pa je zato pozicija k + 1 ocito
gubitnicka. Indukcijom proSirujemo gubitnicke pozicije na sve oblika I(k + 1), VI € N, a sve
ostale pozicije su pobjednicke. Dakle, ukoliko je n djeljiv s k + 1 pobjeduje Kraljevié, tako da
nakon svakog Kruninog poteza makne onoliko Sibica koliko treba da u zbroju makne ukupno
k + 1 sibicu.

Ako n nije djeljiv s k+ 1, pobjeduje Kruno tako da najprije uzme onoliko Sibica koliki je ostatak
koji daje n pri dijeljenju s k41, a onda koristi istu strategiju koju je Kraljevi¢ imao u prethodnom
slucaju.

Skica rjesenja: Ocigledno je 2 pobjednicka pozicija, pa zbog toga je 3 sigurno gubitnicka. Ge-
neralno, zbog prirode zadatka (najviSe polovica preostalih) moZemo naslutiti da ¢ée gubitnicke
pozicije imati veze s potencijama broja 2 (i stvarno hoée, gubitnitke pozicije su oblika 2% — 1,
dok su svi ostali brojevi pobjednicke).

Izvor i puno rjesSenje:

Ukoliko ne smiju maknuti sloZzen broj kamenci¢a s hrpe, tada mozemo za n = 1,2, 3 reéi da su
pobjednicke pozicije jer prvi igra¢ moze dobiti u potezu. No, pozicija 4 ocigledno je gubitnicka
jer vodi samo u pobjednicke. Primijetimo sljedeée: sve pozicije oblika 4k su sigurno gubitnicke.
Dokaz ¢emo provesti indukcijom. Pretpostavimo da je pozicija 4k gubitnicka. Pozicije oblika
4k + 1,4k + 2 i 4k + 3 su pobjednicke jer se mogu dovesti u poziciju 4k (tako da se uzme 1, 2


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf

ili 3 kamenciéa), a pozicija 4k + 4 je gubitnicka jer vodi samo u pobjednicke. Ovo se lakse moze
vidjeti iz obrata po kontrapoziciji, tj. "jer ne vodi u gubitnicke', a ocito ne vodi u gubitnicke
jer je od njih udaljena za neki viSekratnik od 4 (dakle sigurno slozen broj). Dakle, po principu
matematicke indukcije, o¢igledno vrijedi da su gubitnicke pozicije to¢no visekratnici broja 4.



Ukoliko se pak ne smije maknuti prost broj kamencic¢a, vidimo sljedece: pozicija n = 1 je po-
bjednicka u potezu; n = 2 gubitnicka jer vodi samo u 1; n = 3 pobjednicka jer vodi u 2; n = 4
pobjednicka u potezu; n = 5 gubitnicka jer vodi samo u 4 i 1; n = 6 pobjednicka jer vodi u 5;
n = 7 gubitnicka jer vodi samo u pozicije 6,3 i 1. Promotrimo sada neki n > 7: tvrdimo da je
to pobjednicka pozicija za prvog igraca. Zaista, to je sigurno pobjednicka pozicija jer ukoliko je
n neparan, tada u potezu igru moze svesti na 5, a ukoliko je n paran, u potezu moze igru svesti
na 2, koje su obje gubitnicke pozicije za igraca na potezu, te kako je razlika parna i veéa od 2,
sigurno dohvatljive jer je razlika sloZen broj.

Zadaci

1. Drugi igra¢ pobjeduje. Broj hrpa svakom podjelom raste za 1, ali je broj Zetona konstantan. Igra
zavrSava kada je broj hrpa (na pocetku 3) jednak broju Zetona (9), $to je sveukupno 6 podjela,
stoga hrpu nec¢e modi podijeliti prvi igrac jer je redni broj njegovih podjela neparan.

2. Ako je n = m, pobjeduje Mislav jer moZe samo kopirati Martinove poteze. Ako n # m, tada
Martin u prvom potezu iz veée hrpe uzme tocno onoliko Zetona koliko treba da hrpe budu
jednakobrojne, pa zatim on kopira Mislavove poteze.

3. Drugi igra¢ pobjeduje. Rezultat je uvijek neparan jer kad god bilo koji predznak ispred nekog
broja n promijenimo, konac¢ni rezultat ¢e se promijeniti za 2n.

4. Prvi igra¢ uvijek moze dobiti, i to rezultatom 10:8. Dovoljno je da stavi svoj znak u centralno
polje ploce, a dalje igra centralno simetricno s obzirom na drugog igraca. Tako osigurava da
dobije srednji red i stupac, a sve ostale dobiva u paru s drugim igracem.

5. Pretpostavimo najprije da je dimenzija cokolade 1 x 1. U tom slucaju ocito gubi Mila.

Pretpostavimo sada da je barem jedan od brojeva m,n veéi od 1 i da ponovno gubi Mila, tj. da
je pocetna pozicija gubitnicka. Tada ona gubi i ako odlomi samo kvadrati¢ u desnom donjem
kutu. Ocito nije izgubila u prvom potezu. Nakon $to Jurica odigra svoj potez, komad preostale
¢okolade mogao je ostati i odmah nakon Milinog poteza jer ¢e donji desni kvadrati¢ biti pojeden
bez obzira na to koji kvadratié¢ izabrali. Stoga je i Jurica u gubitnickoj poziciji, no to je nemoguée
jer barem jedan igrac¢ mora pobijediti u igri jer ona zavrSava i ne moze zavrsiti nerjeSeno. Dakle,
Mila uvijek ima pobjedni¢ku strategiju, ali nismo nasli koju. :)

6. Karlo ima pobjednicku strategiju. Dokazat ¢emo da nakon svakog Viktorovog poteza Karlo moze
zavrsiti igru ili postiéi da Viktor ne moze zavrsiti igru u sljedeéem potezu. Pretpostavimo da je
Viktoru u nekom trenutku ostalo k — 1 karata, a Karlu k£ karata, te neka zbroj karata na stolu
daje ostatak j pri dijeljenju s 2n+ 1. Ako Karlo ima broj 2n + 1 — j medu svojim kartama, mozZe
to odigrati i pobijediti. Ako nema tu kartu, ima jednu kartu vise od Viktora. Za svaku Viktorovu
kartu, najvise je jedna Karlova karta takva da ¢e Viktor pobjediti odmah nakon bacanjem te
karte. To znaci da Karlo ima barem jednu kartu koju moze odigrati, a da Viktor neée pobijediti
u sljede¢em potezu. Buduéi da svi znaju koje su karte preostale i koje su bacene, Karlo zna koju
kartu treba baciti. Takoder, igra mora zavrsiti jer nakon $to se baci zadnja karta, zbroj svih
bacenih karata je dijeljiv s 2n + 1. Dakle, Karlo ima pobjednicku strategiju.

7. Ocigledno Charlie dobiva za n = 1, jer nakon $to zapiSe 1 je igra gotova. Takoder, ocigledno
Nick dobiva za n = 2 tako da u svom prvom potezu obriSe 2 i sada on zapise 1.

Pokazat ¢emo da Nick dobiva i za sve n > 2. Pretpostavimo da Nick dobiva za neki n — 1. Tada
ukoliko igramo igru u kojoj Charlie napiSe pofetnu permutaciju s n brojeva, znamo (prema
pretpostavci indukceije) da sigurno dobiva igraé koji je na potezu kada se odigra prvi potez druge
vrste, pa ga zato oboje Zele izbjedi.

Sada samo treba pokazati da Nick moze igrati potez prve vrste ako ga moze i Charlie. To je
trivijalno pokazati jer je n! paran, pa je dovoljno bilo kako upariti permutacije, te ée s vremenom



Charlie ostati bez poteza. Alternativno, mogude je pronaéi i direktno sparivanje (npr. ako Charlie
napiSe permutaciju P, Nick ju uvijek napiSe obrnutim redom). Dakle, po principu matematicke
indukcije, Nick dobiva za svaki n > 2.

8. U oba slucaja pobjeduje onaj igra¢ koji igra prvi.

a)

Ako Nina igra prva, u prvom potezu briSe najmanji broj, a ostale brojeve dijeli u parove
uzastopnih brojeva. Zasto? Primijetimo da su dva uzastopna prirodna broja sigurno rela-
tivno prosta.

Dakle, Nini je dovoljno da na kraju ostane bilo koji od takvih parova brojeva. Zaista, to
moze lako uciniti tako da nakon svakog Juri¢inog poteza obriSe onaj drugi broj iz istog para
u kojem se nalazio taj broj.

Uzmimo sada da Jurica igra prvi. Pretpostavimo da je njegov prvi potez obrisati najmanji
broj na ploc¢i. Tada se medu tim brojevima nalazi po 1011 parnih i neparnih brojeva. Ukoliko
ostanu dva parna broja, Jurica sigurno pobjeduje, pa stoga Jurica briSe neparne brojeve.
Zbog toga Nina, da sprijeCi takav razvoj dogadaja, mora brisati iskljuc¢ivo parne brojeve
(¢im obriSe jedan neparan, a Jurica dalje briSe samo neparne, ostat ¢e dva parna broja na
kraju). Dakle, prije no Sto se odigra zadnji potez, ostat ée dva parna i dva neparna broja.
Nina je opet prisiljena obrisati paran broj jer inace Jurica moze ostaviti dva parna broja
na ploci. Takoder, Jurica Zeli da ta dva neparna broja ne budu relativno prosti i to Jurica
zaista moze osigurati jer je na pocetku na ploci bilo dovoljno brojeva tako da brojeve koje
ostavlja budu djeljivi s 3. Stoga Jurica moZe obrisati sve neparne brojeve, osim neka dva
koji su djeljivi s 3, a uz njih su na ploci i jo§ dva parna broja. ZakljuCujemo da u ovom
sluc¢aju Jurica ima pobjednicku strategiju jer moze obrisati broj iste parnosti kao i Nina.

9. Ok, ovdje je opet podvaljena invarijanta. Igra nakon zadnjeg moguceg poteza uvijek ima oblik
triangulacije - lako se provjeri iz definicije jer ukoliko postoji neki mnogokut s viSe od tri vrha,
moguce je povuéi njegovu dijagonalu. Sada pak koristimo svojstvo da triangulacija uvijek uzima

10.

jednak broj dijagonala (tj. n — 1), pa pobjednik ovisi samo o parnosti n.

Ovo je takoder odlican primjer "konstantne" strategije, jer neovisno o potezima drugog igraca,
oba slijede "napravi potez ako mozZes" strategiju.

Najprije treba provjeriti da igra zavrsava: to je oCito jer se u svakom potezu makne barem jedan
broj iz S (tj. odabrani k), pa igra traje najviSe 2023 poteza. Takoder, ocigledno igra ne moze
zavrsiti nerjeseno.



11.

12,

13.

14.

Pretpostavimo da je pocetna pozicija gubitnicka. To posebno znaéi da vodi iskljucivo u pobjed-
nicke. Tada je posebno set S\{1} dobiven odabirom k£ = 1 u prvom potezu takoder pobjednicka
pozicija. To znadi da postoji k € S\{1} &ijim je odabirom moguée doéi do nekog S’ koji je gubit-
nicka pozicija za igraca na potezu. No, lako se vidi da je odabirom tog istog k£ u prvom potezu
bilo moguée direktno doéi u 9’, te stoga pocetna pozicija mora biti pobjednicka.

Dakle, pocetna pozicija je pobjednicka za igraca na potezu, $to znaci da Emil dobiva. No, sretno

s nalaZenjem konkretne strategije. :)

Izvor:

Skica rjeSenja: Jurica moze odabrati pola polja tablice tako da nije moguée preko njih doéi s bilo
koje strane do nasuprotne, te su u svakom redu odabrana tri polja. Tada moZe upariti svako od
tih polja s nekim neodabranim u istom redu, i svoje poteze izvoditi tako da forsira da veéi broj
u tom paru bude u odabranom polju.

X | X

X X
X X
X | X

Slika 23.1: Primjer odabranih polja

Detaljnije rjeSenje za 6 x 6 tablicu mozZete naéi u knjizi , na stranici
110. pdfa.

Lako se pokaze da igra mora zavrsiti jer se u svakom potezu odabire prirodan broj, pa u najgorem
sluéaju traje 2023! poteza. Lako se pokaZe da je broj dobiven umnoskom prvih 21 prostih brojeva
najmanja gubitnicka pozicija. Svi manji brojevi moraju biti pobjednicke pozicije jer imaju najvise
20 razlic¢itih prostih faktora.

No, to ujedno i znaci da su svi visekratnici od umnoska prvih 21 prostih brojeva gubitnicke
pozicije, a sve ostalo su pobjednicke pozicije. Dokaz slijedi lagano po indukciji i definiciji gubit-
ni¢kih /pobjednickih pozicija, na isti na¢in kao u zadatku 9 (ili zadatka 12) iz uvoda.

Dakle, kako je 2023! visekratnik umnoska prvih 21 prostih brojeva (s tim da je 21. prosti broj
je 73), onda je pobjednica Mare.

Skica rjeSenja: neka Mila u prvom potezu zapiSe pq. Tada zbog pravila Ines mora zapisati neki
pr, na Sto Mila moZe zapisati gr. Opcenito, moze se pokazati da Mila ima potez kao odgovor na
svaki Inesin potez, a kako N ima konacno dijelitelja, onda igra mora zavrsiti i Mila pobjeduje.

Rjesenje mozete naéi u knjizi , na stranici 109. pdfa.
Za pijuna je lako pokazati da dobiva Karlo namjestavanjem neke specificne pozicije jer pijun

mozZe igrati samo jedan moguéi potez. Jedno mogudée rjesenje je da Karlo dobije u potezu tako
da pijuna stavi na zadnji red.


https://mathsbeyondlimits.eu/wp-content/uploads/2023/04/QQ-Social-Media-Version.pdf
https://cdn.bc-pf.org/resources/math/combinatorics/Pranav_Sriram-Olympiad_Combinatorics.pdf
https://cdn.bc-pf.org/resources/math/combinatorics/Pranav_Sriram-Olympiad_Combinatorics.pdf

15.

16.

17.

18.

Za ostale figure pobjeduje Tin. Na pocetku igre polja ploce podijelit ée u parove tako da bude
moguce napraviti potez izmedu polja svakog para. To za kralja, topa, i damu mogu biti domine;
za lovca 2 x 2 plo€ice, a za skakaa neSto specijalno (sliéno kao L plo€ica bez sredine; pogledaj
skicu dolje).

Promotrimo jednu moguéu podjelu/strategiju ukoliko je odabrana figura skaka¢. Najprije dio
ploce veliCine 2 X 4 podijelimo na cCetiri para, a zatim koristeéi kopije te podjele popunimo cijelu
plo¢u kao na skici

9 |10 11 (12113 |14 | 15| 16

11112 9 |10 15|16 | 13 | 14

17 |18 {19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
19120 |17 |18 123 | 24 | 21 | 22

25|26 | 27 | 28|29 |30 31|32
27 128 1252631322930

Slika 23.2: podjela Sahovske ploce na parove polja

Nakon sto Karlo stavi skakaca na plocu, prvi Tinov potez bit ée pomaknuti skakaca na polje
spareno s Karlovim pocetnim poljem. Opcéenito, kako Karlo igra prvi, morat ée skakaca dovesti
na jedno polje neposjeenog para, a Tin ¢e tada postaviti figuru na preostalo polje tog para. Tin
uvijek na raspolaganju ima taj potez, stoga ¢e Karlo ostati bez poteza i izgubiti.

Skica rjeSenja: promotrimo svaku 50. kartu; tada ée svaki potez utjecati samo na jednu pro-
matranu kartu. Kako igra zavrsava tek kada su sve preokrenute, a u svakom potezu se mijenja
parnost broja preokrenutih karata, pobjednik je drugi igrac, tj. Masa.

Izvor: C1 2009, puno rjesenje nalazi se na

Skica rjeSenja: za n dijeljiv s 3, postoji bojanje u tri boje (dijagonalno) koje forsira da je parnost
broja Zetona na svakoj boji jednaka. Kada n nije dijeljiv s 3, moguce je konstrukcijom svesti na
1x1 (ili 4) ili 2 x 2 sluéaj, koji se rijeSe ruéno kao baza indukcije.

Potpuno rjesenje moZete naéi na ili po izvoru (IMO 1993, problem 3).

Skica rjeSenja: Primijetimo da ukoliko je netko forsiran igrati potez u polja oznacena s X u
konfiguraciji ...SXXS..., tada druga osoba dobiva u potezu. Lako je pokazati da postojanje
barem jednog takvog bloka prvi igra¢ moze osigurati u drugom potezu, a kako drugi igrac igra
kada je parno mnogo preostalih polja, onda ée on morati igrati kada ostanu samo takvi blokovi.

Puno rjesenje mozete naci kao ili

Neka je ¢ broj crvenih, p broj plavih i z broj zelenih kamencica u igri. Promotrimo razlike ¢ — p,
p—z1iz—cmodulo 3. Provjerom oba poteza vidimo da su razlike modulo 3 invarijante, te kako
je samo razlika p — z jednaka 0 modulo 3, onda je jedini mogucdi slucaj kada preostanu kamencici
samo jedne boje kada je ta boja crvena.

Dakle, jedina potencijalna pobjednica je MasSa. No, igra nema pobjednika jer nikad ne
zavrsava!

Promotrimo koju strategiju Mare i Mila imaju protiv Mase: ukoliko Mase igra prvi potez na
nekoj boji, tada ée Mare i Mila odigrati prvi potez (nije bitno na kojim bojama), tako da se


https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf
https://web.evanchen.cc/twitch/Ep013-IMO-1993-3-Solution.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1999_USAMO_Problems/Problem_5
https://www.youtube.com/watch?v=6HvbFnJmaHE

19.

nakon ova tri poteza suma brojeva ¢ + p + z smanjila za 9. Ukoliko MasSa odigra drugi potez,
tada ¢e Mare i Mila takoder odigrati drugi potez na druge dvije kombinacije kamencica, tako da
se nakon ova tri poteza brojevi ¢, p, z nisu promijenili.

Promotrimo sada zaSto je ova strategija dobra, tj. zasto MaSa ne moze zavrsiti igru. Dakle,
primjenjujuéi ovu strategiju, Mare i Mila mogu osigurati da nakon Milinog poteza (tj. prije
Masinog) brojevi ¢, p, z pri dijeljenju s 3 daju ostatake 1,2,2 redom.

Sigurno ée moéi odgovoriti na Masin potez ako igra potez prve vrste jer je poéetni broj kamenciéa
131 koji pri dijeljenju s 9 daje ostatak 5, pa ¢e MaSa moéi prvi tip poteza odigrati najvise
126/9 = 14 puta, te nakon $to ga Mila odigra 14. put, ostaju (¢, p, 2) = (1,2, 2).

Sli¢no, raspisom tri moguce varijacije koje ostatke mod 3 mogu davati c, p, z nakon Sto Masa
odigra neki potez druge vrste vidimo da Mare i Mila sigurno mogu osigurati da mogu poziciju
vratiti u poéetnu (tj. da broj kamenc¢iéa neke vrste neée postati negativan). Primjera radi, neka
je Masin potez pretvorio (1,2,2) u (0,1,4). Tada Mare to moze pretvoriti u (2,0, 3), $to Mila
vraa u (1,2,2).

Dakle, u navedenoj igri nema pobjednice jer nije nuzno da zavrsi.

Skica rjeSenja: pretpostavimo da je pocetna pozicija gubitnicka. Recimo da je Marko uzeo neki
viSekratnik od n kamenci¢a. Tada ako Tomislav uzme neki drugi viSekratnik od n kamencica
u sljedeéem potezu, ocito je to mogao Marko napraviti odmah. Ako pak Tomislav uzme < n
kamenciéa, treba pametno iskoristiti uvijet na N > n? preko Dirichleat, pa ¢emo pokazati da
Marko sa sljedeéim potezom moze doéi u pobjednicku poziciju, ¢ime je kontradikcija postignuta.
Dakle, pocetna pozicija je pobjednicka, pa Marko moze dobiti.

Rjesenje mozZete nadi u knjizi , na stranici 119. pdfa.


https://cdn.bc-pf.org/resources/math/combinatorics/Pranav_Sriram-Olympiad_Combinatorics.pdf

20. Skica rjesenja: Matej Zeli odrzati sljedeée uvijete:

(prvi nacin)

(1) dvije susjedne posude su prazne.
(2) od preostale tri posude, dvije nesusjedne imaju manje od 1L vode ukupno.

(3) preostala posuda ima manje od 1L vode.
(drugi nacin)

(1) volumen vode u svake dvije nesusjedne posude je najvise 1.

(2) volumen vode u svim posude je najvise 2.

Bez obzira koji se nacin koristi, moguce je pokazati rastavom na slucajeve da kako god Mislav
rasporedi vodu, Matej moze isprazniti dvije susjedne posude tako da ponovo vrijede uvjeti tog
nacina. Dalje raspisujem samo prvi nacin, a drugi nacin je raspisan na linku ispod.

Neka je X situacija nakon Sto je Matej ispraznio posude, a Y situacija nakon S$to je Mislav
rasporedio vodu. Vrijedi 1 = 2 = 0,20 + 23 < 11i x4 < 1. Vrijedi yo + y1 + y2 + y3 < 2, Sto
posebno znaci da vrijedi barem jedna od nejednakosti yo+y2 < 11y +y3 < 1. Recimo da vrijedi
druga. Tada Matej moZe isprazniti posude 0 i 4, te se pokaZe da su uvijeti ocuvani (y; +y3 <1
iz. pretpostavke, ya < 1 jer je o = 0).

Bitno je istaknuti da greedy pristup "isprazni dvije susjedne posude s najveéom koli¢inom vode
u zbroju" ili neki sli¢an ne vrijedi! Zasto? Promotrimo tezu verziju zadatka: ako je umjesto 2L
zapremnina svake posude V, za koje V Mislav moze forsirati da se voda prelije nakon konacno
mnogo krugova? Izgleda da Mislav moZe forsirati da se voda prelije za sve V < 2, a dokaz se
nalazi na linku ispod.

Konkretno, Mislav moZe u svakom svojem krugu rasporediti vodu tako da sve posude imaju istu
koli¢inu vode u sebi. Tako mozZe doéi do neke situacije u kojoj sve posude imaju % — € vode u
sebi, za neki mali e. Tada Matej izlije vodu iz neke dvije, a ostale ostavi. Tada Mislav moze u
postiéi da koli¢ina vode u posudama postane (% — €, % — €, % —¢,0,0) + (0, }1 + 5,5 % +¢,0) —
(% —€, % -5, % -5, % —¢€,0). Sada Matej isprazni dvije srednje posude - ovdje se greedy pristup
nazalost raspada. U sljede¢em potezu Mislav rasporedi vodu tako da u preostale dvije posude
bude po % — € vode, a kako Matej ne moze isprazniti obje posude u jednom potezu, u sljede¢em

potezu ¢e ona posuda koju ne isprazni imati % — € > 2 vode.

Puno rjesenje i postupak takoder je dostupno u sklopu sluzbenog rjesenja na shortlistu


https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf

23.2. GT7: Boris Stankovi¢ - Geometrija ne mora biti bauk
Predavanje Hintovi Rjesenja
Rjesenja
1. Balkan MO 2020 P1
2. MEMO 2018 I-2
3. IMO SL 2021 G1
4. HMO 2014 IMO TEST
5. HMO 2012 2. dan, analizirajte detaljno oba rjesenja
6. IMO 2020 SL G3
7. BMO 2019 P3, analizirati razlicita rjeSenja
8. BH matematicka olimpijada 2018. 1. zadatak
9. Srbija IMO TST 2022
10. IMO SL 2021 G4
11. IMO SL 2014 G3
12. IMO 2023 P2
13. IMO 2019 P2
14. IMO 2012 P5

15. IMO 2015 P3


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2326457p18624198
http://memo2018.abel.bielsko.pl/public/pdfs/problemsets/MEMO_solutions1.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2014_rjesenja.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/2012_izborno-rjesenja.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2020SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1832236p12271234
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1708028p11001968
https://dms.rs/wp-content/uploads/2022/05/RESENJA_IZBORNO_IMO_2022.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2014SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3106748p28097552
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1876070p12744870
https://artofproblemsolving.com/community/c6h488511p2737425
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1112748p5079655

A7: Ivan Novak - Algebra mix

RjeSenja

. HMO 2023., 1. dan, 1. zadatak.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3107339p28104298
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3054398p27522955
https://artofproblemsolving.com/community/c6h77804p446005
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3067007p27675607
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2781220p24423855
https://www.skoljka.org/task/4991/

10.

11.

12,

N7: Borna Banjanin - Lema o podizanju ekspone-
nata

Rjesenja

. LTE na taj broj.

. Rastavimo na 2 slucaja, ovisno o parnosti od n. Za neparni n dobijemo kontradikciju.

. Ako vrijedi p | a i p | b, tada vrijedi i p3 | a® + b3. U suprotnom p ne dijeli a, pa onda ne dijeli

ni b te su za n = 3 zadovoljene pretpostavke tvrdnje 2. LTE-a i imamo
vp(a® + %) = vp(a + b) + vp(3) = vp(a +b).

Zbog uvjeta zadatka je v,(a® + b%) > 2, pa iz gornje jednakosti slijedi vy(a + b) > 2, §to je i
trebalo pokazati.

. Kako izraz 5% + 1 mora biti djeljiv s 3, nemogudée je da a bude paran jer bi to znacilo 5% + 1 =

(-1)*+1=1+1=2 (mod 3). Dakle a je neparan te iz tvrdnje 2 LTE-a slijedi
v3(5° +1) = v3(5+1) + v3(a) = 1 + v3(a).

Neka je a = 3"s za neke r € Ny, s € N takve da s nije djeljiv s 3, odnosno v3(a) = r. Kako
3% | 5% + 1, imamo da vrijedi

v3(3%) <wv3(5*+1) = a<wv3(a)+1=r+1 = 3's<r+1.

Sada je lako matematickom indukcijom pokazati da vrijedi 3" > r + 1 za svaki r > 1, $to znaci
da je jedino rjeSenje (r,s) = (0,1) = a=1.

. LTE Handout problem 1.2.2.

. LTE Handout problem 1.2.6.

IMO 2022 P5


https://docplayer.net/100049130-Lifting-the-exponent-lemma-lte.html
https://cdn.artofproblemsolving.com/attachments/c/7/aa3710b9149a39bab3e4b1ff737f3763e2582c.pdf
https://cdn.artofproblemsolving.com/attachments/c/7/aa3710b9149a39bab3e4b1ff737f3763e2582c.pdf
 https://brilliant.org/wiki/lifting-the-exponent/#solution-to-problem-1
https://artofproblemsolving.com/community/c253462_2016_china_team_selection_test

Natjecanja na Ljetnom kampu



24. Natjecanja

24.1. O natjecanjima
Kao i svake godine, tijekom Ljetnog kampa sudionici su se imali prilike i natjecati iz matematike.

Clanovi hrvatskog MEMO tima imali priliku simulirati i individualno i ekipno natjecanje koje ih je
éekalo na MEMO-u, za S$to smo sigurni da im je dobro doslo jer su se iz Slovacke vratili s tri srebra,
broncom i dvije pohvale! Velike éestitke MEMO ekipil!

Kao i inace, jedno poslijepodne Kampa odrzala su se natjecanja Reli i ELMO.

Reli je veé¢ tradicionalno ekipno natjecanje u ko-
jem timovi od cetiri do pet ucenika raznih uzrasta
i predznanja imaju priliku rjeSavati izmedu Sest i
devet zadataka iz svakog od Cetiri glavna podrucja
olimpijske matematike.

Ove godine najbolje rezultate ostvarile su ekipe:

1. Dane? — s osvojenih 213 bodova!
2. Prvi tim — s osvojenih 192 boda!

3. Plavi Lamborghini — s osvojenih 187 bodoval!

Svim sudionicima velike Cestitke jer su svi timovi
bili jako blizu i svi su uspjeli rijesiti barem nesto!

ELMO (Ekstremno loSa matematicka olimpijada) je pojedina¢no natjecanje na kojem natjecatelji rje-
Savaju test od pet olimpijskih zadataka slicnih zadacima na drzavnim natjecanjima. Ove godine prvo
mjesto podijelili su David Lang i Fabijan Cika¢ s po 25 bodova. Drugu nagradu osvojili su Adrian
Grbac Lackovié s 23 boda, Nina Susié s 21 bodom, te Andrej Krémar i Barbara Kelava s po 19 bodova.
Za tre¢u nagradu bilo je dovoljno 10 bodova, a natjecanju je pristupilo sveukupno 23 sudionika.

Takoder, na poticaj uéenika Kristijana Simoviéa odrzan je i prvi KFMO (Kristijanova funkcijska ma-
tematicka olimpijada)! Kristijan je sam osmislio zadatke, a natjecanju su mogli pristupiti svi koji su
htjeli, $to je ukljuéilo i neke mentore (koji nisu bili preblizu punim bodovimal!). Najbolje rezultate
ostvarili su David Lang s 39 bodova, Val Karan i Jurica Spoljar s po 37 bodova te mentor Vedran
Cifrek s 35 bodova. Natjecanju je pristupilo sveukupno 11 sudionika.

U nastavku donosimo zadatke i rjeSenja ovogodisnjih ELMO-a i KFMO-a.



Miladi nadareni matematicari '"Marin Getaldi¢"

8. Ekstremno loSa matematicka olimpijada
Kastela, 13. kolovoza 2023.

1. Odredi sve prirodne brojeve n za koje je moguce svaki trokut duzinama podijeliti na n trokuta koji
su svi sli¢ni pocetnom trokutu.

2. Neka su n i k relativno prosti prirodni brojevi takvi da je n > k > 2, te pretpostavimo da

L%J dijel LZ—EJ

Dokazi da je n < k2.

Napomena. Za realan broj z, sa |z] oznacavamo najvedi cijeli broj k takav da je k < z.

3. Za prirodan broj n, ozna¢imo sa p, n-ti najmanji prosti broj, te oznac¢imo pg = 1.
Marin i Varivoda igraju igru. Na pocetku, Marin na svom papiri¢u ima zapisan broj 2023, a Varivoda
broj 2024. U svakom potezu, oba igraca istovremeno ¢ine neku dozvoljenu transformaciju po vlastitom
izboru, gdje je dozvoljena transformacija zamjena broja k sa papiri¢a brojem k- pfil ili brojem k- %
za neki ¢ > 0. Moze li se dogoditi da je nakon nekoliko poteza omjer broja na Marinovom papiriCu i
broja na Varivodinom papiri¢u jednak 20257

4. Neka je ABC raznostranican Siljastokutan trokut i neka je D tocka unutar trokuta ABC na simetrali
kuta ZBAC'. Neka je £ pravac paralelan s BC koji prolazi kroz D. Neka su E, F sjecista £ sa AB, AC
redom. Neka su X,Y redom druga sjecista pravaca CD i BD s kruznicama opisanim trokutima ADE
i ADF. Neka su A’, X', Y" redom refleksije to¢aka A, X,Y preko simetrale BC. DokaZi da se pravci
A'D,X'F,Y'FE sijeku u jednoj tocki.

5. Odredi sve funkcije f : Rt — N takve da za sve z,y € R vrijedi

lzf(z) — yf(y)| < (10° + 7|z — yl.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



24.2.1. RjeSenja

Zadatak 1. (Folklor)

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je moguée svaki trokut duZinama podijeliti na n trokuta koji su svi
slicni pocetnom trokutu.

Rjesenje.
Odgovor su svi prirodni brojevi osim 2,3 i 5

Prvo ¢emo dokazati da 2,3,5 ne rade, pokazat ¢emo da se jednakostrani¢ni trokut ne moze podijeliti na
trazeni nacin. Za n = 2 ta duzina ne smije prolaziti ni kroz jedan vrh trokuta jer bi tad jedan od kuteva
bio manji od 60°, Sto je nemoguce. Za n = 3 pogledajmo svaki vrh poletnog trokuta: svaki od njih mora
biti u zasebnom trokutu, a to je nemogude (takvim trokutima se ne moze pokriti cijeli poCetni trokut). Za
n = 5 ponovno dobijamo 3 trokuta koja sadrze vrhove pocetnog trokuta: pogledajmo onaj dio pocetnog
trokuta koji nije pokriven. Ako je taj lik trokut, on je nuzno jednakostrani¢an pa se ne moze podijeliti na
2 manja takva. Ako taj lik ima viSe od 4 vrha, ne mozemo ga podijeliti u 2 trokuta (triangulacija). Ako je
taj lik Cetverokut, on je 60°-120° trapez, te je jedini nacin za podjelu na 2 trokuta povlacenjem
dijagonale, a to je nemoguce jer ¢e dijagonala napraviti kut manji od 60°, sto je kontradikcija.

Za n = 4 moZemo dobiti srednjicama, n = 6 dobijemo tako da odreZemo gornji trokut s koeficijentom 2

3
a u donjoj pruzi podijelimo na 5 zigzag trokuta paralelama s bo¢nim stranicama. Za n = 8 radimo istu

stvar samo s gornjim trokutom koji ima koeficijent slicnosti %. Kao korak sa m na n + 3 u konstrukciji za

n. uzmimo proizvoljan manji trokut i podijelimo ga na 4 dijela kako je iznad opisano. Zaista se vidi da to
pokriva sve na pocetku istaknute brojeve ¢ime je dokaz gotov.

Zadatak 2. (Ivan Novak)

Neka su n i k relativno prosti prirodni brojevi takvi da je n > k > 2, te pretpostavimo da
2
LEJ dijeli LEJ .
Dokazi da je n < k2.

Napomena. Za realan broj x, sa |z] oznadavamo najvedi cijeli broj k takav da je k < z.

Rjesenje.
Neka je n = ak + b gdje je 0 < b < k cijeli broj. Dovoljno je dokazati da je a < k.
Tada je [n/k] = ai [n?/k?| = a® + | (2akb + b?)/k?], te uvjet djeljivosti prelazi u

2akb + b?
ala®+ L—kﬂ J )
sto je ekvivalentno s
L2akb + bQJ
a| | ————|.
k2
Kako je b < k — 1, onda je 2akb + b? < 2ak(k — 1) + (k — 1)? < (2a + 1)k?, pa je desna strana u novom
uvjetu djeljivosti najvise 2a, pa mora biti jednaka ili a ili 2a.
Ako je jednako 2a, onda imamo 2akb + b? > 2ak?, ali onda je

b? (k—1)2
< <
e U T

i u ovom slucaju smo gotovi.



Ako je jednako a, onda imamo
ak® < 2akb + b < ak® + k>

Primijetimo da ne moze biti 2b = k jer su b i k relativno prosti.
Ako je 2b > k, onda je 2b > k + 1. Promotrimo onda desnu nejednakost. Vrijedi

ak < ak(2b — k) < k? — b* < k2,

iz Cega slijedi tvrdnja.
Ako je 2b < k, onda promotrimo lijevu nejednakost. Vrijedi

ak < ak(k — 2b) < b% < K2,

iz Cega opet slijedi tvrdnja.

Zadatak 3. (Namik Agi¢)

Za prirodan broj n, oznacimo sa p, n-ti najmanji prosti broj, te oznac¢imo pg = 1.

Marin i Varivoda igraju igru. Na pocetku, Marin na svom papiri¢u ima zapisan broj 2023, a Varivoda broj
2024. U svakom potezu, oba igraca istovremeno ¢ine neku dozvoljenu transformaciju po vlastitom izboru,
gdje je dozvoljena transformacija zamjena broja k sa papiriéa brojem k - -2 ili brojem k - ’% za neki

1 > 0. Moze li se dogoditi da je nakon nekoliko poteza omjer broja na Marinovom papiriu i l;roja na
Varivodinom papiri¢u jednak 20257

Rjesenje.
Za prirodni broj n definirajmo:

fn) =2 (i vy, (n))

i>1

Ono $to vrijedi iz definicije operacije je ¢injenica da se svakim potezom f(n) mijenja za to¢no 1 za svakog
od igraca. Na pocetku vrijedi f(2023) =4+ 2%7 = 18, dok f(2024) =3+5+4+9 = 17. To u kombinaciji s
zaklju¢kom iznad daje da ¢e u svakom trenutku vrijednosti koje f vraca za Marinov i Varivodin broj imati
razli¢itu parnost. Medutim, f je potpuno multiplikativna (lagano se provjeri), pa kad bi kvocijent nekad
bio 2025, uz oznake M,V za tadasnji Marinov i Varivodin broj redom, vrijedilo bi (do na predznak):

f(M) = f(V) = £(2025) = 2f(45)

, Sto je parno, a to je kontradikcija s obzervacijom iznad.

Zadatak 4. (Janko Buseli¢)

Neka je AABC Ssiljastokutan trokut i neka je D tocka unutar trokuta ABC' na simetrali kuta BAC.
Neka je I pravac paralelan s BC' koji prolazi kroz D. Neka su F, F sjecista [ sa AB, AC redom. Neka su
X,Y druga sjecista pravaca CD i BD s kruznicama (ADE) i (ADF). Neka su A’ X', Y’ redom
refleksije A, X,Y preko simetrale BC. DokaZi da se pravci A’D, X'F,Y'E sijeku u jednoj tocki.

Rjesenje.

Neka je H =Y'E N X'F . Dokazat éemo da pravac HD prolazi kroz A’. Neka je w opisana kruznica
AABC. Neka je M poloviste luka BC kruznice w koji ne sadrzi A.

Tvrdnja 1.: XY sunaw i XENYF je tocka M.

LAED = ZAXD = /BAC pa je X na w, analogno dobijemo isto za Y.

/MXC =/CAM = /MAB = /DXE. Pasu X — E— M kolinearne, analogno dobijemoY — F — M
kolinearane.

Sad imamo da i X', Y’, A’ leze na w.

Tvrdnja 2.: H jenaw ina (EMF).

Ako je Hy drugi presjek Y'E sa w, Hs drugi presjek X’F sa w imamo da je H{ EF M tetivan zbog
/EFM + /EH\M = /Y'YM + Z/EH; M = 180 isto tako dobijemo da je HyEF M tetivan $to znaéi
daje Hnawina (EFM)



Tvrdnja 3. : Drugo sjeciste (DEB) i (DFC) je H

Neka je H' to drugo sjeciste. /BH'D + /CH'D = /BED + /CFD =180 — Z/ZBAC pa je H na w.
Alionda /ZEH'F = /ZEMF jer Y'X' = XY.paje H ina (EFM)pa H =H

Sad imamo /Y'HA' = ZABY jer A’Y' = AY, ali ZABY = /EHD jer je EDBH tetivan pa su

H — D — A’ kolinearne.
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Zadatak 5. (Borna Simic¢)
Odredi sve funkcije f : RT™ — N takve da za sve z,y € R™ vrijedi

lzf(z) — yf(y)] < (10° + 7| — yl.

Rjesenje. Za javnost priredio Ivan Novak

Dokazat éemo da je f(x) nuzno konstantna. Neka je M = 10% + 7.
Neka je > 0 zadan. Dokazat ¢emo da postoji ¢ > 0 takav da je f(z) = f(z + d) za svaki d < c.
Pretpostavimo da je f(z + d) # f(z) za neki d > 0.

Imamo

[z + d)f(z +d) — zf ()| = |(z + d)(f(z + d) — f()) + df (z)|
> (z+d)|f(z+d) — f(z)| - df(z)
> x — df (z).

Dakle, z — df () < Md, odnosno d > 7@ Dakle, za svaki d < 3% vrijedi f(z) = f(z +d). Ako
sad krenemo od proizvoljnog ¢ i definiramo aritmeticki niz (z;); sa ;41 = z; + m induktivno
dobivamo da je f konstanta (jednaka f(xp)) na segmentima [z;, z;+1]. Kako je z; aritmeticki niz, tim
segmentima pokrivamo cijeli [zg, +00), pa je f(z) = f(zo) za svaki z > zy. Kako je zg bio proizvoljan,
slijedi da je f konstantna.

Lako se vidi da sve konstantne funkcije f(z) = ¢ za ¢ < 10° 4 7 zadovoljavaju uvjet zadatka, a ostale

konstantne funkcije ga ne zadovoljavaju.



1. Kristijanova funkcijska matematicka olimpijada

Kastela, 14. kolovoza 2023.

1. Odredite sve funkcije f : R — R takve da:

fx) +zf(l—2)=22%—4z, VreR

2. Odredite sve funkcije f : R — R takve da:

f(f%—x?) =0, Vz#0

3. Neka je f : R>g — R>o te neka f"(x) oznalava f primijenjenu na sebe n puta (f°(z) = =,
fHz) = f(z), f*(z) = f(f(@)),...), odnosno f*(z) = f(f*~*(x)).

Nadite sva rjeSenja funkcijske jednadzbe

Napomena. Za realan broj z, sa |z] oznadavamo najvedi cijeli broj k takav da je k < z.

4. Neka je f: R — R i neka vrijedi:

(a)
f(f(zx)) ==z, VzeR

(b) f je neprekidna funkcija
(c) postoji jedinstveni a € R takav da je

Lf(@)] = la]

Odredite sve realne brojeve a za koje takva funkcija postoji te odredite koliko takvih funkcija
postoji.

Napomena. Za realan broj z, sa |z] oznadavamo najvedi cijeli broj k takav da je k < z.

5. Odredite sve funkcije f : Z — 7Z takve da:

f@®) +f®*) + f() =(fla+b)+ fb+c)+ fla+c) fla+b+c), VabceZ

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



24.3.1. RjeSenja

1. Uoéavamo da je 1 — (1 — x) = z te umjesto svakog = uvrStavamo 1 — z. Dobivamo jednadzbu
fl—2)+ (1 -2)f(z) = 20 -2
Promatrajmo ovu jednadzbu i pocetnu.
f(x) +zf(l—2) =222 -4z

fl—2)+(1-2)f(z) = 2¢* - 2

Dobili smo sustav jednadzbi za f(z) i f(1 — z). PomnoZimo drugu jednadzbu s —z i zbrojimo s

prvom.
f(@) + (2 — 2)f(z) = —22° + 227 — 2
(2 —z+1)f(z) = (—22)(z® =z +1)
Kako je z2—z+1 # 0 za sve realne £ moZemo podijeliti jednadZbu s tim te dobivamo f(z) = —2z.

Uvrstavanjem se lako vidi da to je rjesenje.

2. Promatramo li argument funkcije f uocavamo da

1
ali znamo da funkcija f ima nultocku prema zadanoj jednadzbi. Dakle, x = 0 je jedina nultocka
funkcije f. To takoder znaci da argument u zadanoj funkcijskoj jednadzbi mora biti 0.

z 2
-1y =0
f(3)
= f(x)=2z, Vz#0

A kako je f(0) = 0 tada je f(z) = =z (Vz € R) jedino rjesenje. UvrStavanjem se lako provjeri da
to zaista je rjeSenje.

3. Primijetimo da za z € [0,1) vrijedi fl®/(z) = fO(z) = 2. Uvrstimo li z,y € [0,1) u jednadzbu

dobivamo:

z+y=fz+2y) —y < flz+2y)=z+2y

= 0< f(z+2y)<1+4+2-1=3, Vz,yec[0,1)
Dakle, funkcija f je omedena na intervalu [0, 1).
Uvrstimo y = 0 i dobijemo

(@) = f(z)

Uvrstimo « = 0 i dobijemo

W) =f(2y) -y

Uvrstavamo to natrag u pocetnu jednadzbu te dobivamo

fl@)+f2y) —y=flz+2y) -y <= f(z)+ f(2y) = f(z +2y)

Ovo je Cauchyeva funkcijska jednadzba, a kako je funkcija omedena na nekom intervalu znamo
da su jedina rjeSenja oblika f(z) = az,a € R,Vz € R>¢. Ako uzmemo z,y € [0, 1) lako vidimo
da jedino a = 1 zadovoljava pocetnu jednadzbu. UvrStavanjem f(z) = z vidimo da je to rjesenje
jednadzbe.



4. Iz svojstva (a) dobivamo da je f jednak svojemu inverzu pa znamo da je bijekcija. Poznato je
da je inverz funkcije njezina reflekcija preko y = x pravca. Zbog svojstva (c) ne moze vrijediti
f(z) = x za svaki z. To znadi da postoji tocka ispod/iznad pravca y = z, a kako je f jednak
svome inverzu, reflekcija te toCke preko istog pravca ée biti vrijednost funckije. Kako je dio
funkcija iznad, a drugi ispod pravca y = x, f Ce se sijeCi s njime i u toj tocki ée biti

flk) =k
Primijetimo da ta fiksna tocka zadovoljava (c) pa je k = a odnosno za a iz (c) uvjeta vrijedi
fla)=a

Dokazat éemo da je nuzno a € Z. Pretpostavimo suprotno, tj. a ¢ Z. Tada ée zbog neprekidnosti
postojati po apsolutnoj vrijednosti dovoljno mali € za koji

Lfla+e)] = Lf(a)]

jera+eé¢Z

la+e] = [a] = [f(a)] = [fla+e)]

Sto je u kontradikciji sa (c) da postoji toéno jedan takav broj. Tvrdimo da za sve a € Z nuzno
postoji funkcija koja zadovoljava uvjete zadatka. Promatrajmo funkciju f(z) = 2a — z Ona
trivijalno zadovoljava prva dva uvjeta samo nam ostaje pokazati da jednadzba

[2a — 2] = |z]

ima samo jedno rjesenje.

x = a je ocCito rjeSenje te rastavljanjem na dva slucaja x > a i < a lako vidimo da nema drugih
rjesenja.



5. Oznadimo jednadzbu s P(a, b, c)

P(0,0,0):
£(0) = £(0)
1. sluéaj: f(0)=0:
P(a,0,0) :
f(a®) = 2f(a)?
P(a,—a,0) :

f(@*) =0
Kada te dvije jednakosti spojimo dobijemo
fla) =0,Ya € Z
$to je jedno rjesenje.
2. slucaj: f(0) =1:
P(a,a,a):
f(a®) = £(2a)f(3a)

P(a,a,0):
2f(a®) + 1= (f(2a) +2f(a))f(2a)

Kad prvu jednadzbu supstituiramo u drugu dobijemo:

2f(2a)f(3a) +1 = (f(2a) + 2f(a))f(20)

Lagano se provjeri da f(2a) # 0. Jednadzba je djeljiva s f(2a) pa zakljuéujemo da f(2a) dijeli
1 odnosno f(2a) € {—1,1} Ako to uvrstimo u drugu jednadzbu dobijemo

f(a®) = f(a)f(2a)

To mozemo iskoristiti u P(a,a,—a) :
3f(a®) = (f(2a) +2)f(a) = £(2a)f(a) + 2f(a) = f(a®) +2f(a)

f(@®) = f(a)
P(a,0,0) :
f(a®) +2 = (2f(a) +1)f(a)

fla)’ =1
Koristeéi f(a?) = f(a)f(2a) i f(a®) = f(a) dobijemo f(2a) = 1.

Ostaje nam naéi vrijednost funkcije za neparne brojeve. Ako za neki neparni n vrijedi f(n) = 1,
uvrStavanjem P(n,2,0) dobije se f(n+2) = 1 te uvr§tavanjem P(n,—2,0) se dobije f(n—2) =1
te induktivno

fla)=1, VaeZ

Ako je f(n) = —1 gdje je n neparan, rjeSenje ée biti

fla) = (=1)*

Uvrstavanjem se provjeri da sva tri rjeSenja rade.



Projekti na Ljetnom kampu



Projekti

O projektima

Projekt je aktivnost u kojoj jedan ili viSe mentora u grupama od 3 do 9 ucenika (ovisno o zainteresi-
ranosti uéenika za pojedini projekt) obraduje kroz nekoliko popodneva detaljnije odabranu temu. Na
ovogodisnjem je Kampu bilo ponudeno sveukupno 10 projekata. Osim toga, za MEMO grupu su se
paralelno odrzavala i natjecateljska predavanja.

Vecéina projekata moze se svrstati u neku od sljedeée tri kategorije: natjecateljski, projekt iz primije-
njene matematike, te takozvani "faksovski', gdje se uCenici upoznaju s temama sa studija matematike.
Projekti se odrzavaju kako bi se ucenici upoznali sa Sirokim rasponom matematickih tema, a $to su
naudili na projektima moZete proditati u nastavku!

Popis projekata na ovom Ljetnom kampu

25.2.1. Fleksagoni

Vrsta: primjena Mentori: Borna Banjanin i Lucija Reli¢

Fleksagoni su viSe-dimenzionalni modeli konstruirani od papira na nacin da se nova lica otkrivaju
pokretima okretanja i presavijanja tzv. fleksanja. No, ovaj projekt nije bio samo o presavijanju papira,
nego smo se upoznali s temama, iz teorija grafova, funkcija i grupa.

Za pocetak smo rjeSavali natjecateljske zadatke na temu teorije grafova, a prije toga smo prouca-
vali zagonetku "Sedam mostova Kalinjingrada."

Bridges of Kénigsberg

Kroz to smo naucili koji su uvjeti da graf ima Eulerov put, tj. da se moze proéi kroz njega tako da se
ni jedan brid ne posjeti dvaput. Nakon toga, zapoceli smo temu funkcija. U¢ili smo kako se funkcijom
informacije prenose iz domene u kodomenu. Kroz fleksagone se isto mogu objasniti kompozicije kao
niz pokreta nad fleksagonom. Takoder pomoc¢u crtanja funkcija u koordinatni sustav, naucili smo sto
su injekcija, surjekcija i bijekcija. Kona¢no, zadnje od novih tema koje smo obradili bile su grupe.



Grupe su skupovi povezani nekom operacijom. Najjednostavniji primjer su cijeli brojevi sa zbraja-
njem, a za fleksagon to su pokreti koji radimo da mijenjamo lica. Na svoje fleksagone nacrtali smo lica
tako da sa jedne strane uvijek bude sretno, a s druge strane tuzno. Brzo se primijeti da se fleksanjem
fleksagona bez da ga okrenemo emocija lica ne mjenja, nego promjeni se tek kad okrenemo i nastavimo.

Sve ove tri teme smo povezali kad smo napravili fleksagone i nacrtali graf koji opisuje sve pokrete
i ishode koje mozemo napraviti s njima. Nakon osamnaest fleksanja za redom vratimo se na pocetak,
stvarajudéi ciklus. Radili smo i mnoge druge vrste fleksagona, ne samo heksagone sa tri lica.

Slika 25.2: Neki od fleksagona koje smo napra-
vili

Slika 25.1: Graf gusarskih fleksagona

25.2.2. MMUM i ja

Vrsta: primjena Mentori: Matej Vojvodi¢ i Patricija Dovijanié

Na ovogodisnjem matemati¢kom kampu odrZan je projekt Matematicko modeliranje v Mafiji. Naime,
Mafija je popularna drustvena igra u kojoj su sudionicima podijeljene uloge, najceSée mafije i civila, te
kako bi razotkrili identitet mafije, civili moraju suradivati i vjerovati u sebe i druge. Tijekom slobod-
nog vremena na kampu, uvijek se moze pronaci netko od ucenika, pa cak i mentora, koji igraju tu igru.

Na pocetku smo uveli neke pojmove iz podrucja vjerojatnosti, kako bismo ih tijekom sljedeéih nekoliko
dana projekta iskoristili za postavljanje matematickog modela igre Mafije. Cilj modela je analizirati
razne situacije do kojih moZe doéi u jednoj igri te $to tocnije odrediti vjerojatnost pobjede civila s
obzirom na broj ostalih uloga u igri, a tako i odrediti optimalan broj mafije na pocetku igre. Baza
nasSeg modela je tzv. "Fakat rendom teorem' koji glasi:

Teorem 25.2.1: Fakat rendom teorem
Ne postoji bolja od nasumicne strategije ni za civile ni za mafiju.

U svrhu odredivanja vjerojatnosti pobjede civila u igri te, u kasnijim stadijima projekta, uvodenja
drugih u praksi Cestih uloga (npr. policajac, doktor i sl.) definirali smo sljedeéu formulu:

Lema 25.2.2: Osnovna funkcija vjerojatnosti u Mafiji

Vjerojatnost pobjede civila u konfiguraciji igre s n igraca od kojih je m mafije:

zam =20
P(C,(n,m)) = zan < 2m

P(C,(n-2,m—1))+ 2P (C,(n—2,m)) inace

:lSOI—l



Promatranjem Sanse za pobjedu civila u odredenim konfiguracijama igre primijetili smo da je ona visa
kada u igri sudjeluje neparan broj igraca. Ova konstatacija inspirirala je Teorem o paljenju:

Teorem 25.2.3: Teorem o paljenju

P(C,(n,m)) <P(C,(n—1,m)) <= n je paran

Korolar 25.2.4: Pravilo paljenja

Trebamo paliti ako i samo ako je razlika broja civila i mafije neparna.

Zbog jednostavnosti doktorova utjecaja na igru, on je bio prva dodatna uloga koju smo detaljno
proudili s krajnjim ciljem potpune integracije u model. Nakon dugotrajnog, intenzivnog i mukotrpnog
proucavanja izveli smo " Teorem o sebicnom doktoru":

Teorem 25.2.5: Teorem o sebiénom doktoru

Doktor najviSe pomaze civilima ako lije¢i samo sebe.

Takoder smo otkrili optimalnu strategiju za igranje uloge policajca.
Teorem 25.2.6: Teorem o suicidalnom policajcu

Policajac bi trebao ostati skriven broj krugova koji otprilike iznosi

V]

gdje je n ukupan broj igraca, a n = 77, tj. omjer mafije i igraCa na pocetku igre.
U slucaju da je policajac ubijen prije no sto je vrijeme da se otkrije, civili bi se trebali predati.
Inace, policajac se treba raskrinkati, napraviti listu sigurnih civila i traZiti da ga se spali.

Kad smo bili zadovoljni nasim modelom, odlucili smo ga iskoristiti kako bismo konstruirali optimalni
omjer svih podijeljenih uloga. Dapace, nismo se zaustavili ovdje, nego smo, svi Zeljni novoga znanja,
uveli limese kako bismo proucavali ponaSanje beskonac¢no velike igre mafije pod paznjom i budnim
okom nasih odraslih mentora. Analizom funkcije vjerojatnosti u Mafiji iz , primijetili smo da se
broj mafije s obzirom na broj civila u "postenim" igrama ponasa sli¢no kao funkcija ‘/Tﬁ Takoder smo
uodili kako dodavanje policajca u igru transformira to u linearnu funkciju %, $to mozemo aproksimirati

na % za prakti¢ne svrhe. ©
Teorem 25.2.7: Posteni udio mafije

Posteni (tj. i mafija i civili imaju jednaku Sansu pobijediti) udio mafije na pocetku igre bez policajca

Vn 1 1

je *5-, a u igri s policajcem - ~ 3.

Napokon, svoja saznanja uveli smo u praksu odigravsi jednu igru Mafije. Za svoj ogroman trud tijekom
projekta bili smo nagradeni gracioznom pobjedom civila u super napetoj igri sa savrSeno uravnotezenim
udjelom svih uloga.

25.2.3. Komba

Vrsta: natjecateljski Mentori: Andrija Tomorad, Paula Horvat i Mislav Brnetié

Projekt kombinatorika natjecateljski je projekt u kojem su se obradivale teme iz teorija grafova i
prebrojavanja. Jedan od ciljeva projekta bio je upoznati se sa osnovnim pojmovima iz teorije grafova,
kao Sto su planaran graf, stupanj vrha, ciklus, stablo, Eulerov put...

Nakon toga smo se bavili prebrojavanjima. Izveli smo neke osnovne principe prebrojavanja, poput
pravila produkta i pravila zbroja. Nakon toga smo dokazivali neke kombinatorne identitete tako Sto
bismo neki skup prebrojali na dva nacina.



25.2.4. Teorija brojeva
Vrsta: natjecateljski Mentor: Vedran Cifrek

Dokazali smo neke osnovne tvrdnje iz teorije brojeva kao Sto su Teorem o dijeljenju s ostatkom,
Bezuotova lema i Osnovni teorem aritmetike. Pomoéu njih smo dokazali osnovna svojstva relacije
dijeli, kongruencija i najveéeg zajednickoj djelitelja koja smo primjenjivali u zadacima raznih tezina.
Unato¢ tome $to ju je jako jednostavno dokazati, tvrdnja da ako z | y onda je y = 0 ili |z| < |y| se
pokazala vrlo korisna.

25.2.5. Kako zasaditi polje

Vrsta: fakultetski Mentori: Mislav Plavac i Ivan Premus

Krenuli smo od osnovnih definicija i aksioma s uredenim parom i Kartezijevim produktom. Zatim smo
definirali binarnu relaciju te njena svojstva: refleksivnost, simetriénost, antisimetri¢nost i tranzitiv-
nost. Definirali totalni i parcijalni uredaj te gornju medu, supremum i infimum skupa. Korijenizdva.
Spomenuli smo Peanove aksiome i Dedekindove rezove. Kroz veé¢inu nas je zadataka vodilo 15 Bozjih
zapovijedi ¢ijih je prvih pet sastavio Abel prije nego Sto ga je buraz izbacio iz egzistencije. Ako Ze-
lite potpuno urediti polje savjetujemo vam da se posluzite 15. aksiomom AKA aksiomom potpunosti.
Spoznali smo rjeSenja jednakosti x+x=0. Arhimed nas je naucio da za svaki realni broj postoji pri-
rodan broj koji je od njega veéi, a Cantor nesto kompliciranije o ugnijezdenim segmentima. Na kraju
smo dokazali da ako skup ima gornju medu, a uzmemo da vrijedi Arhimedov i Cantorov aksiom, onda
ima i supremum, tj. vrijedi 15. aksiom. Time dokazujemo da je ovo najbolji projekt na Kampu. Q.E.D.

25.2.6. Visedimenzionalna kombinatorna geometrija
Vrsta: fakultetski/natjecateljski Mentori: Emanuel Tukaé¢ i Simeon Stefanovié

Na ovom smo se projektu upoznali s konceptima iz viSedimenzionalne kombinatorne geometrije, zanim-
ljive grane matematike koja promatra prostor u vise dimenzija na kombinatorni nacin. Krenuli smo s
osnovama — definicije tocke, pravca, ravnine, te njihovih viSsedimenzionalnih analogona. Promatranjem
njihovih svojstava u manje dimenzija, obi¢no 2D i 3D, uspjeli smo izvuéi poopcéenja za vise dimenzija.
Kasnije smo se upoznali s kombinatornom stranom ovog projekta i nasli smo rjesenja za zadatke koji
isprva nemaju nikakve veze s geometrijom koja se koriste isklju¢ivo njome. Na primjer, problem s
troznamenkastim PIN-om zamislili smo u 3D prostoru, gdje svaka znamenka PIN-a predstavlja jednu
koordinatu te smo na taj nacin mogli zamisliti zadatak na mnogo laksi na¢in. Kad je sva intuicija bila
razvijena i kad smo dobili praksu za vise dimenzija, bili smo spremni za dokaz Radonovog teorema.
Radi se o teoremu otkrivenom prije vise od 100 godina, ¢iji je jedini poznati dokaz koristio linearnu
algebru. Simeon se, na svu sreéu, prije par godina susreo s tim zadatkom na natjecanju, gdje je dokaz
bio postavljen kao zadatak. Iznenadio je sve sa svojim kombinatornim dokazom te tvrdnje, koji je
do tad bio neviden. Na projektu smo zajedno analizirali taj teorem te nam je Simeon pokazao svoj
izvanredan dokaz. Projekt je zaista prikazao Sarm kombinatorne geometrije i svi smo se dosta zabavili
s na§im mentorima.

25.2.7. Geometrija

Vrsta: natjecateljski Mentori: Janko Buseli¢ i Stella Colo

Na ovom projektu bavili smo se olimpijskim zadacima iz geometrije. Naucili smo metodu inverzije te
ju primijenili na nekim zadacima. Takoder smo naudili neke korisne konfiguracije, primarno vezane
uz Miquelovu tocku. Rjesavali smo izazovne zadatke olimpijskog tipa, sa IMO shortlista te sa Iranske
geometrijske olimpijade. Svaki zadatak smo podijelili na vise laksih dijelova. Cilj je bio motiviranje
svakog koraka tako da je viSe bio naglasak na ne pristupa¢nim zadacima.



25.2.8. Izlet u vjerojatnost

Vrsta: fakultetski/primjena Mentori: Kruno Ivanovi¢ i Katja Varjaci¢

Krenuli smo od samih pocetaka vjerojatnosti proucavajuéi naizgled jednostavne primjere poput baca-
nja nov¢iéa i kocke. Ispostavilo se kako mogu biti kompleksni (ne skup brojeva), ali na predavanjima
smo naucili razne metode i formule koji pobliZze objasnjavaju i daju smisao problemima vezanim uz
vjerojatnost. Takoder smo se upoznali s osnovama teorije Markovljevih lanaca koja nam je omogudéila
laksi pristup nekim problemima. Osim teorije, na projektu smo spominjali i brojne primjene u sva-
kodnevnom i profesionalnom zivotu, kao $to su testiranje lijekova, ispitivanje "postenosti" nov¢ica te
trazenje izgubljenih objekata (konkretnije, olupina brodova i aviona u oceanu). Iako je bilo tesko, na
projektu smo se zabavili i dosta tog naucili.

25.2.9. Racunska geometrija

Vrsta: natjecateljski Mentori: Boris Stankovi¢ i Namik Agié

Na ovom projektu upoznali smo se s nekim metodama koje se koriste za racunanje stvari u geometrij-
skim zadacima. Prva dva dana ucili smo o nekim trigonometrijskim stvarima i kako one mogu pomo¢i
u rjeSavanju zadataka, te smo nakon toga i sami pokusali rijeSiti neke. Na drugoj polovici projekta
upoznali smo se s kompleksnim brojevima i kako njihova geometrijska interpretacija moze pomodéi u
jako velikom broju geometrijskih zadataka te smo neko vrijeme proveli na rjeSavanju olimpijskih za-
dataka tim metodama. Iako je projekt natjecateljski i puno smo vremena proveli rjeSavajuci zadatke,
mislimo da ¢ée nam to biti korisno u nastavku naseg natjecateljskog puta.

25.2.10. Uvod u matematicku analizu
Vrsta: fakultetski Mentori: Hrvoje Rado$ i Adian Anibal Santos Sepcié¢

Matematicka analiza u svojoj punoj formalnosti veoma je zahtjevno podrucje matematike koje se pro-
ucava na fakultetu. Cilj ovog projekta je bilo predstaviti temeljne ideje analize i stvoriti intuiciju za
rjeSavanje raznih teskih problema za Cije je rjeSavanje potrebno poznavanje analize.

Na samom pocetku projekta bavili smo se problemom toga koja je je to¢no poveznica izmedu omjera
opsega i promjera kruga i povrSine kruga, to jest objasnjenjem toga zasto se jedno moze izraziti po-
mocu drugoga. Nuzna ideja pri rjeSavanju ovog problema je na neki nacin zamisliti apstraktan koncept
podijele kruga na infinitezimalne dijelove. Kasnije smo na ovaj nacin izvodili formule za volumene tro-
dimenzionalnih tijela kao Sto su piramida i sfera.

U ostatku projekta gradili smo razne ideje na ove temelju ove intuicije, polaze¢i od toga Sto deri-
vacija jest i kako njima baratati, a kasnije ¢ak zakucali na vrata dokaza Eulerovog identiteta.

Za kraj nudimo ucenicima handout na kojem se nalaze neke stvari koje smo radili i neke koje ni-
smo stigli odraditi.

25.2.11. Handout uz projekt "Uvod u matematicku analizu"

Motivacija iza derivacije

Kao motivacija za derivaciju navode se uvijek dva primjera: problem odredivanja tangente u tocki
neke krivulje i problem brzine.
Problem tangente

Zamislimo da imamo neku funkciju f(,) (slika). Sada promotrimo njezin graf odaberimo bilo koju to¢ku
na grafu i nazovimo ju A. Sada nacrtajmo tangentu na krivulju koju opisuje funkcija i zapitajmo se:



"Kako izgleda jednadzba pravca koja opisuje nacratnu tangentu?’. Znamo iz osnovne $kole da je za
odredivanje jednadZbe pravca potrebno znati dvije tocke koje leze na pravcu. Mi znamo jednu tocku
koja lezi na pravcu (to¢ku A) Sto je manje od potrebne dvije... Znadi li to da je nemoguée odrediti
tangentu odnosno da ima beskonacno mnogo tangenata? To intuitvno ne bi imalo smisla jer kad bi
povukli neki drugi pravac kroz tu istu tocku dobili bi da on sijece graf funkcije Sto znaci da taj pravac
nije tangenta.

Prvo ¢éemo pokusati za drugu toCku uzeti tocku koja se nalazi na grafu funkcije, ali se nalazi jako
blizu tocke A. Onda mozemo pomocéu te dvije tocke odrediti pravac koji kroz njih prolazi i imamo
aproksimiranu tangentu.

Sada se postavlja pitanje koliko druga tocka mora biti blizu tocke A? Odgovor je: "Najvise koliko moze
biti, a da ne bude 0".

Kako bi ovo konkretno izgledalo? Izmislit éemo novu funkciju koja se zove f(’w) i za svaki x izra-
¢unat ¢emo nagib tangente funkcije f,) i to preslikati kao vrijednost funkcije f(’m). Funkciju f(’z) éemo
zvati derivacijom funkcije f(4).

fia) 4 @
2,,
2,,
dA
/‘ ‘ X ‘ ‘ ‘ ‘ X
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_ ol

Problem brzine

U osnovnoj skoli brzinu ste definirali kao v = % gdje je As put koji tijelo prijede za At. No, vjerojatno
ste vrlo brzo primijetili da je ova definicija manjkava. Sto ako se unutar vremenskog intervala At brzina
promijeni? RjeSenje ovoga je da uzmemo jako malene vremenske intervale tako da je nemoguée da
unutar njih tijelo promijeni brzinu. Ve¢ se vidi da je ova problematika dosta slicna onoj u prethodnog
potpoglavlju i u stvarnosti to je potpuno isti problem, pa neéu previse duljiti ovdje. Umjesto v = ﬁ—‘;
¢emo pisati v = %. Gdje su ds i dt "jako maleni As i At", inace d se zove diferencijal. (Ovo je jako
kontrovezan nacin oznacavanja i u kasnijem poglavlju éu objasniti zasto.)

Sada se pokusate uvjeriti da ako imamo neku funkciju koja opisuje prijedeni put u ovisnosti o vremenu

(1) % je zapravo samo njezina derivacija s'( ?

Definicija
Definicija 25.2.8: derivacija
Derivacija funkcije f;) u tocki = je jednaka:

fetr) — flz)
AT
fiy = i =

Pokusajte intuitivno shvatiti ovu definiciju. Gore smo govorili §to je derivacija konceptualno i kako
éemo ju racunati. Rekli smo da éemo ju racunati tako da uzmemo dvije tocke na grafu funkcije koji



su jako blizu. Prema definiciji te dvije tocke se po x koordinati razlikuju za h, a po y koordinati za
f@+n) — f(z)- Nagib tangente je onda kvocijent tih dvaju vrijednosti. Za kraj potrebno je uzeti dvije
tocke koje su "jako blizu". Mi to postiZzemo uporabom limesa (Limes je konkretno definiran preko ¢ -
d definicije limesa.) tako da gledamo kako se funkcija ponasa kada h ide u 0.

Bitno je napomenuti da ovaj limes ne mora postojati u nekoj tocki odnosno da ide u beskonacnost u
tom slucaju kazemo da funkcija nije diferencijabilna u toj tocki.

dx i dy

Osim 3 derivacija funkcije y se moZe oznacavati i kao Z—z. Ovakvu oznaku je vjerojatno veéina vas
prije vidjela i intuitivno ima smisla. dy bi bila oznaka za jako malenu Ay, a dx oznaka za jako malenu
veli¢inu Az. Problem s ovakvim razmatranjem je da je ovo matematicki KRIVO.

dy i dx nismo nikada iskljucivo definirali, stoga nema smisla o njima raspravljati kao varijablama. Ako
bi netko pokusao definirati dy kao:

dy = 11113%) fet+h) — flz)
Nailazi se na problem jer prema e-d definiciji limesa ovaj limes je jednak 0. Isto se dogada i za:

de=limz+h—x=1limh=0
h—0 h—0

Cemu je onda jednako g—g?

No iako nije matematicki korektno, tretiranje dy i dz funkcionira poprilicno dobro. Funkcionira toliko
dobro da se to radi u fizici bez velikog premisljanja. I osobno smatram da je korisno za izgradnju
intuicije za matematicku analizu.

Derivacije elementarnih funkcija

This is where the magic begins
Sada ¢emo pokuSati derivirati funkciju f;) = z°.

3_ .3 2 2 . 13
@h)—a® o BTThA3ThT AR e sy p2 32
h—0 h—0 h h—0

Inade se moze pokazati da (z")’ = nz™ 1. Ovo vrijedi ¢ak i ako n € R! Derivacije drugih elementarnih
funkcija se nalaze u tablici ispod.
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Ovdje ima nekih funkcija za koje mozda niste prije ¢uli (npr. hiperbolne trig funkcije), no to nije sada
bitno. Posebnu paZnju obratite na funkciju e” ¢ija derivacija je ista ta funkcija!. Slicno se ponaSaju i
trigonometrijske funkcije npr. ako derivirate sin (z) Getiri puta dobiti éete opet sin (x)!

Pravila za racunanje derivacija
Teorem 25.2.9: Derivacija zbroja funkcija

(f@) + 9@) = Fflz) + 9z

Dokaz. Ostavljam kao vjezbu éitatelju ’_’

Teorem 25.2.10: derivacija produkta funkcija
Neka su f(;) i g() diferencijabilne na intervalu (a, b)
(f@)9@)' = f()9) + f2)9(x)
na intervalu (a, b).
Dokaz.

lim feth)9@rh) — f2)9() _ Lim fetn)9(@rh) T fern)9@) — fern)9@) — f2)9() _
h—0 h h—0 h

~ lim fetm) 9@tn) = 9@) + 9@ f@rn = f@) _ lim fat+r)(9@+h) — 9(z)) i 9@ (fz+n) — f@))
h—0 h h—0 h h—0 h
= f@9(z) + 9@ fo)

Pogledajmo kako se ovaj teorem konkretno koristi. Kako bi bolje razumijeli ove primjere pokusajte
zapamtit veéinu derivacija elementarnih funkcija iz tablice gore.




Primjer 1. Derivirajte funkciju f(,) = 5sin ()

RjeSenje 1.
i) = (5)'sin(z) + 5(sin (z))’ = 5 cos (z)

O
Primjer 2. Derivirajte funkciju f(;) = ze®
Rjesenje 2.
floy = (@) € +2(e") = €” + ze”
O
O
Teorem 25.2.11: deriviranje kvocijenta funkcija
(@)' _ f)9@) — f@)9(z)
9(a) i)
Dokaz ovoga je analogan proslome.
Primjer 3. Derivirajte funkciju f(,) = ﬁ
Rjesenje 3.
p o W-9-10-g) 1
@ = =)
O
Teorem 25.2.12: deriviranje kompozicije funkcija
Neka su f(y) i g(5) diferencijabilne na intervalu (a, b)
(o) = (Fo9)i) = f(lg(z))gzw)
na intervalu (a, b).
Dokaz.
lim f(g(erh)) - f(g(z)) — lim f(g(x+h)) - f(g(m)) Y(at+h) ~ 9@) _
h—0 h h—0 h 9(z+h) — I(z)
— Lm fo@in) = fow) Ia+h) ~ Y) _ lim fa@ny) = Flaw) lim Yath) ~ 9@ _
h=0  g(z+h) — 9(z) h h=0  G(z+n) — 9(z) h—0 h
_pl /
= foen9(a)
O

Ovo je isprve pomalo ¢udan teorem jer ljudima inace nije jasno Sto f(’g( ) znaci. Mi ovdje samo deri-
viramo funkciju, ali ne tretiramo z kao varijablu po kojoj deriviramo ve¢ tretiramo g(,) kao varijablu.

To je kao da smo napravili supstituciju g(;) = y i onda derivirali f,).
Primjer 4. Derivirajte funkciju f(,) = sin(3x)

Rjesenje 4. Neka nam je (ako zadrzimo imenovanje koje smo koristili u teoremu) f(,) = sin(z), a
9(z) = 3z onda je derivacija jednaka:

(sin(3z))’ = cos (3z) - 3 = 3cos (3x)



Primjer 5. Derivirajte f,) = e” sin (z)
RjeSenje 5. ' | |
(25 @)Y = =sin (@) . (z5in (2)) = €5 (@ . (sin (z) + 2 cos (z))
O

Ovo je vjerojatno najbitniji teorem i pravilo koje se najcesée koristi. Ono nam omoguéava da lagano
deriviramo SVAKU funkciju koja je kompozicija elementarnih. Ako jo$ niste shatili pravilo prodite
opet kroz primjere. Nije tesko kada se kona¢no skuzi :)

Teorem 25.2.13: derivacija inverzne funkcije

Neka sje f(;) diferencijabilna na intervalu {a, b) i neka postoji f(;)

; 1
) =5
(fzy)

na intervalu (a, b).
Dokaz.

fupy=2 /'

/ 1y
Figa)Fw) =1

; 1
( f(;))' =7

-1
(fizy)

O]

Ovo se koristi ne toliko ¢esto koliko prethodni teoremi, no ipak je jako bitan teorem Sto ¢u pokazati
na primjeru u nastavku, naime ovaj teorem nam omogucuje da pronademo derivaciju funkcija kao $to
su arcsin (z) i sl. odnosno onih funkcija koje su definirane kao inverzne funkcije od neke "konkretnije"
funkcije.

Primjer 6. Derivirajte funkciju arcsin (z)

Meni je osobno lakse umjesto direktne primjene teorema racunati kao Sto sam to radio u dokazu.

sin (arcsin (z) = :v/'
cos (arcsin (z))(arcsin (z))’ = 1 (25.1)

Sada s obzirom da je slika funkcije arcsin (x) po definiciji [, 7] vrijedi:

cos (arcsin (x)) = \/ 1 — sin? (arcsin (z))) = /1 — 22

Uvrstimo sada to u

V1 — x2(arcsin (z)) = 1
. 1
(arcsin (z))' = —m

Mozete usporediti ovaj rezultat u tablici gore.

Nesto malo o integralima

Iako integrale ne planiramo raditi u sklopu projekta odlucio sam jedan napisati jednu kratku cjelinu
posvecenu njima.



Definicija 25.2.14

Integral funkcije f(;) moZemo oznaciti s f: f(z) dz 1 on mjeri povrsinu ispod grafa funkcije f(,) od

r=adox=b

f@
2 1
/ /
o/’ o <
- L ] @ -
—4 -2 2 4
_2 1

. b . .- « .

Intuitivno znak |, se moZe shvatiti kao 3°5_, samo $to on ne radi korake n = n + 1 kao normalna
sumacija ve¢ radi korake z = z+dz (Da, ovo je matematicki krivo...). Sada se vidi da [ ; f(z) dz racuna
povrsine beskona¢no mnogo pravokutnika visine f(,) i Sirine dz za svaki z i onda ih sve sumira.

Definicija 25.2.15

funkcija I(;) : R — R . Svakom z pridruzuje vrijednost koja odgovara povrsini ispod grafa funkcije
f(z) od neke tocke a do z.0znacavamo ju : I(z) = [ fudt

Na slici se moZe bolje vidjeti $to to¢no funkcija radi:

f@)

AR

Y
a

Zmadi funkcija funkcionira sli¢no kao derivacija samo $to joj vrijednosti nisu nagibi pravca veé¢ povrsina

ispod grafa.

Sada se netko moze zapitati kako izgleda derivacija ovakve funkcije?

Teorem 25.2.16

Ity = fw)
Dokaz. X
It — L@ w0 dt — [T fop dt
I, = lim - +h) — @) _ lim Ja " fy Ja fi)
@) ™ h50 h h—0 h



Pazljivim razmatranjem ocito je da vrijedi: [ th feydt = J3 fydt =/, zt+h fiey dt

x

JE ey dt = [T fy dt L JE foy dt
lim = lim —=/————~*
h—0 h h—0 h

Sada ¢u malo varati s dokazom jer nam za sljedeéi korak treba jedan teorem za koji nemamo vremena.
Integral u brojniku mjeri povrsinu ispod f(;) izmedu z i £+ h. S obzirom da h ide u 0, mi ovu povrsinu
smijemo aproksimirat kao pravokutnik povrsine f;)h. Sto znadi:

Ity = f@)
]

Ovo je jako koristan rezultat jer to znaci da kad bi imali nekakvu antiderivaciju koja bi ponistila
derivaciju na I Ew) onda bi mogli racunati povrSine proizvoljnih krivulja sto je itekako korisno.

Antiderivacije nisu jedinstvene, naime (f(5) +5)" = (f(z))’ iako vrijedi f;) = f(;). Inace vrijedi ovo:

(flo) = 9(z)) = (f) = 9@) + C)
Gdje je C konstanta.
Kazemo da je f(;) primitvna funkcija funkcije f(’x). Inace primitivnu funkciju funkcije f(,) oznacavamo
s Fz). Znadi F(,) je funkcija za koju vrijedi F(’x) = f(a)
Ovdje ima jos$ dosta tvrdnji koje se trebaju dokazivati, stoga ¢u samo navesti teorem koji nam omo-
gucava racunanje integrala.

Teorem 25.2.17: Newton-Leibnizova formula

b
/ f@)dz = Fla) = Fi

gdje je F(,) bilo koja primitivna funkcija od f(y)

Ovo mogu dokazati da bude svima razumljivo (nadam se)

Dokaz. Prema teoremu 6.3 I, je primitivna funkcija od f,), stoga za neku drugu primitivnu funkciju
(ili istu svejedno je) F(y) vrijedi: I(5) = Fi3) + C.

Za x = a vrijedi:

I(a)=/ f(t)dt=F(a)+C=0 - C=—F(a)

Sada uvrstimo x = b )
Iy = / f dt = Fy + C = Fg) = Fa)

Ajmo sada ovo primijeniti na nesto da vam bude jasnije ¢emu ovo sve sluzi.

Primjer 7. Izracunajte povrsinu ispod grafa funkcije f(;) = z2odz=0doz=1

Rjesenje 6. Treba prvo odrediti neku primitivnu funkciju od f(;). Funkcija koja je zadovoljavajuca je
Floy = % jer F(’z) = 23 Sada jednostavno uvrstavamo u formulu:

4 4
3 X
d —_ —
/_13” =7

1

1

0




Lema 25.2.18

$n+1

Primitivna funkcija od f(;) = 2" je Flo) = 717

Dokaz. Samo derivirajte Fi;) O

Taylorov polinom

Sada ¢u iskoristiti Newton-Leibniza na pomalo nestandardan nacin:
/mo fly 4z = f@) = fiao)
f@) = fao) + / flwy dz (25.2)
o

fy = fowy+ | (Tl [ $oyda) da
xo zo

Primijetimo kako smo sada u posljednjem koraku zapravo napravili isto sto u samo smo umjesto
funkcije f(, izrazili f(’x).

T
fia) =f<acO>+/gc0 (f(/wo))dm+/ /zo (f(z dz
f@) = Flzo) + f{zg) (= — 20) +/ / (f(r) de) d
Ako nastavimo raditi ovaj postupak n puta nailazimo na uzorak:

f(” ) f(( )
f@) = Flzo) + F(zg) (@ — 0) + 2!0 (x — o) + ... n|°

(z — zo)"

Gdje f((:)) oznacava fukciju koju dobijemo kada deriviramo f(,) n puta

Ovo se zove Taylorov polinom i jako je fora...

Zasto je ovaj polinom toliko poseban i Zasto ga ovoliko simpam? Pa ako malo bolje razmislimo mislit
¢emo da se SVAKA funkcija koju znamo derivirat moze zapisati preko polinoma. Ovo nazalost nije
istina, ali sad ve¢ ulazim u dio matematicke analize koji mi se trenutno neda pisati ovdje i koji bi
potencijalno zbunio ¢itatelja.

Istina je da funkcije mozemo APROKSIMIRAT Taylorovim polinomom. Neke funkcije mozemo zapi-
sati kao beskona¢nu sumu ¢lanova Taylorovog polinoma i reéi da je ta suma jednaka toj funkciji za
svaki x, ali to ne mozemo raditi sa svakom funkcijom jer ta suma moze potencijalno divergirati za
neki z ili mozda ne postoji n-ta derivacija funkcije.

Za kraj ¢u napisati tri funkcije preko Taylorovog polinoma i dati jedan sladak zadatak za vjezbu
(Sladak je samo ako ga se rijesi).

Kako bi funkcije mogli zapisati preko Taylorovog polinoma trebate odabrati neki xy oko kojeg aproksi-
mirate funkciju. Znadi ako ja odaberem xzy = 0 onda ¢e Taylorov polinom od n ¢lanova bolje aproksimi-
rati vrijednosti funkcije koje su blize nuli. Za bolje razumijevanje mozete pogledati ovaj 3BluelBrown
video koji ima fora animacije ovoga o ¢emu pri¢am:


https://www.youtube.com/watch?v=3d6DsjIBzJ4

Za, sljedece funkcije ¢éu uzeti nadalje xg = 0.

Korolar 25.2.19

ex=1+x+§+---= Z . (x — zo)"
n=0
Korolar 25.2.20
z? z° S (-1) 2n+1
sm(a:)—z—€+m_..._nzzo(2n+l)'
Korolar 25.2.21
'T2 I4 - (_1)n 2n
cos(ac)—l—?-l—ﬁ—---— > (2n)'$
n=0

Naglasit ¢u da ova tri prethodna korolara vrijede za svaki x € R
I sada taj slatki zadatak...

Primjer 8. Pomoéu Taylorovog polinoma dokazite:

€ = cos (z) + isin (z)
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Zahvale

Organizacija Ljetnog kampa bila je kao i svake godine zahtjevna i nepredvidljiva, no uspjeli smo!
Iznimno smo zahvalni svima koji su nam u tome pomogli na bilo koji nac¢in. Ovim putem htjeli bismo
zahvaliti svima koji su prepoznali nas rad i nesebi¢no nam pomogli u organizaciji jos jednog Ljetnog
kampa.

Posebno Zelimo zahvaliti nasim domacéinima, Srednjoj skoli "Brac¢a Radié¢" i Ucenickom domu,
koji su nam u mnogocemu izasli u susret te omoguéiti ugodan, poucan i siguran boravak u Kastel
Stafiliéu.

Nasa najveéa zahvala ide nasem glavnom spoznoru, Jane Streetu. Osim $to financijski podupiru
sve aktivnosti Udruge, a medu njima i posebno Ljetni kamp, kao i ranijih godina poslali su posebne
nagrade za sve sudionike Kampa.

Jane
Street’

Jane Street is a quantitative trading firm with offices worldwide. We hire smart, humble people
who love to solve problems, build systems and test theories. You’'ll learn something new every day in
our office — whether it’s connecting with a colleague to share perspectives, or participating in a talk,
class, or game night. Our success is driven by our people and we never stop improving.

Jane Street has a number of opportunities available for students - from multi-day educational
programs to learn how we apply Mathematics and Computer Science in our everyday work, through to
our global internships as well as full-time roles. Take a look at to learn more!

Posebno zelimo zahvaliti i Ministarstvu znanosti i obrazovanja na financijskoj potpori za orga-
nizaciju Ljetnog kampa i Hrvatskom matematickom drustvu, nasem glavnom partneru.

MINISTARSTVO ZNANOSTI
I OBRAZOVANJA
REPUBLIKE HRVATSKE



www.janestreet.com

Nadalje, Zelimo iskreno zahvaliti i nasim ostalim donatorima i sponzorima: Stype CS, Visage
Technologies, Wiener osiguranje Vienna Insurance Group, Photomath te Offertisima. Omogudili ste
ne samo da se Kamp odrZi, ve¢ i da bude sufinanciran ili besplatan mnogim nadarenim ucéenicima.
Hvala vam Sto ste prepoznali vaznost naSeg rada te svojim donacijama podrzali rad nase Udruge.

Visage
\9 Technologies T =

Od srca zahvaljujemo i Ivani Valenti¢ na odrzanom popularno-znanstvenom predavanju te Sto
je zainteresirala mnoge sudionike za daljnje bavljenje matematikom, statistikom i biologijom te im
pruzila znanje iz prakse i priblizila svakodnevni posao matematicara.

Naravno, Kamp ne bi bio mogué bez svih mentora. Zahvaljujemo im $to su svojim trudom svim
polaznicima Kampa pruzili program bogat aktivnostima i prilikama za ucenje, prenijeli im svoje zna-
nje i entuzijazam te ih, nadamo se, potaknuli na daljnje bavljenje matematikom i nakon $to je Kamp
zavrsio.

Za kraj, zahvaljujemo svim ucenicima i roditeljima koji su prepoznali koliko je bitno zadrzati
Zelju za ucenjem i razvijanjem znanja u STEM podruéju. Hvala vam Sto ste prepoznali vrijednost

znanja i iskustava ste¢enih na matematickim kampovima. Ponovni velik odaziv potvrduje da ono Sto
radimo zaista ¢ini razliku.

Veliko vam hvala svima na svemu!

Kontakt

ViSe informacija o nama i nasSim projektima mozete pronaci i na nasoj web stranici:

Ukoliko ste zainteresirani za na$ rad ili bilo koji drugi oblik suradnje, slobodno nas kontaktirajte!

Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldié¢"

e-mail: kontakti i drustvene mrezZe:

Ukoliko nam Zelite pomo¢i simbolicnom donacijom, uplatu mozete izvrsiti na sljede¢i rac¢un u
Privrednoj banci Zagreb:

IBAN HR5023400091110348338

Sve donacije iskoristit ée se iskljucivo za financiranje nasih projekata i rada Udruge.


https://mnm.hr/
https://mnm.hr/kontakt
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