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Predgovor

U ovoj knjizi moguce je pronaéi gotovo sva predavanja koja su se odrzala na Ljetnom kampu mladih
nadarenih matematicara 2022. godine, zajedno s ve¢inom hintova i rjeSenja.

Osnovna namjera izrade ovih materijala stoji u ¢injenici da je na predavanju moguce pojasniti samo
tehnike rjeSavanja, a da je za primjenu istih potrebna i vjezba, Sto ucenici uz pomo¢ ovih materijala
mogu sami raditi. Trenutno je ovo jedan od najvecih natjecateljskih materijala na hrvatskom jeziku,
pa se nadamo da ¢e ucenicima pruZiti dovoljno zanimljivih tema na odabir.

Dodatno, knjiga sadrzi opis kampa te projekata koji su se odrzali na njemu kako bi zainteresirali bilo
kojeg citatelja ove knjige da mozda i sam sudjeluje na istome.

Za bilo kakve uocene pogreske u knjizi bili bismo zahvalni ako biste se javili na sljede¢u e-mail adresu:
mnm@mnm.hr

Autori,
15. rujna 2022.


mailto:mnm@mnm.hr

Uvod

O udruzi

Veé mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matematicare za natjecanja iz matematike,
nudeéi im razne moguénosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u podrucja matematike. Od raznih
prilagodbi redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike pripremanja
ucenika za natjecanja poput dodatnih nastava koje su odrzavali studenti i bivsi natjecatelji. U takvim
vrstama priprema posebno su prednjacile zagrebacke XV. i V. gimnazija.

Skolske godine 2008./2009. rodila se ideja ujedinjenja mentora mladih matematicara tih dviju gimna-
zija u jednom velikom projektu unaprjedenja priprema namijenjenih mladim matematicarima diljem
Lijepe Nase. Tako je nastala udruga Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldi¢". Ta udruga pr-
votno se bavila organizacijom ljetnih kampova mladih matematicara, no tijekom vremena djelatnost
udruge prosirila se i na druge aktivnosti poput zimske Skole, organiziranih predavanja subotom na
zagrebackim faksevima PMF-u i FER-u, gostovanjima Udruge u ostalim hrvatskim gradovima i Sko-
lama...

Slika 2.1.: Sastanak na kojem se formirala udruga

Danas je udruga jedna od najvaznijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktivnosti
namijenjenih mladim matematicarima Zeljnim unaprjedenja vlastitih matematickih vjestina. Tomu
svjedoce razna gostovanja matematicara iz svih krajeva svijeta u ulogama ucenika, mentora i predavaca
popularno - znanstvenih predavanja.



Povijest kampova

Ljetni kamp je najveéa i najvaznija aktivnost u organizaciji udruge MNM "Marin Getaldi¢" koja
obuhvaéa tjedan dana aktivnosti namijenjenih mladim matemati¢arama koje nastoje ostvariti sve
njihove matematicke ambicije i interese. Kampovi se odrzavaju od 2010. godine te se udruga moze
pohvaliti time da je svake godine kamp sve bolji. Godine iskustva starijih mentora i dobra organizacija
omogudili su polaznicima kampa sudjelovanje u raznim aktivnostima vezanima uz matematiku, ali i
onima koji se odnose na razonodu.

Jedan od ciljeva kampa jest i povezivanje mladih matematic¢ara diljem Hrvatske te stvaranje novih
prijateljstava i poznanstava medu mladima koji dijele isti interes. Stoga, uz matematicke, na kampu
mozemo sresti i razne aktivnosti koje omogucavaju druzenje uz kvalitetno provedeno vrijeme, poput
raznih sportova i drustvenih igara.

Ovaj kamp

Ovo je bio 13. ljetni kamp koji je po prvi put odrzan u Kastel Stafiliéu. U&enici i mentori bili su
smjesteni u Uceni¢kom domu srednje $kole 'Braéa Radié¢" u kojem su odrzane vecCernje aktivnosti, a
predavanja i projekti su se odrzavali u Srednjoj skoli "Braca Radi¢" smjestenoj pored doma.

Slika 2.2.: Ucenicki dom Srednje skole Slika 2.3.: Srednja skola "Braca Radi¢" u
"Braéa Radié" ! Kastel Stafiliéu 2

zvor fotografije: Web stranica Srednje Skole "Braéa Radié"
2Izvor fotografije: Portal grada Kastela


http://ss-bracaradic-kastelstafilicnehaj.skole.hr/Skola/ucenickidom
https://crljenak.com/novosti/aktualnosti/55392-u-skoli-braca-radic-ove-godine-152-mjesta-za-neki-od-12-obrazovnih-programa

Aktivnosti na kampu

Glavne su aktivnosti na kampu jutarnja predavanja u trajanju od 4 sata, te popodnevni projekti.
Svako jutro, nakon dorucka, ucenici sluSaju detaljno predavanje koje obraduje odredenu temu natje-
cateljske matematike. Nakon predavanja, uCenici se uz ruc¢ak imaju priliku odmoriti prije projekata.
Projekti su, s druge strane, detaljnije analize odredenih tema vezanih uz natjecateljsku, primjenjenu
ili pak fakultetsku matematiku. Svaki polaznik kampa na pocetku kampa odabire jedan od ponude-
nih projekata iz raznovrsnih podrudja matematike te radi na njemu do kraja kampa uceéi tako neke
zanimljive i detaljnije informacije iz odabrane teme.

Jedno popodne, umjesto projekata, uCenici su se okusali u ve¢ tradicionalnom ekipnom natjecanju
"reli", dok su ozbiljnijim natjecateljima koji su se pripremali za MEMO pripremljene simulacije.
Nakon projekata slijedi kratak odmor, zatim vecera nakon koje se odvijaju raznovrsne aktivnosti, kao
§to su kviz i Estimathon, natjecanje u procjenjivanju. Nakon organiziranih i zajednickih aktivnosti
polaznici imaju slobodno vrijeme tijekom kojeg se mogu druziti igrajuéi razne drustvene igre kao sto
su Blotto, mafija, bela, pantomima, alias i kockice, a neki su se ¢ak okusali u spravljanju palacinki!

Popularno znanstvena predavanja

Na ovom kampu imali smo i tri popularno-znanstvena predavanja koja su pokrila razne zanimljive
teme. Prvi gost bio je svima poznati dr.sc. Ivica Puljak koji nam je odrzao detaljni pregled njegovog
dugogodisnjeg istrazivanja na CERN-u te otkriéa Higgsovog bozona. Daniel Paleka, biv§i mentor
nasSe udruge, odrzao je izborno predavanje o vrlo aktualnoj temi iz svijeta strojnog ucenja i umjetne
inteligencije. Za kraj, Borna Vukorepa, takoder bivsi mentor, u svom predavanju dao je polaznicima
kampa uvid u green screen chromakeying i vazne napretke u tom podrucju koje su postigli nasi donatori
u Stypeu.



Popis mentora

Mislav Brnetié
Luka Buli¢ Braculj
Vedran Cifrek
Patricija Dovijani¢
Mateo Duji¢
Laura Horvat
Paula Horvat

Bernard Inkret
Krunoslav Ivanovié
Luka Kraljevié¢
Leon Krizanié
Petar Nizi¢-Nikolac
Ivan Novak

Ivan Premus

Ivan Sinci¢

Boris Stankovié
Andrija Tomorad
Nika Utrobici¢
Katja Varjaci¢
Ivan Vojvodié
Matej Vojvodié

Lucija Reli¢

O predavanjima

Predavanja su glavni dio kampa i u pravilu traju po Cetiri sata s pauzom od dvadesetak minuta
u sredini. Ucenici su na ovome kampu bili podijeljeni u sedam skupina ovisno o njihovoj starosti i
predznanju.

Medu grupama posebno se isticu grupe kojima pripadaju sudionici medunarodnih natjecanja. Pre-
davanja za te grupe namijenjena su clanovima hrvatske MEMO ekipe kojima je kamp bila zadnja
priprema za natjecanje koje se odrzavalo gotovo odmah nakon kampa, pa zbog toga imaju predavanja
i prijepodne i poslijepodne, a osim predavanja imaju i simulacije. Svi ostali polaznici kampa imaju
predavanja iskljucivo prijepodne.

Osnovna ideja predavanja je da mentor prenese ideju nekog teorema ili naCina rjeSavanja zadataka
ucCenicima. Tome uvelike pomaze ¢injenica da su mentori uglavnom bivsi natjecatelji s iskustvom
rjeSavanja natjecateljskih zadataka pa se i sami prisjeaju zadataka koje su rjesavali i predavanja
kojih su slusali. Uz zadatke, za predavanja su pripremljeni i hintovi koji su tu da ucenike koji su
proveli duze vrijeme na zadatku pomognu usmjeriti na pravi smjer, ali i izvori zadataka kako bi
ucenici i nakon predavanja mogli provjeriti svoje rjesenje.
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Zadaci s predavanja
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Zadaci za prvu grupu

Al: Lucija Reli¢ - Jednadzbe

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Do sada ste se vec¢ sigurno susreli sa linearnim jednadzbama i sustavima. U ovom predavanju upoznat
¢emo se s nekim metodama i trikovima faktorizacija i rjeSavanja sustava jednadzbi, a od interesa ¢e
nam uglavnom biti nelinearne jednadzbe.

Kod nelinearnih jednadzbi mogu se pojaviti potencije (z?,x3,2"), izrazi s korijenima, apsolutnim
vrijednostima, racionalnim funkcijama (razlomcima sa x u nazivniku) i sli¢no.

Definicija 3.1.1: Potenciranje i korjenovanje

Potenciranje je aritmeticka operacija koja se svodi na mnoZenje argumenta sa samim sobom onaj
broj puta koliki je eksponent, ako je eksponent pozitivni cijeli broj.
a"=axax---Xa
—_———

n puta

Korjenovanje je potenciranje s racionalnim eksponentom, inverzna operacija potenciranju.

%:a%> (%)n:a

Prisjetimo se osnovnih pravila za potenciranje:

. a‘”=ain,zaa760

m n m+n

e a"-a =a

e (a-b)"=a™-b"
A Oprez

a™m = (am)n # am” — a(m”)

Jedan od glavnih alata koje ¢emo dalje koristiti su faktorizacije.

Definicija 3.1.2: Faktorizacija

Faktorizacija nekog izraza je zapisivanje tog izraza u obliku umnoska vise faktora.

Za, faktorizaciju obi¢no koristimo sljede¢e metode:

e izludivanje zajednickog faktora (svojstvo distributivnosti)
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e grupiranje, zapisivanje izraza u drugom obliku - zbroj, razlika (svojstva komutativnosti i asoci-
jativnosti)

o algebarski identiteti (formule)

Zapisivanje u drugom obliku moZemo provesti i tako da cijelom izrazu dodamo i oduzmemo nesto, a
da pritom ne promijenimo pocetni izraz.

Lema 3.1.3: Osnovni algebarski izrazi

Neka su a, b, c € R proizvoljni realni brojevi, a n € N prirodan broj.
« kvadrat binoma: (a #+ b)? = a? + 2ab + b?
o kub binoma: (a £ b)% = a® + 3a%b + 3ab? £+ b°
o kvadrat trinoma: (a + b+ c)? = a? + b? + ¢? + 2ab + 2bc + 2ac
o razlika kvadrata: a® — b2 = (a — b)(a + b)
e zbroj/razlika kubova: a3 & b3 = (a £ b)(a® F ab + b?)
« *potencija binoma: (a4 b)" = Y_p_, (})a"o" "

o *zbroj neparnih potencija: a?*™! + "1 = (a +b)(a®® — a®"1b + a? 2% — ... — ab? 1 + b?")

o *razlika potencija: a” — b" = (a — b)(a™ ! +a"2b+ a" 3% + ... + ab" 2 + b7 1)

Dokaz. Pokazat ¢éemo dokaz za kvadrat binoma, a preostale pokusajte za vjezbu.
(axb)?=(axb)-(a£b)
= a? + ab =+ ba + b2
=a?+ ab+ ab+ b?
=a? £ 2ab+ b? O

A Oprez

Neki izrazi mogu se faktorizirati na vise razli¢itih nacina:

a® — b5 =(a — b)(a® + a*b + a®b? + 203 + ab* + b°) razlika Sestih potencija
=(a® — bv*)(a* + a®b* + b*) razlika kubova
=(a® — b%)(a® + b?). razlika kvadrata

Pri rjeSavanju jednadzbi ponekad nam mogu pomoéi i nejednakosti. Primjerice, parna potencija bilo
kojeg broja ili izraza uvijek je nenegativna.

Vrlo &esto u zadatcima, je potrebno faktorizirati izraz oblika x2+bx+c, gdje je  nepoznanica, a a, b, ¢ su
zadani realni brojevi. Za one koji se jos nisu susreli s nalaZzenjem rjesenja kvadratne jednadzbe, moze se
primijeniti sljedeéi pristup. Ovakav izraz htjeli bismo faktorizirati, tj. napisati u obliku (z+z1)(z+z2).
Zelimo naéi realne brojeve x1,z2 takve da vrijedi

2 4oz +c= (z+z1)(z + 22).
Izmnozimo li desnu stranu, dobit ¢emo
2 +br+ec=2>+ (z1 + z2)x + z122.

Dakle, Zelimo da vrijedi b = x1 + x2 i ¢ = x129, tj. trazimo dva realna broja kojima je zbroj b, a
umnozak c. Ako su b i ¢ lijepo namjesteni cijeli brojevi (a obi¢no jesu), brojeve z1,z2 ¢emo lako nadi
pogadanjem.
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Primjer 3.1.1. Rastavimo na faktore izraz 2 + 5z — 24.

Rjesenje 3.1.1. Na prvi pogled nije ocito kako ovo rastaviti na faktore. No, sjetimo se da Zelimo naéi
(po moguénosti cijele) brojeve x1, z2 €iji je zbroj 5, a umnozak -24. Kako se nadamo da su z1, 3 cijeli,
provjeravamo za x; sve djelitelje od -24. Provjerom ustvrdimo da su -3 i 8 traZeni brojevi, pa vrijedi
22 +52—24 = (x—3)(z+8). Uotite da ovo jos znadi da su 3 i -8 rjesenja jednadzbe z2+5x—24 = 0. [

Za kraj, spomenimo i neke ideje koje se mogu koristiti i za rjeSavanje sustava jednadzbi:
o faktorizacija, posebno kad se jedna strana jednadzbe izjednaci s nulom
e zbrajanje, oduzimanje i mnozenje jednadzbi, kako bismo pokratili neke nepoznanice ako mozemo

o supstitucija ili izraZavanje nepoznanica jedne preko druge

A Oprez: Dijeljenje s nulom

Dijeljenje (kracenje) varijable dozvoljeno je samo u slucaju da je razli¢ita od nule.

Primjer 3.1.2. Nadite sve realne brojeve x takve da je
z° +102° + 11z = 0.
Rjesenje 3.1.2.

=z + 1023 + 11z
=z (z* + 1022 + 11)

=z ((z®+5)* - 14)
=z (22 45— V14) (2* + 5+ V14)
Sada vidimo da rjeSenja mozemo dobiti tako da svaki od faktora izjednacimo s nulom jer je umnozak

viSe faktora jednak nuli ako i samo ako je barem jedan od faktora jednak nuli. Zaklju¢ujemo da je jedino
moguce rjeSenje x = 0 bududi da izrazi u zagradama uvijek poprimaju strogo pozitivne vrijednosti. [

0
0=a(

0=z ((2%)? +102? + 25 — 14)
0=a(

0

A Oprez: Ne zaboravite provjeriti rjeSenja!

Kad radimo neke operacije (npr. kvadriranje) moze se dogoditi da dobijemo neka nova rjeSenja koja
nisu rjesenja originalne jednadzbe.

Laksi zadaci

1. Kvadrati dvaju brojeva ¢ija je aritmeticka sredina 18, razlikuju se za 288. Koji su to brojevi?
2. Dokazite da je razlika kvadrata dva neparna prirodna broja djeljiva sa 8.

3. Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv sa 9.
4,

Oko okruglog stola nalazi se deset stolica oznacenih redom brojevima od 1 do 10 (pri ¢emu su
stolice 1 i 10 susjedne) i na svakoj sjedi po jedan vitez. Svaki vitez na pocetku ima paran broj
zlatnika. Istovremeno svaki vitez pokloni polovinu svojih zlatnika svom lijevom susjedu, a pola
svojih zlatnika svom desnom susjedu. Nakon toga vitez na stolici 1 ima 22 zlatnika, a svaki iduéi
za dva viSe, sve do viteza na stolici 10 koji ima 40 zlatnika.

Koliko je zlatnika na pocetku imao vitez koji na kraju ima 36 zlatnika?
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5. Broj 10 napisi kao zbroj dvaju brojeva ¢iji se kvadrati odnose kao 1 : 16.

6. Odredite vrijednost izraza z? + y? + 22 ako je poznato da je x +y + 2z = 13, zyz = 72 i
1,1,1_3
sty Tz=1

7. Odredite sve uredene trojke (a, b, c) realnih brojeva takve da vrijedi

ab=c,ac =b,bc = a.

8. Nadite sve realne brojeve x takve da je

22 + 322 — 5z = 15.

Tezi zadaci

9. Rijesite sustav jednadzbi:
(z+y)?-22=1

(y+2)%—2*=5
(z+2z)2—92=10
10. (Identitet Sophie Germain) Faktorizirajte izraz a* + 4b*.

11. Odredite sve trojke (z,y, z realnih brojeva za koje vrijedi

1 1 1
s yre 3
1 1 1
v ztz 5
1, 1 1
z z+y T

12. Rijesite sustav jednadzbi:
2x1 —5x0+ 323 =0

2x9 — 5x3+ 324 =0

221994 — 91 + 322 = 0.
13. Nadite sve realne brojeve z,y za koje vrijedi 8 — ¢y® = 22 — 9% = 1.
14. Odredite sve trojke (z,y, z) realnih brojeva za koje vrijedi
(2 4+ 1)y =22+1
(2 +1)z=2%+1
(2 +Dz=9y*+1.



C1: Patricija Dovijanic - Dirichletov princip

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Dirichletov princip je pravilo koje u svom najjednostavnijem obliku kaze da ako n+ 1 kuglicu stavimo
u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u kojoj se nalaze barem dvije kuglice.

Ime je dobio po njemackom matematicaru Johannu Dirichletu koji ju je prvi formalizirao. Cesto se
izrice pomocu kaveza, i zeceva ili pak kutija i golubova, pa se mozete susresti s Dirichletovim principom
i pod imenom princip golubinjaka (pigeonhole principle).

Primijetimo da tvrdnja pogotovo vrijedi ako je broj kuglica veé¢i od n 4+ 1. Moze u vise kutija biti po
dvije kuglice, mozZe u jednoj (ili nekoliko) kutija biti po tri i viSe kuglica, ili neka kombinacija toga,
ali ono sto je sigurno je da postoji barem jedna kutija s barem dvije kuglice.

Malo kompliciraniji, ali puno korisniji oblik glasi ovako:

Teorem 3.2.1: Dirichletov princip

Ako nk + 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u kojoj se nalazi barem k + 1
kuglica.

Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim kutijama
zajedno najviSe nk kuglica, $to je nemoguce jer kuglica ima vise od toga.

Intuitivno: koliko god se mi trudili rasporediti sve kuglice tako da ne postoji bar jedna kutija s bar
k + 1 kuglicom, ne mozemo to postiéi. O

I u ovom obliku tvrdnja vrijedi i kada je broj kuglica veéi od nk + 1, tj. kad je jednak nk + [ za neki [
veéi od 1. Primijetite da je jednostavniji oblik s pocetka zapravo poseban sluc¢aj kompliciranijeg oblika
za k=1.

Zbog preglednosti, u ostatku predavanja koristim sljedeée oznake:
e n - ukupan broj kutija
e m - ukupan broj kuglica koji je jednak nk + [ za neke prirodne brojeve k i [.

U nasim ée zadacima neki drugi pojmovi zamijeniti kutije i kuglice, ali ideja je ista - samo treba
prepoznati Sto nam u zadatku predstavlja kutije, a Sto kuglice. Kuglice su uglavnom ocite, a za kutije
nekad moramo biti malo kreativniji, pogotovo u geometrijskim zadacima gdje ¢esto sami moramo
podijeliti neki geometrijski lik na manje dijelove koji onda predstavljaju kutije.

Primjeri

Primjer 3.2.1. Dokazite da u skupini od 5 ljudi postoji dvoje ljudi koji su rodeni u istom godisnjem
dobu.

RjeSenje 3.2.1. Ljudi su kuglice, a godisnja doba su kutije, tj. n = 4, m = 5, pa po Dirichletovom
principu zbog m =n+ 1 =n -1+ 1 slijedi tvrdnja zadatka. O

Primjer 3.2.2. U ucionici ima 15 racunala, a u razredu ima 35 uc¢enika. Dokazite da postoji racunalo
za kojim ¢e sjediti barem troje ucenika.
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Rjesenje 3.2.2. Kutije su racunala, a ucenici su kuglice, tj. n = 15, m = 35. Uodimo da vrijedi
15 -2 + 5 = 35, pa mozemo iskoristiti Dirichletov princip za k = 2 i | = 5. Odatle slijedi da postoji
racunalo s barem k + 1, odnosno troje ucenika.

Vrijedi, naravno, i da je 15-1 4 20 = 35. Tada bi, u nasim oznakama, vrijedilo k = 1 il = 20, no
Dirichletovim principom tada dobijemo da postoji racunalo s barem dvoje ucenika, $to nam je premalo
- mi Zelimo dokazati da postoji racunalo s barem troje. Obic¢no je u zadacima najbolje odmah traziti
najveéi mogudi k, a da [ bude "ono sto ostane". U ovom zadatku najveéi moguéi k bio je upravo k = 2,
to¢no onoliko koliko nam treba da dokazemo tvrdnju za troje ucenika. O

Primjer 3.2.3. Na prozoru oblika kvadrata duljine stranice 1 m nalazi se 51 komarac. Dokazite da
Luka mlatilicom oblika kruga polumjera % m jednim udarcem moze ubiti 3 komarca.

RjeSenje 3.2.3. Ideja je podijeliti prozor na vise manjih jednakih komada koji bi nam glumili kutije
i koji se mogu prekriti mlatilicom. Komarci su onda kuglice koje se nalaze u njima. Pitanje je kako
podijeliti prozor.

Znamo m = 51, i bilo bi nam taman kad bismo imali k = 2, jer je tada k + 1 = 3 i po Dirichletovom
principu imali bismo da je za taj neki broj kutija u bar jednoj od njih tri komarca. Probajmo!
Zam=51ik=2jen=25il =1 zbog 25-2+4 1 = 51. To znaci da Zelimo podijeliti prozor na
25 jednakih komada, a to su kvadrati¢i duljine stranice 0.2m. Po Dirichletovom principu postoji bar
jedan kvadrati¢ s bar tri komarca, pa promatrajmo bas taj kvadrati¢. Radijus opisane kruznice mu
je manji od radijusa Lukine mlatilice, pa njome moZemo u potpunosti prekriti nas kvadrati¢ i Luka
moZe ubiti ta 3 komarca jednim udarcem. O

A Oprez: "Najgori slucaj"

U ovakvim zadacima Cesto je najlakse razmisljati o "najgorem slucaju", ali to nije matematicki pojam!
Takvo objasnjenje samo po sebi nije rjeSenje, iako moZe pomodéi da dodete do toc¢nog zakljucka.
Samo reéi da je nesto "najgori slucaj", bez dodatnog objasnjenja, ne znaci nisSta. Zbog toga pazite
da detaljno obrazloZite svoje tvrdnje cak i ako vam je rjeSenje ocito.

Zadaci

Laksi zadaci

1. Dokazite da u skupini od 367 ljudi postoje bar dvije osobe koje dijele rodendan.

2. U Paulinoj ladici nalazi se 15 pari ¢arapa. Koliko ¢arapa Paula mora bez gledanja izvaditi iz
ladice da bi bila sigurna da ima jedan par, a koliko da bi bila sigurna da ima dvije razlicite
Carape?

3. Kad je Nena polozila vozacki ispit, njen neéak kupio joj je neobi¢an poklon. Radilo se o kutiji s
4 zelene, 4 plave i 4 crvene pikule. Rekao joj je da ¢e pravi dar dobiti ako bez gledanja izvadi sto
manji broj pikula, a da pritom bude sigurna da je izvukla tri pikule iste boje. Nena je u tome
uspjela i dobila Kinder jaje od ponosnog neéaka. Koji je bio njen odgovor?

4. Dokazite da je medu 37 ljudi barem cetvero istog horoskopskog znaka.

5. Medu 77 ljudi barem je 7 rodeno u istom mjesecu. Dokazite!

Umjereni zadaci

6. U svako polje 5x5 tablice upiSemo jedan od brojeva -1, 0, 1 i izra¢unamo zbrojeve po retcima,
stupcima, i dvije glavne dijagonale. Dokazite da ¢e uvijek dvije od tih suma biti jednake.
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10.

11.

12,

13.

14.

. Dano je 27 tocaka rasporedenih u 9 stupaca i 3 retka. Borna, vrli umjetnik, svaku je od tocaka

obojao crveno ili plavo. Dokazite da postoji pravokutnik kojem su vrhovi iste boje.

. U stara vremena na nekoj svadbi bilo je 500 ljudi. Neki od njih medusobno su se rukovali.

Dokazite da su postojale dvije osobe koje su se rukovale s istim brojem ljudi.

. Otvorenje Centra za zastitu i istraZivanje velikih pandi posjetilo je n ljudi. Dokazite da medu

njima postoje bar dvije osobe koje imaju isti broj poznanika. Poznanstva su uzajamna.

Lucija je odabrala svojih 20 omiljenih prirodnih brojeva. Dokazite da se, bez obzira na njen ukus
u brojevima, izmedu njih mogu odabrati 2 broja ¢ija je razlika djeljiva s 19.

Dokazite da u sumi bilo kojih 51 prirodnih brojeva manjih od 100 postoje dva broja cija je suma
100.

Al je na plo¢i napisao 21 razli¢it prirodan broj od 1 do 100, ukljuc¢ivo. Dokazite da medu njima
postoje dva para brojeva ciji su zbrojevi isti.

Yusuf i njegov dedo su nakon susreta sa zarazenim zabijac¢em dugova u prodavnici Game zavrsili
u samoizolaciji pa sada krate vrijeme smiSljajuéi razne kartaske zagonetke. Pedo je na jednu
kartu napisao broj 1, na dvije karte broj 2, na tri karte broj 3, ..., i na 50 karata broj 50
(ukupno ima 1+ 2+ 3+ ... 4 50 = 1275 karata u Spilu). Yusuf ima dobar osjecaj. Ide uéoravo
naslijepo i neée karte ni gledat. Koliko karata Yusuf mora izvudéi iz $pila da bi bio siguran da
ima 10 karata na kojima piSe isti broj?

U pravokutnom koordinatnom sustavu Ivan je odabrao 5 tocaka s cjelobrojnim koordinatama.
Dokazite da medu njima postoje dvije takve da polovisSte duzine koja ih spaja ima cjelobrojne
koordinate.

Tezi zadaci

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Nika se preko ljeta zaposlila kao cuvarica kvoka te pazi na kvoke unutar dijela Sume oblika
kvadrata stranice 1 km. Ona zna da se tu nalazi 110 kvoka i Zeli nezadovoljnom turistu koji ih
ne moze pronadi, a ocajnicki ih zeli fotografirati, dokazati da postoji dio Sume u obliku kruga
polumjera samo % km u kojem se nalaze ¢ak 4 kvoke. Pomozite joj!

Sedam tocaka je smjeSteno unutar pravilnog Sesterokuta stranice duljine 1. DokaZite da su
najmanje dvije toCke na udaljenosti najvise 1.

Dokazite da medu bilo kojih 7 kvadrata prirodnih brojeva postoje dva Cija je razlika djeljiva s
10.

Sesnaest mentora bilo je na MNM sastanku za okruglim stolom, sjedeéi na istoj udaljenosti
jedan od drugoga. Zbog epidemioloskih mjera je mjesto svakog mentora bilo na stolu oznaceno
karticom s njegovim imenom. Nakon kratke pauze za kavu mentori su se vratili u dvoranu i zbog
umora nepazljivo posjedali oko stola ne obaziruéi se na kartice. Ubrzo se ustanovilo da ni jedan
od njih ne sjedi na svojem mjestu. Moze li se okretanjem stol dovesti u takav polozaj da ispred
bar dva mentora stoje kartice s njihovim imenima?

Dokazite da medu bilo koja tri cijela broja moZemo odabrati dva tako da je a3b — ab? djeljivo s
10.

Dokazite da medu bilo kojih 6 ljudi postoje 3 osobe koje se sve ili medusobno poznaju, ili ne
poznaju. Napomena: poznanstva su uzajamna.

Dokazite da za svaki prirodan broj n postoji njegov visekratnik kojem su jedine znamenke nule
i jedinice.



Slika 3.1.: Tuljko

22. Gladni (i sve viSe okrugli) tuljan Tuljko svaki dan pojede bar 1 kilogram ribe (i broj pojedenih
kilograma u danu uvijek je prirodan). Tijekom 365 dana pojeo je ¢ak 700 kilograma ribe. DokazZite
da postoji niz od nekoliko uzastopnih dana u kojima je Tuljko ukupno pojeo 29 kilograma ribe.

23. Ploc¢a P dobivena je uklanjanjem triju polja u kutovima ploc¢e 7x7. U svako od 46 polja ploce P
upisan je neki prirodni broj. Razlika brojeva u bilo koja dva polja koja imaju zajednicku stranicu
je najvise 4. Dokazi da su u neka dva polja upisani isti brojevi.
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G1: Leon Krizani¢ - Angle chase

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Angle chasing je popularna metoda rjeSavanja geometrijskih problema u kojem trazimo veli¢inu po-
trebnih kuteva. Za angle chasing su potrebni razni teoremi:

Teorem 3.3.1: O sukladnosti trokuta

Trokuti AABC i AA’B’'C’ su sukladni:

- ako su im sve tri odgovarajuce stranice jednake duljine

- ako su im dvije stranice jednake duljine i kut izmedu njih jednake veli¢ine

- ako su im jedna stranica jednake duljine i kutevi na tu stranicu jednake veli¢ine

- ako su im dvije stranice jednake duljine i kut nasuprot ve¢oj od njih jednake veli¢ine

Teorem 3.3.2: 0 sliénosti trokuta
Trokuti AABC i AA’B'C’ su sliéni:

- Ako su im dva odgovarajuca kuta jednaka

- ako su im sve tri odgovarajuce stranice proporcionalne: % = BB,—g = %

- ako su im dvije stranice proporcionalne i kut izmedu njih jednake veliCine

- ako su im dvije stranice proporcionalne i kut nasuprot ve¢oj od njih jednake veli¢ine

Teorem 3.3.3: O obodnom i srediSnjem kutu

Svi obodni kutevi nad istim lukom AB su jednaki. SrediS$nji kut nat istim lukom AB je jednak
dvostrukom obodnom kutom nad istim lukom.
Teorem 3.3.4

Cetverokut je tetivan ako i samo ako vrijedi da su im nasuprotni kutevi suplementarni. Takoder
vrijedi i Ptolomejev poucak:

|AC|-|BD| = |AB|-|CD|+ |AD| - |BC|

Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako vrijedi: a + ¢ = b+ d.

Teorem 3.3.5: Kutevi uz transvelzalu

Ako su p i g dva paralelna pravca te k je treéi pravac koji sijeCe ta dva pravca, onda sijeCe te pravce
pod jednakim kutevima.

Laksi zadaci

1. Dokazite teorem 1.3.

2. Dokazite teorem 1.4.
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. Vanjski kut trokuta ABC' jednak je zbroju preostala dva unutarnja trokuta. DokaZite.
. Dokazite da je srediste opisane kruznice pravokutnom trokutu poloviste hipotenuze tog trokuta.

. Zadan je AABC i tangenta na njemu opisanu kruznicu kroz tocku B. Dokazite da je tada kut

izmedu te tangente i tetive BC jednak obodnom kutu /BAC (kut izmedu tangente i tetive).

. Dokazi da se tocka T nalazi na simetrali kuta ako i samo ako je ta tocka jednaka udaljena od

krakova kuta.

Umjereni zadaci

7.

9.

10.

11.

12,

13.

14,

15.

U siljastokutnom trokutu ABC u kojem je |AB| < |AC|to¢ka D lezi na stranici BC. Okomica
iz tocke B na pravac AD sijeCe kruznicu opisanu trokutu ABD u to¢kama B i E. Ako su pravci
DE i AC medusobno okomiti,dokaZi da je AD simetrala kuta <BAC.

. Neka je AB promjer kruznice k i neka su P, Q na luku AB. Neka je M presjek pravaca AP i

BQ), a N presjek pravaca AQ i BP. Dokazite da je MN 1 AB.

%mvica BC je najdulja stranica jednakokraénog trokuta AB_C. Neka je M tocka na stranici
BC takva da je |BA| = |BM|. NoziSte okomice iz tocke M na AB je to¢ka N. Dokazi da trokut
BMN i Cetverokut ACMN imaju jednake povrsine i opsege.

Tocka P je poloviste stranice AB duljine 2. Neka, je T diraliste tangente iz tocke A na kruZnicu
promjera PB. Odredi duljinu |[PT|.

Neka je ABC $iljastokutni trokut takav da je [BC| > |AC|. Simetrala duZine AB sijece pravac
BC u toc¢ki P, a pravac AC u toc¢ki Q. Tocka R je noziSte okomice iz to¢ke P na stranicu AC i

tocka S je noziste okomice iz tocke Q na pravac BC. Dokazi da pravac RS raspolavlja stranicu
AB.

Visina i tezi$nica trokuta AABC iz vrha A dijeli kut Z/BAC na tri jednaka dijela. Odredi sve
kuteve trokuta.

Neka je O srediste opisane kruznice §iljastokutnog trokuta ABC), te neka je N noziSte visine iz
vrha A. Dokazite da je /BAN = ZCAO.

Neka je duzina AD promjer kruznice, a B i C tocke na kruznici takve da se duzine AC i BD
sijeku unutar kruznice pod kutom od 60°. Ako je tocka S srediste kruznice, dokazite da je trokut
BC'S jednakostranican.

Neka, je tocka D sjeciSte stranice AB trokuta ABC i simetrale kuta trokuta u vrhu C. Kolike
su veli¢ine kutova trokuta ABC ako se podudaraju srediSte upisane kruZnice trokuta ADC i
srediSte opisane kruznice trokuta ABC?

Tezi zadaci

16.

17.

18.

U trokutu ABC, gdje je AB = AC toke M, N i K su polovista duzina BC, CA i AB redom.
we 1 wp su polukruznice s promjerima AC i AB redom, izvan trokuta. MK i M N sijeku wp i

we u X 1Y redom. Tangente na wp i weo kroz tocke X i Y redom, sijeku se u tocki Z. Dokazite
AZ 1 BC.

Dan je siljastokutni trokut ABC u kojem vrijedi AB < AC. Tocka D je poloviste stranice BC, a
p je pravac simetri¢an pravcu AD u odnosu na simetralu kuta <BAC'. Ako je P noZiste okomice
iz vrha C na pravac p, dokazite jednakost <APD = <BAC.

Kruznica upisana u trokut ABC u kojem vrijedi AB < AC dodiruje stranice BC, CAi AB u
to¢kama D, F i F, redom. Simetrala <BAC sijede pravce DE i DF u to¢kama M i N, redom.
Neka je K noZiste visine iz vrha A. DokaZite da je D centar upisane kruznice trokuta M NK.
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N1: lvan Premus - Djeljivosti

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Djeljivost je jedan od najosnovnijih, ali i najvaznijih pojmova u teoriji brojeva.
Definicija 3.4.1
Za brojeve a,b € Z, a # 0, kazemo da a dijeli b i piSemo a | b ako postoji cijeli broj k takav da je
b = ak. Kazemo da je a djelitelj od b, odnosno da je b visekratnik od a.
Ako su a, b,d, m,n prirodni brojevi, vrijede sljedeéa svojstva:
e akod|mid|mn,ondad|(am+ bn),
e ako d | n, onda ad | an,
e ako ad | an, onda d | n,
e ako d | n, onda (n/d) | n.
Prisjetimo se i osnovnih pravila djeljivosti:
Teorem 3.4.2: Djeljivost s 2,3,4,5,81 9
¢ Broj je djeljiv s 2 ako mu je zadnja znamenka djeljiva s 2.
e Broj je djeljiv s 3 ako mu je zadnja zbroj znamenaka djeljiv s 3.
¢ Broj je djeljiv s 4 ako su mu posljednje dvije znamenke djeljive s 4.
e Broj je djeljiv s 5 ako mu je zadnja znamenka djeljiva s 5.
¢ Broj je djeljiv s 8 ako su mu posljednje tri znamenke djeljive s 8.

¢ Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9.

Teorem 3.4.3: Teorem od dijeljenju s ostatkom
Za proizvoljan prirodan broj a i cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = qa+r,

0<r<a

U zadacima je Cesto korisno promatrati zajednicke djelitelje brojeva, a pogovoto najveéi zajednicki
djelitelj.

Definicija 3.4.4: Zajednicki djelitelj i najveci zajednicki djelitelj

Neka su a i b cijeli brojevi. Cijeli broj d takav da d | a i d | b zovemo zajednicki djelitelj od a i b.
Najveéi takav d zovemo najveéi zajednicki djelitelj (mjera) i oznadavamo ga s M(a, b).
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Sljedeéi teorem omoguéuje nam efikasno racunanje mjere dvaju brojeva.

Teorem 3.4.5: Euklidov algoritam

Za, cijele brojeve a i b vrijedi:
M(a,b) = M(a,b— a)

Primjer 3.4.1. Izrac¢unaj M(252,198).
Rjesenje 3.4.1. M(168,48) = M(120, 48) = M(72, 48) = M(24, 48) = 24 O

12n43

Primjer 3.4.2. Dokazi da je razlomak ™2,

gdje je n prirodan broj, neskrativ.

Rjesenje 3.4.2. PokaZimo da brojnik i nazivnik nemaju zadjenickih djelitelja osim 1, odnosno da su
relativno prosti. Koristit ¢éemo se Euklidovim algoritmom.

M(12n+3,9n+2) =M@GBn+ 1,9 +2) =M@Bn+1,6n+1) =M(3n+1,3n) = M(1,3n) =1

U zadacima koji se ticu djeljivosti Cesto je zanimljivo i korisno promatrati proste brojeve.

Definicija 3.4.6: Prosti brojevi

Za prirodan broj p > 1 kazemo da je prosti ako nema ni jednog djelitelja d, 1 < d < p.

Teorem 3.4.7: Osnovni teorem aritmetike

Svaki se prirodan broj moze na jedinstven nacin rastaviti na proste faktore, odnosno za svaki prirodni
broj n postoje (razli¢iti) prosti brojevi p1,ps, ..., px i eksponenti oy, ag, ..., qx takvi da vrijedi

n=p-py?- ... pok.
Zavrsimo s jednim jednostavim rezultatom kojeg je ipak vrlo dobro imati na umu.

Lema 3.4.8: Euklidova lema

Neka je p prosti broj i p | ab. Tada p | a ili p | b.

Posebno, ako je M(a,b) = 1, p dijeli samo jedan od brojeva a i b.

Laksi zadaci

1. Dokazi da je za prirodni broj n §245 neskrativ.

5n—23
n—"7T

Odredi sve cijele brojeve n za koje je cijeli broj.
Odredi prirodni broj n takav da mu je zbroj najmanja dva djelitelja 6, a zbroj najveéa dva 1122.
Dokazi pravilo djeljivosti za 3 i 9.

Odredi znamenke a i b tako da broj a2017b bude djeljiv s 72.

Odredi sve Cetveroznamenkaste brojeve djeljive s 16 oblika abab.

N e o & e

Odredi sve moguée vrijednosti od
M(12,3n + 2)
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. Kazemo da je prirodni broj N zanimljiv ako je djeljiv s 36 i ako postoji prirodni broj & manji

od 10 takav da su 1,2,...k u nekom poretku znamenke broja N u dekadskom zapisu. Odredi
najmanji zanimljiv prirodni broj.

. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) koji zadovoljavaju jednadzbu

mn? = 100(n + 1)

Tezi zadaci

10.
11.

12,
13.
14.
15.

16.
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Pronadi sve parove (p,n) gdje je p prosti broj, a n prirodni broj takve da je vrijedi p3 + 1 = n2.

Dokazi da je za svaku éetvorku prirodnih brojeva a, b, ¢, d broj (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)
djeljiv s 12.

Postoji li prirodni broj n takav da 4™ — 1 dijeli 5™ — 17

Odredi sve proste brojeve p za koje postoji prirodni broj n takav da p dijeli n? +3 i (n+1)2 +3.

Nadi sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da razlomci 2’"—n—1 i 2"—T;1 budu cijeli brojevi.

Neka su a i b cijeli brojevi takvi da 4 | (a + b)(a + 3b), ali 8 1 (a + b)(a + 3b). Dokazi da tada
8| (a+b)(a+ 3b)(a+ 5b), ali 16 1 (a + b)(a + 3b)(a + 5b).

Pokazi da za prirodne brojeve a i b vrijedi M(a, b)-V(a, b) = ab, gdje je V(a, b) najmanji zajednicki
viSekratnik od a i b.



X1: Patricija Dovijani¢ - Logika, Sto je dokaz?

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢ete se s osnovama matematicke logike i raznim nacinima dokazivanja. Za
razliku od predavanja koje ste do sada slusali, bit ¢e nam bitnije kako i na koji na¢in nesto dokazati
nego ono §to zapravo dokazujemo. Svrha predavanja je da usvojite kako pristupiti zadacima prikladnim
nacinima dokazivanja te da te dokaze provedete pravilno, tj. da znate kada ste nesto zaista dokazali.

Zapocet ¢emo s nekoliko uvodnih zadataka. Svaki éemo dokazati na razli¢it nacin. Pokusajte uociti
razlike medu dokazima i razmisliti s kojima ste se veé susreli. Sve nacine dokazivanja uskoro ¢emo
detaljnije obraditi zajedno s nekim logickim pojmovima.

Primjer 3.5.1. Dokazite da je zbroj parnog i neparnog broja neparan broj.

RjeSenje 3.5.1. ZapiSemo li parni broj u obliku 2k, a neparni u obliku 2/ 4+ 1 za neke prirodne brojeve
k il, tvrdnja slijedi direktno jer je 2k + 2l + 1 = 2(k + 1) + 1, Sto je neparan broj. O

Primjer 3.5.2. Dokazite da kvadrat prirodnog broja pri dijeljenju s 4 daje ostatak 0 ili 1.

Rjesenje 3.5.2. Podijelimo zadatak slucajeve ovisno o parnosti. Ako je poéetni prirodni broj n paran,
moZemo ga zapisati u obliku 2k za neki prirodan broj k. Sada zbog (2k)? = 4k?, pa je ostatak pri
dijeljenju s 4 jednak 0. Sli¢no, ako je pocetni broj neparan, mozemo ga zapisati u obliku 2k + 1 za
neki k, pa zbog (2k + 1)% = 4k? + 4k + 1 = 4(k? + k) + 1, pa pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1. O

Primjer 3.5.3. Dokazite da opéenito ne vrijedi x — y = y — x, za cijele brojeve z i y.

Rjesenje 3.5.3. . Dovoljno je pronadi neke z i y za koje tvrdnja ne vrijedi, npr. 211 7. O

Primjer 3.5.4. Ivica je na izlet ponio izvjesnu svotu novaca. Za ulazak u muzej potrosio je % ukupne
svote, za sok je dao % ostatka, a zatim je za kupnju suvenira potrosSio % ostatka novca koji mu je
preostao nakon kupnje muzejske ulaznice i soka. Koliko je kuna Ivica imao na pocetku izleta, ako mu

je ostalo 8 kuna?

Rjesenje 3.5.4. RjeSavanjem unatrag kao u zadacima iz nizih razreda dobijemo da je imao 56kn. [

Primjer 3.5.5. Dokazite Dirichletovo pravilo: ako nk + 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji
barem jedna kutija u kojoj se nalazi barem k + 1 kuglica.

Rjesenje 3.5.5. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim
kutijama zajedno najvise nk kuglica, Sto je nemogude jer kuglica ima vise od toga. O

Primjer 3.5.6. Dokazite da vrijedi tvrdnja: ako je a? paran, onda je i a paran.

Rjesenje 3.5.6. Dokazat ¢emo nesto drugaciju tvrdnju: ako je a neparan, tada je i a neparan. Naime,
ako je n neparan, vrijedi @ = (2n + 1) = 4n2 + 4n + 1 = 2(2n? + 2n) + 1 za neki n, $to je neparno.
Ukoliko vrijedi ova tvrdnja, vrijedi i tvrdnja zadatka. Za sada razmislite zaSto, a kasnije ¢emo to
detaljno objasniti. O

Nakon uvodnih primjera vidimo da se nekih metoda dokazivanja nije lako odmah sjetiti ili nije sasvim
jasno zaSto takvi dokazi vrijede. U tome ¢e nam pomo¢i malo znanja iz logike. Nemojte da vas zabrine
koli¢ina novih pojmova - njihova jedina svrha je da nam pomognu u razumijevanju nekih vrsta dokaza.
Uostalom, s mnogima ste se ve¢ prije sreli, iako mozda niste bili toga svjesni. Nakon svakih nekoliko
pojmova nalazi se izbor zadataka na kojima ¢emo ih izvjezbati.
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Tvrdnja i negacija

Definicija 3.5.1: Tvrdnja

Tvrdnja ili sud je neka smislena izjava koja je ili istinita ili neistinita.

Primjer 3.5.1. "Danas je subota', "Tri je paran broj", "Sunce sija i vjetar puse", "Svaki broj djeljiv s
10 zavrsava nulom", "Dva je paran broj ili je prost", itd. su primjeri sudova. No, "Je 1i Mislav popio

kavu?', "zeleno", "Eci peci pec" i "asdfgh' nisu sudovi jer ili nisu smisleni ili sami po sebi nemaju
istinitosnu vrijednost.

Definicija 3.5.2: Negacija
Negacija tvrdnje je tvrdnja suprotna polaznoj - govore nam istu informaciju, ali jedna drugoj su

znacenjem suprotne jer istinita tvrdnja negacijom postaje neistinita, i obratno.

Pokusajte negirati tj. zanijekati tvrdnje koje ste naveli kao primjere, npr. "Danas nije subota',"Tri
nije paran broj", "Sunce ne sija ili vjetar ne puse", "Dva nije paran ni prost'. Zasto ove negacije imaju
smisla?

A Oprez

Pazite Sto se dogada s veznicima poput "i" i "ili" pri negiranju jer nije sasvim ocito. Naime, negacija
ée "pretvoriti" ta dva veznika (ili bilo koje veznike koje nose isto znacenje kao oni: npr. veznici "a" i
"ali" i jo$ neki veznici u jeziku logike imaju isto znacenje kao veznik "i") u onaj suprotni, i negirati
tvrdnje koje su bile povezane tim veznikom. Dakle:

¢ negacija tvrdnje "A i B" je "neA ili neB"

e negacija tvrdnje "A ili B" je "neA i neB".

Dobra provjera jeste li nesto dobro negirali je da je to¢no jedna tvrdnja od polazne tvrdnje i njene
negacije istinita te da polazna tvrdnja i negacija zajedno obuhvaéaju sve moguénosti.

1. Odredite jesu li sljedeée tvrdnje istinite i negirajte ih: "Pravokutni trokuti su jednakostrani¢ni
i dva je prost broj", "Ne pijem, ne pusim, ne psujem", "Ili sam preumoran, ili je predavanje
pretesko', "Broj jedan nije ni prost ni slozen."

Dokaz kontraprimjerom

Definicija 3.5.1: Kontraprimjer

Kontraprimjer je izuzetak od neke generalizacije ili pravila. On opovrgava polaznu opéenitu tvrdnju.

Primjer 3.5.1. Kontraprimjerom smo dokazali tvrdnju u 3. uvodnom primjeru. Npr. negacija tvrdnje
"Svi brojevi su parni" nije "Svi brojevi su neparni' - dovoljno je da je samo jedan broj neparan da
polazna tvrdnja ne bi vrijedila i jednom kad nademo takav primjer polazna tvrdnja ne vrijedi. Takav
primjer koji opovrgava polaznu tvrdnju je upravo "kontraprimjer', a to¢na negacija je "Postoji neparan
broj." Sli¢no je i kada se "svaki" i "postoji' zamijene: negacija tvrdnje "Postoji paran prost broj" je
"Svi prosti brojevi su neparni'.

26



A Oprez

Pazite pri negiranju tvrdnji koje sadrzavaju rijeci "svaki" ili "postoji".

e negacija tvrdnje "Svi A su B" je "Postoji A koji nije B"

e negacija tvrdnje "Postoji A koji je B" je "Svi A su neB".

2. Dokazite da za cijele brojeve = i y opéenito ne vrijedi (z + y)? = z? + y? tako da nadete
kontraprimjer.

3. Dokazite da nije istina da su svi sloZeni brojevi djeljivi svim prostim brojevima koji su manji od
njih.

4. Dokazite da nisu svi trokuti jednakokracni.

Direktan dokaz

Definicija 3.5.1: Implikacija

Implikacija je tvrdnja koja je sastavljena od uzroka i posljedice. U matematici éemo uzrok cesto
nazivati pretpostavkom, a posljedicu tvrdnjom. Oznaka za implikaciju je = i zapisuje se u obliku
A= B.

Primjer 3.5.1. "Ako kisa pada, onda trava raste", "Ako je geometrijski lik kvadrat, onda je taj lik i
pravokutnik", "Ako je broj prirodan, onda je i cijeli", itd. su primjeri implikacija.

Dokaz iz 1. uvodnog zadatka zapravo je samo niz implikacija koje se nadovezuju jedna na drugu. Kada
dokaz slijedi direktno kao posljedica nekog slijeda istinitih tvrdnji, kaZzemo da se radi o direktnom
dokazu.

5. Dokazite da je zbroj kutova u trokutu jednak 180°.
6. Dokazite da je umnozak parnog i neparnog broja paran broj.

7. Dokazite da je peteroznamenkast broj djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrsetak djeljiv s
4.

Dokaz podjelom na slu€ajeve
Drugi zadatak dokazan je na sli¢an nacin kao prvi, samo je prvo bila potrebna podjela na slucajeve.
To je korisno imati na umu ako ne znate pristupiti zadatku: podijelite ga na vise slucajeva, a ako

niste sigurni kako napraviti podjelu, pokusSajte uociti neke pravilnosti na nekoliko primjera da lakse
dobijete ideju za moguce slucajeve. Pazite da obuhvatite sve mogude slucajeve svojom podjelom!

8. Dokazite da kub prirodnog broja pri dijeljenju s 9 daje ostatak 0, 1 ili 8.
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Dokaz svodenjem na kontradikciju

Kako negiramo implikaciju? Razmislite Sto bi imalo smisla! To¢ne negacije gornjih tvrdnji su "Kisa
pada i trava ne raste", "Geometrijski lik je kvadrat, ali nije pravokutnik", "Broj je cijeli i nije prirodan".
Dakle, negacija implikacije je tvrdnja u kojoj je istovremeno pretpostavka ostala ista, a posljedica je
negirana. Vazno je i da "ako... onda" zamijenimo veznikom poput "i", "'a", "ali".

A Oprez: Negacija implikacije

Negacija implikacije nije opet implikacija! Negacija tvrdnje "Ako A, onda B " je "A i neB".

Dokaz kontradikcijom vrsta je indirektnog dokaza jer tvrdnju ne dokazujemo izravno veé¢ tako da
dobijemo kontradikciju, tj. proturjecnost, nesto besmisleno. Kada to koristimo?

Ako nismo sigurni kako dokazati da neka implikacija vrijedi, moZda je lakse pokusSati dokazati da
njena negacija ne vrijedi. Sjetimo se: to znaéi da istovremeno vrijedi uzrok (pretpostavka), a ne vrijedi
posljedica (tvrdnja). To napravimo tako da pretpostavimo da vrijedi negacija tvrdnje i dodemo do
neke tvrdnje koja nema smisla, tj. do kontradikcije.

Peti uvodni primjer dokazali smo svodenjem na kontradikciju: pretpostavili smo da vrijedi uzrok i
posljedica ne vrijedi, ali polazeéi od toga dobili nesto Sto nema smisla, dakle nasa pretpostavka nije
bila istinita, Sto znaéi da je njena negacija (tj. poCetna tvrdnja) istinita, §to smo i htjeli dokazati.

9. Tri djecaka dosla su na igraliste s loptama A, B, C razli¢itih boja. Jedna lopta je siva, druga
bijela, a treéa plava. Koje su boje lopte ako je samo jedna od tri izjave istinita: A je plava, B
nije plava, C nije siva?

10. Tri osumnjicenika dali su sljedece iskaze:
A: Iskaz osobe B je neistinit.
B: Iskaz osobe C je neistinit.
C: Lagale su i osoba A i osoba B.
Tko govori istinu?

11. U seocu Istinolazje Zive Istini¢i koji uvijek govore istinu i Lazi¢i koji uvijek lazu. Susreli ste Cetiri
stanovnika A, B, C, D i rekli su vam sljedece:
A: Mi smo sva Getvorica Laziéi.
B: Ne, samo je jedan od nas Lazié.
C: Medu nama su to¢no dva Lazica.
D: Ja sam Istinic.
Je 1i stanovnik D uistinu Istinié?

12. Neka su a, b i ¢ medusobno razliéite znamenke razli¢ite od nule. MoZe li zbroj troznamenkastih
brojeva nastalih od tih znamenaka (bez ponavljanja) biti jednak kvadratu nekog prirodnog broja?

13. Dokazite da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

14. Dokazite da /2 nije racionalan broj.

Jos malo o implikaciji

Definicija 3.5.1: Obrat

Obrat implikacije je implikacija nastala tako da zamijenimo uzrok i posljedicu polazne implikacije,
tj. obrat od A = B je B = A.
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Primjer 3.5.1. Obrati prijasnjih tvrdnji su "Ako trava raste, onda kisa pada', "Ako je geometrijski lik
pravokutnik, onda je kvadrat', itd. Uocite da ¢ak i ako je tvrdnja istinita, njen obrat uopée ne mora
biti istinit, kao $to je slucaj u ovim primjerima.

15. Smislite tri istinite implikacije o matematickim pojmovima i negirajte ih. NapiSite njihov obrat
i odredite je li istinit ili ne.
16. Napisite obrat Talesovog teorema: Svaki obodni kut nad promjerom je pravi.

17. Dokazite da ne vrijedi obrat sljedece tvrdnje: Umnozak dvaju prirodnih brojeva a i b djeljiv je
nekim prirodnim brojem c kada je barem jedan od faktora umnoska djeljiv brojem c.

18. Dokazite sljede¢u tvrdnju i provjerite vrijedi li obrat: Umnozak dva uzastopna parna broja djeljiv
je s 8.

19. Provjerite vrijedi li obrat ove tvrdnje: Ako je prirodan broj djeljiv s 12, onda je djeljiv s 3 i 4.

20. Pronadite gresku u dokazu (neistinite!) tvrdnje "Ako je geometrijski lik pravokutnik, onda je i
kvadrat.": Dokazujemo obrat turdnje koji glasi "Ako geometrijski lik nije pravokutnik, onda nije
ni kvadrat’. Ova turdnja ocito vrijedi, pa vrijedi i polazna.

21. Pronadite gresku u implikacijama 22 =5z =z =5,22 =4 =2 =2, (z—2)(z—-3)=0=> 2 =2
i a2 = b2 = a = b. Vrijede li obrati tih implikacija?

Ekvivalencija

Definicija 3.5.1

Dvije tvrdnje su ekvivalentne ukoliko su uvijek ili obje istovremeno istinite ili obje istovremeno
neistinite. Oznaka za ekvivalentne tvrdnje je A < B.

Uodimo da ekvivalenciju zapravo ¢ine dvije implikacije, A == B i B = A, koje su ili obje istinite ili
obje neistinite. Primjer implikacije kojoj su oba smjera istinita, odnosno ekvivalencije, je npr. Talesov
ili Pitagorin poucak. U vasSoj srednjoskolskoj matematickoj karijeri susrest Cete se s dokazivanjem
ekvivalencija i bit ée jako vazno da uvijek dokaZete obje implikacije, tj. oba smjera.

U slucaju ekvivalencije ne koristimo rijeci "ako" i "onda", ve¢ izraz "ako i samo ako": "Trokut je
pravokutan ako i samo ako je zbroj kvadrata duljina kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze."

Kad pisemo viSe jednakosti jednu ispod druge, zapravo podrazumijevamo da su sve ekvivalentne, osim
ako ne naglasimo drugacije - tu se cesto moze potkrasti greska.

Na temelju ekvivalencije moZemo dokazivati neke vrste zadataka "unatraske", jer oba smjera rjesavanja
vrijede. To smo napravili u 4. zadatku iz uvoda. Danas se neéemo previse baviti takvim zadacima, ali
imajte na umu ovu metodu rjeSavanja i zasto je povezana s ekvivalencijom.

22. Dokazite ekvivalenciju: Prirodan broj je paran ako i samo ako mu je posljednja znamenka parna.

23. Provjerite vrijedi li sljedeéa ekvivalencija: Trokut je jednakokracan ako i samo ako ima dvije
stranice duljine 5 centimetara.
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24. Pronadite gresku:

a) b)
a=b V2 +5=2z+1
a’=ab
a2 —1b2=ab—b? 2 4+5=42 44z +1
(a+b)(a—b) =b(a—1b) 322 +4z—1=0
a+b=1> 5
2b=b 3(@—3)@+2)=0
2=1

25. Pronadite gresku:

\/4—2\/§=\/1—2\/§+3=\/(1—\/§)2=1—\/§

Dokaz obratom po kontrapoziciji

Definicija 3.5.1: Obrat po kontrapoziciji

Obrat po kontrapoziciji implikacije "Ako A, onda B" je "Ako neB, onda neA".

Tako obrat implikacije ne mora uvijek biti istinit kada je polazna implikacija istinita, obrat po kon-
trapoziciji je vrsta obrata koja je uvijek istinita ako je polazna tvrdnja istinita i obratno, tj. ima istu
istinitosnu vrijednost kao polazna implikacija. To je korisno jer ako ne znamo dokazati tvrdnju
zadatka, moZzda znamo dokazati njen obrat po kontrapoziciji, a tada ¢e vrijediti i polazna tvrdnja
zadatka jer znamo da je tada i ona istinita.

Ukratko, tvrdnje "Ako A, onda B" i "Ako neB, onda neA" su ekvivalentne.

Primjer 3.5.1. Obrati po kontrapoziciji prijasnjih tvrdnji bili bi "Ako trava ne raste, onda kisa ne
pada', "Ako geometrijski lik nije pravokutnik, onda nije ni kvadrat", "Ako broj nije cijeli, nije ni
prirodan". Dakle, napravimo "obi¢an" obrat i zatim obje tvrdnje u implikaciji negiramo.

Na ovaj nacin rijesili smo 6. uvodni primjer. Dokaz obratom po kontrapoziciji je indirektan jer nismo
dokazali polaznu tvrdnju veé njen obrat po kontrapoziciji, odakle je tek slijedila polazna tvrdnja (jer
znamo da ako vrijedi obrat po kontrapoziciji neke tvrdnje, onda vrijedi i polazna tvrdnja).

26. Smislite tri implikacije o matematickim pojmovima i napiSite kako glasi njihov obrat po kon-
trapoziciji. Uvjerite se da su istinitosne vrijednosti implikacije i njenog obrata po kontrapoziciji
jednake.

27. Zadana je tvrdnja: "Ako je n prirodan broj, onda je i cijeli broj". NapiSite ovoj tvrdnji negaciju,
obrat, obrat po kontrapoziciji, te za svaku tvrdnju dokazite je li istinita ili ne.

28. Dokazite koristeéi obrat po kontrapoziciji: ako je kvadrat nekog broja viSekratnik broja 5, onda
je i on sam visekratnik broja 5.

29. Dokazite obratom po kontrapoziciji da ako je 22 — 6x 4+ 5 paran broj, onda je  neparan broj.

30. Dokazite direktno, metodom dokazivanja unatrag, pomoéu kontradikcije i pomoéu obrata po
kontrapoziciji da za pozitivne realne brojeve a i b vrijedi %’ > Vab.
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Zadaci za drugu grupu

A2: Mislav Brneti¢ - Uvod u nejednakosti

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Zadaci u kojima je potrebno dokazati da vrijedi neka nejednakost se vrlo ¢esto pojavljuju na raznim
razinama natjecanja pa je zato poznavanje nejednakosti, makar i samo osnovnih principa rjeSavanja,
vrlo bitno, s obzirom da tezina zadataka moze jako varirati.

Ovo predavanje je uvod u osnovne principe dokazivanja nejednakosti te u nejednakost medu sredinama
(kvadratne, aritmeticke, geometrijske i harmonijske sredine) kao osnovne nejednakosti, $to je u principu
dovoljno za rjeSavanje nejednakosti do drzavne razine.

Zainteresiranima kao prirodni nastavak ovog predavanja preporu¢am predavanje o CSB (Cauchy-
Schwarz- Bunjakovski) nejednakosti.

Za pocetak, primijetimo da vrijede sljedeée tvrdnje:
l.z>2yiz<y = z=y,Vz,yeR
2.x>2yiy>z = x> 2,Vr,y,z€R

x>yia>b = z+a>y+5bVr,y,a,beR

- w

x>y = z+z2>2y+2Vr,y,z€R
5. z2yia>b = za2>ybVr,ycR,z,y >0
6. x2>20iy>0 = 2y >0,Vz,y € R

7. 22>0,Vr €R,z2 =0samozaz =0

Primjer 4.1.1. Dokazite da za sve realne brojeve vrijedi:

a? + b2 > 2ab

RjeSenje 4.1.1. Prebacivanjem izraza s desne strane dobivamo ekvivalentnu nejednakost
a? —2ab+b*> >0
(a—b)?2>0
Sto je poznato da vrijedi. O
U dokazivanju nejednakosti tipi¢an pristup je krenuti s jednom stranom nejednakosti te pomocéu niza

nejednakosti doéi do trazene druge strane ili zapisati nejednakost u drugom ekvivalentnom obliku koji
mozemo lako dokazati.
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A Oprez

Ukoliko trazite niz ekvivalentnih nejednakosti, pripazite da nejednakosti zaista i jesu ekvivalentne.
Naime, djelovanje nekih operacija nad nejednakostima nije jednako kao kod jednakosti (npr. mnoze-
nje negativnim brojem).

Jednako tako, ako krecete s jedne strane Zeljene nejednakosti, pripazite da mozete dokazati preslabu
nejednakost - npr. da je neki izraz veéi od 3, iako treba dokazati da je vedii od 5.

KAGH nejednakosti (nejednakosti medu kvadratnom, aritmetickom, geometrijskom i harmonijskom
sredinom) su jedne od temeljnih nejednakosti. Za pocetak, definirajmo kvadratnu, aritmeticku, ge-
ometrijsku i harmonijsku sredinu (za n pozitivnih realnih brojeva oznacenih z1, zo, ..., Z):

Definicija 4.1.1

e harmonijska sredina

e geometrijska sredina

G=¥Yx1 -x9-... - Ty

o aritmeticka sredina
oz +z22+ ...+ zy

n

A

e kvadratna sredina

K_\/x%+a:g+...+x%
n

Teorem 4.1.2

Za pozitivne realne brojeve x1, ..., T, vrijedi nejednakost medu sredinama:

K>A>G>H

Dodatno, jednakost vrijedi samo za 1 = 2 = - - - = xy,.

Dokaz. Prvo dokazujemo AG nejednakost.
Dokazimo tvrdnju za n = 2.

DER > VEm
— (r1+ :c2)2 > 4z - T9
= 224+l 2m 10 > 43 - 20
<~ w%+w%—2w1-x220
= (r1—22)2>0
Sto vrijedi.
Ovdje lako slijedi kako jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 = x3.

Dokaz za n > 2 ostavljam za vjezbu citatelju (hint: pokusajte primijeniti ovaj dokaz nan =4) O

KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

Dokaz za KA i GH nejednakost slijedi kao zadatak 7.
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Primjer 4.1.2. KoriStenjem AG nejednakosti dokazite nejednakost iz Primjera 1.1.
a’ +b% > 2ab
Rjesenje 4.1.2. Po AG nejednakosti vrijedi:

a? + b?

> Va2b? = |ab| > ab

Laksi zadaci
1. Dokazite da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a?+b+c%>ab+bc+ ca

2. Dokazite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abc

3. Neka je a > 0. DokaZite da za sve realne brojeve x, y, z za koje je z+y+2z = 0 vrijedi nejednakost:

(14+a®*)(1+a¥)(14+a%) >8
Kada vrijedi jednakost?
4. Dokazite da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

2+ 2
2 +1

>2

Kada vrijedi jednakost?
5. Neka su a,as, ..., a, pozitivni realni brojevi takvi da je aias - - - a, = 1. Dokazite da vrijedi:
(a1 +1)(ag+1)---(ap+1) >2"
Kada vrijedi jednakost?

6. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve x,y vrijedi nejednakost:

(> +z+1)( 2 +y+1) > 9y

Umjereni zadaci
7. Dokazite KA i GH nejednakost.

8. Neka je = pozitivan realan broj. Odredite minimalnu vrijednost izraza
1
T+ -
x

9. (Nesbittova nejednakost) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost:

a + b + c >§
b+c c+a a+b ™ 2
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10.

11.

12,

13.

14.

Za, pozitivne realne brojeve a, b, c dokazite da vrijedi:

a® + b? S a+b
a+b — 2

Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve vrijedi

ab bc ca
—+—+——2>a+b+c
c a b

Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b i prirodan broj n vrijedi nejednakost:

/o < a+nb

“n+1

Ako je b > a > 0, odredite minimalnu vrijednost izraza:

1

b+ a(b—a)

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a + b + ¢ = 1. Dokazite nejednakost:

1+ 9a2 n 1+ 9v2 n 1+ 9¢2
142a+2024+2¢2  142a24+2b+2c2 14 2a?+ 2b%+2¢

Tezi zadaci

15.

16.

17.

18.

19.
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Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. DokaZite nejednakost:

a’+6 b’ +6 N 2+6 <
202 +2242c24+2a—1 2a2+22+42c24+20—1  2a2+22+2c2+2c—1 —

Dani su realni brojevi xzg,z1,...,x, takvi da vrijedi z9 > 1 > ... > z,. Dokazite da vrijedi
nejednakost:

1 1 1
To — Tn + + ot ———— >

To— %1 T1— T2 Tpn—-1— Tn

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a? + b2 + ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

4 3 4 3 4 3
a* + 3ab +b + 3bc +c + 3ca <4
a3 + 2b3 b3 + 2¢3 A3+ 2a3 —

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazite da vrijedi:

U VE W U
a+b b+c2 c+a?2 " 4\a ¢ c

Pri vrhovima komada kartona u obliku kvadrata duljine stranice a odsijecimo jednake kvadrate
duljine stranice z i od ostatka slozimo kutiju bez poklopca.

Odredi z tako da kutija bude maksimalnog volumena.



C2: Matej Vojvodic¢ - Invarijante

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Invarijanta

U ovom ¢emo predavanju nauciti primjenjivati invarijante i monovarijante u raznim kombinatornim
zadatcima. Zato prvo uopée moramo definirati $to je invarijanta:

Definicija 4.2.1: Invarijanta

Invarijanta (in ne + variare mijenjati) neke transformacije (odnosno poteza) sve je ono §to je na
odredeni naéin povezano s razmatranim matemati¢kim objektima (npr. udaljenost todaka, parnost
brojeva, brojnost objekata s nekim svojstvom itd.), a ne mijenja se pri toj transformaciji,
odnosno preslikavanju.

Primjer 4.2.1. Zmaj ima 100 glava. Borna Zeli zmaju odsjeci sve glave svojim moénim macem. Borna
nije jos iskusan vitez pa zna samo sljedeée poteze:

o Ako odsjece 1 glavu, izrast ¢e ih 19.
¢ Ako odsjece 15 glava, izrast ée ih 0.
e Ako odsjece 22 glave izrast ée 4.

¢ Ako odsjece 2 glave izrast ée ih 11.

Moze li Borna zmaju odsjeci sve glave i ubiti ga? Ako da, kako? Ako ne, zasto?

Rjesenje 4.2.1. Primijetimo da se djeljivost broja glava zmaja s brojem 3 ne mijenja nakon poteza.
Zato ¢emo odabrati invarijantu "ostatak broja glava pri dijeljenju s brojem 3".
Pokazimo najprije da navedena veli¢ina zaista i je invarijanta. Ako primijenimo prvi potez, zmaj ée
imati 18 glava viSe, Sto ne mijenja ostatak pri dijeljenju s 3 jer je 18 djeljivo s 3. Ako primijenimo drugi
potez, zmaj ¢e imati 15 glava manje Sto ponovno ne mijenja ostatak pri dijeljenju s 3. Ako primijenimo
tre¢i potez, zmaj Ce imati 18 glava manje, a ako primijenimo cetvrti potez ¢e imati 9 glava vise, Sto
opet ne mijenja ostatak pri dijeljenju s 3.
Sada dovrsavamo rjeSenje nakon $to smo pronasli invarijantu i pokazali ju: kako na pocetku broj glava
zmaja nije djeljiv s 3, onda nikada neée modéi biti djeljiv s 3. Da broj glava moze pasti na 0, tada bi bio
djeljiv s 3. Dakle, broj glava zmaja koristeéi ove poteze nikada ne moze pasti na nula, pa zato Borna
ne moze ubiti zmaja.

O

A Oprez: Je li ovo zaista invarijanta?

Pazite da invarijanta koju promatrate zaista je invarijanta na sve poteze. Ne smijete za neke poteze
definirati jednu varijantu, a za druge drugu - jer tada ni jedna "invarijanta" nije zaista invarijanta.

Primjer 4.2.2. Dodajmo na primjer sa zmajem odozgo potez koji ¢e odrezati samo jednu glavu, a
narasti ¢e ih jo§ 101. Moze li sada Borna ubiti zmaja?

A Oprez: Je li ovo moguée?

Proveli ste neko vrijeme na zadatku s invarijantom, no sve invarijante koje ste probali prolaze - ne
mozete nikako pokazati da nije moguce. Jeste li probali pokazati primjerom da je mogudée?

U vecini zadataka u kojima je odgovor da je nesto moguce, od vas se ocekuje da date primjer u kojem
ée se postidi to Sto je moguce, ili barem neki algoritam koji onda morate pokazati da ée zaista dati
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to neko rjesenje.

Rjesenje 4.2.2. Sada je moguce ubiti zmaja. Na primjer, Borna mozZe dva puta primijeniti novi potez
i tada ¢e zmaj imati to¢no 300 glava. Nakon $to jos dvadeset puta primijeni drugi potez, ubit ée
zZmaja. 0

Ostavljeno citateljima na razmatranje: navedeno rjesenje koristi 22 poteza. Koliko najmanje poteza (i
koje) koristi rjeSenje koje koristi najmanje poteza?

Monovarijanta
Sada kada smo se upoznali s invarijantom, moZzemo definirati i monovarijantu:

Definicija 4.2.1: Monovarijanta

Monovarijanta (mono jedno/jednoliéno + variare mijenjati) neke transformacije (odnosno poteza)
sve je ono Sto je na odredeni nacin povezano s razmatranim matematickim objektima, no za razliku
od invarijante se moZe mijenja pri toj transformaciji, no kada se mijenja uvijek se ili samo
povecava ili samo smanjuje.

Primjer 4.2.1. Na kampu je svaki mentor neprijatelj s najvise druga tri mentora, a sva neprijateljstva
su obostrana. Pokazi da je moguée mentore raspodijeliti na dvije polovice kampa tako da je svaki
mentor neprijatelj s najviSe jednim drugim mentorom na dodijeljenoj polovici.

RjeSenje 4.2.1. Za pocetak, podijelimo mentore nasumi¢no na polovice. Promatrajmo monovarijantu
"ukupan broj neprijatelja na istoj polovici". Primijetimo da se nuZno radi o nenegativnom cijelom
broju, tj. broj neprijatelja na istoj polovici nikad ne moze biti negativan.

Ukoliko postoji neki mentor koji ima barem dva neprijatelja na istoj polovici, tada ga moZemo pre-
baciti na drugu polovicu jer ¢e se tada ukupni broj neprijateljstava sigurno smanjiti. Zasto? Jer smo
sigurno smanjili broj neprijateljstava za barem 4 jer viSe ne postoje obostrana neprijateljstva s ta dva
neprijatelja, a povecali smo za najviSe dva jer mentor kojeg smo premjestili moze imati najvise jednog
neprijatelja u drugoj polovici.

A Oprez: Zasto koristimo monovarijante

Primijetimo da gore navedeni argument sam po sebi (bez uporaba monovarijanta) nije dovoljan jer
neprijatelj mentora kojeg smo premjestili mozda veé¢ ima neprijatelja na toj polovici. Dakle, sada
¢emo morati premjestiti i njega, ali opet se slicno moze dogoditi i kad njega premjestimo.

Dakle, problem kada ne koristimo monovarijante je da ne mozemo lagano pokazati da proces zavrsava.
Naravno da bi mogli komplicirati i nekako drukcije dovrsiti zadatak nakon ovog argumenta, no
zavrSetak koriste¢i monovarijante je najelegantniji i najkraci!

Dakle, kako se broj neprijatelja stalno smanjuje kada moZemo napraviti potez, a ne moze postati
negativan, to znaci da u nekom trenutku viSe ne¢emo modéi napraviti potez, tj. izabrati mentora koji
ima barem dva neprijatelja na istoj polovici. U tom trenutku smo pronasli konstrukciju koju tvrdimo
da postoji, jer svatko ima najvise jednog neprijatelja na istoj polovici. O
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Zadaci

10.

11.

12,

Ovo éemo zajednickim snagama...

. Na stolu je 100 c¢asa od kojih je samo jedna trenutno napunjena sokom. Mali Marko ¢e nekoliko

puta odabrati po dvije susjedne ¢ase. Ukoliko su obje ¢aSe prazne, napunit ¢e ih sokom, a ukoliko
su obje ¢aSe pune, popit ée sok iz njih. Ako je jedna daSa puna, a druga nije, onda ée Marko
preliti sok iz pune ¢aSe u praznu. Moze li Marko postié¢i da nekad sve ¢ase budu prazne?

. Matej je Ivi poklonio kutiju u kojoj su neke kutije. Za svaku kutiju vrijedi da se u njoj nalazi

ili jo$ to¢no dvije kutije (s moguée nekim brojem kutija u njima) ili nijedna. Je li moguée da je
Matej Ivi poklonio toéno 1000 kutija?

. Je li moguce Sahovsku plo¢u kojoj su uklonjena dva nasuprotna vrha poploc¢ati s dominama?

. Postoji li niz od 1000 prirodnih brojeva koji sadrzi tocno 37 prostih brojeva?

Sto je uopée optimalna strategija?

. Lucija i Anja kupile su ¢okoladu dimenzija n x m. U potezu mogu uzeti bilo koji pravokutnik

¢okolade i prelomiti ga na dva pravokutnika prirodnih dimenzija. Gubitnica je ona koja ne moze
napraviti potez. Ako Lucija ide prva, tko ée pobijediti (u ovisnosti o n i m)?

. Lana i Mare imaju n hrpa Zetona takvih da je na prvoj hrpi jedan Zeton, na drugoj dva Zetona,

na trecoj tri Zetona... i na n-toj n Zetona. U potezu mogu izabrati jednu hrpu sa barem dva
Zetona, i razdvojiti je na dvije manje hrpe. Gubitnica je ona koja ne moZe napraviti potez. Ako
Lana ide prva, tko ¢e pobijediti?

. Brojevi od 1 do 6 napisani su jedan za drugim. Martin i Tomislav naizmjeni¢no stavljaju izmedu

brojeva znak plus ili minus. Prvi ide Tomislav. Nakon §to je svih 5 mjesta izmedu brojeva
popunjeno znakom, izra¢unaju rezultat. Ako je rezultat paran, pobjeduje Tomislav, a ako je
neparan pobjeduje Martin. Tko pobjeduje ako oba igraca igraju optimalno?

. Na plodi je zapisano po 100 brojka 1 i 2. Ita i Maja mogu odabrati par brojeva s ploce, i ako su

isti obrisu ih i napisu 2, a ako su razli¢iti ih obriSu i napisu 1. Ita pobjeduje ako na ploci ostane
1, a Maja ako ostane 2. Brojeve biraju naizmjeni¢no. Ako Ita ide prva, tko ¢ée pobijediti?

. Matej je na plocu zapisao sve prirodne brojeve od 1 do n. Zatim Mihael bira po dva broja s

ploce i obriSe ih, a na plo¢u zapiSe apsolutnu vrijednost njihove razlike. Potez ponavlja dok ima
barem dva broja na plo¢i. U ovisnosti o n, hoée 1i zadnji broj na ploc¢i biti paran ili neparan?

Na plo¢i je 2021 nula, 2022 jedinice i 2023 dvojki. Dozvoljeno je u svakom potezu izbrisati dva
razli¢ita broja i napisati onaj tredéi.

a) Ako je na ploci ostao samo jedan broj, koji je?

b) Je li moguée da su u nekom trenutku na ploéi bile samo nule?

Nera moze pretvoriti macku u psa i obratno. Postavila je 11 macaka i jednog psa u krug. Kako
jos nije iskusna, éaroliju moze primijeniti samo na tri uzastopne Zivotinje. MozZe li uzastopnim
ponavljanjem te carolije, posti¢i da oko stola opet bude 11 macaka i jedan pas, ali tako da pas
sjedi na mjestu neposredno pored onog na kojem je sjedio na pocetku?

Na stol je postavljeno 2022 karte pri cemu su sve okrenute na zlatnu stranu, a plava strana
je na stolu. Matej i Emanuel igraju sljede¢u igru: igra¢ koji je na potezu bira neku kartu koja
trenutno pokazuje zlatnu stranu i okreée nju i 49 karata njoj s lijeva na drugu stranu (one koje su
pokazivale zlatnu stranu sad pokazuju plavu, a one koje su pokazivale plavu stranu sad pokazuju
zlatnu). Pobjednik je onaj koji odigra zadnji potez. Ako Matej ide prvi, tko ée pobijediti?
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13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Invarijante na plocama
Je 1i moguce plocu 10 x 10 poplocati s 25 plocica dimenzija 1 x 47
Moze li se ploca dimenzija 10 x 10 poplocéati T tetranominama?

Patricija je poplocala pod oblika 2n x 2m plocicama oblika 2 x 2 i 1 x 4. No, usred nod¢i joj je
netko ukrao jednu plocdicu, a ostala joj je samo jos jedna plocica druge vrste. Moze li Patricija
ponovo poplocati pod ako moZe pomicati sve neukradene plocice?

Nika zeli poplocati pod svog vrta oblika 2n + 1 X 2n + 1, s time da se zemlja nalazi u poljima
koja su presjek redova i stupaca parnih rednih oznaka, a na ostalim mjestima se nalazi pod. Za
koje vrijednosti n Nika mozZe poplocati svoj vrt dominama?

Moze li skakag¢ obiéi ploc¢u veli¢ine 4 x 40 pocevsi iz proizvoljnog polja tako da svako polje posjeti
to¢no jednom i vratiti se na pocetno polje?

Neke trivijalne transformacije

Na ploé¢i je zapisan broj 20212922, Potez se sastoji od toga da uzmemo najljeviju znamenku,
maknemo ju iz broja i pribrojimo ju ostatku (npr. za broj 2021 = (0)21 + 2 = 23). Pokazi da u
trenutku kada ostane broj s to¢no 10 znamenki, da su neke dvije jednake.

Na skolskoj ploci je napisano 5 brojeva. U svakom koraku radimo sljedeéu transformaciju: oda-
biremo bilo koja tri broja, nazovimo ih z, y i z i mijenjamo ih u 2x — y, 2y — z i 22 — x. Ako
su na pocetku bili napisani brojevi 7, 10, 12, 15, 17, moZemo li, uzastopnim ponavljanjem tog
postupka, doéi do (neuredene) petorke brojeva:

a) 9, 11, 13, 14, 167 b) 6, 7, 11, 17, 207 c) 6, 8, 10, 18, 197

Na ploci je zapisano n brojeva: x1,x2,...%,. U potezu moze zamijeniti brojeve a i b s brojem
ab+ a + b. Koja je vrijednost broja koji ¢e posljednji ostati na ploci?

Stella je postavila tri Zetona na polja (0,0), (0,1) i (1,0) u koordinatni sustav. U potezu izabire
dva Zetona koja se trenutno nalaze na koordinatama A i B. Tada Zeton sa to¢ke A prebacuje na
tocku A’ tako da je B poloviste duzine AA’. Moze li nekim Zetonom doéi do (1,1)?

Na otoku sreée se nalazi 100 zelenih, 200 crvenih i 300 plavih kameleona. Kada se dva kameleona
razli¢itih boja sretnu, oba odmah promijene boju u tre¢u boju. Mogu li svi kameleoni u nekom
trenutku postati iste boje? Ako ne, koliko najmanje kameleona treba dodati kako bi mogli svi
nakon nekog vremena biti istih boja?

Iz tocke (z,y) mozemo preéi u tocku (0.6z + 0.8y,0.8z — 0.6y) ili u tocku (y,x). MoZemo li iz
tocke (3,7) doéi u tocku (4,5)?

U vrtu oblika 10 x 10 polja neka su polja obrasla korovom. Ukoliko ¢isto polje dijeli stranicu
s barem dva polja obrasla korovom, preko noéi ¢e i ono biti obraslo korovom. Koliko najmanje
polja mora na pocetku biti obraslo korovom da nakon nekog vremena sva polja budu obrasla
korovom? Sto ako je vrt oblika 5 x 10?

Zadani su (z,y) = (19,94). Potez je uredeni par (z,y) zamijeniti bilo kojim od parova:
(z—v,9), (z+y,y), (y,z). Je li moguée doéi do (19,95)? Je li moguée doéi do (19,96)?

Ukoliko imate bilo kakva pitanja vezana uz zadatke, slobodno mi se obratite na
matej.vojvodic00@gmail.com.
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G2: Patricija Dovijani¢ - Tetivni cetverokuti

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Definicija 4.3.1: Tetivni Cetverokut

Cetverokut kojem se moze opisati kruZnica zove se tetivni Cetverokut.

Znamo otprije da svakom trokutu mozemo opisati kruznicu, no isto ne vrijedi i za ¢etverokute. Tetivni
cetverokuti su konveksni cetverokuti cija sva Cetiri vrha leZe na istoj kruznici, tj. njihove stranice
ujedno su tetive iste kruznice. Vrlo cesto pokaze se korisnim u zadacima prepoznati tetivne cetverokute
i koristiti njihova svojstva s kojima ¢emo se danas upoznati. Prisjetimo se najprije nekih vaznih teorema
vezanih za kruznicu:

Teorem 4.3.2: O obodnom i sredisnjem kutu

Sredisnji kut kruznice dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta.

Teorem 4.3.3: Obodni kutovi

Obodni kutovi nad istim lukom kruZnice su jednaki. Obodni kutovi nad suprotnim lukovima su
suplementarni.

Teorem 4.3.4: Talesov teorem
Svaki obodni kut nad promjerom je pravi.

Vrijedi i obrat Talesovog teorema: ako je AB proizvoljna duzina, tada je skup svih tocaka T takvih
da je ZAT B pravi kut kruZnica s promjerom AB.

Teorem 4.3.5: O kutu izmedu tetive i tangente

Kut izmedu tetive kruznice i tangente na tu kruznicu u jednoj od krajnjih tocaka tetive jednak je
obodnom kutu nad tom tetivom.

Takoder, vrijede ove (vrlo) korisne tvrdnje:

Teorem 4.3.6: Neke korisne tvrdnje o trokutu i kruznici

1. Simetrala kuta i simetrala nasuprotne stranice trokuta sijeku se na opisanoj kruznici tog tro-
kuta.

2. Polovista stranica trokuta i noziSta visina trokuta leZe na istoj kruZnici. (Na toj kruZznici jos
leze i polovista duzina AH, BH i CH, gdje je H ortocentar trokuta ABC. Ta kruZnica zove
se Feuerbachova kruznica ili kruznica 9 tocaka.).

3. Osnosimetricne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leZe na opisanoj kruZnici tog
trokuta.

4. Centralnosimetri¢ne slike ortocentra s obzirom na polovista stranica trokuta leZe na opisanoj
kruznici tog trokuta.
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Dokazi ovih tvrdnji jako su lijepo objasnjeni u obliku videa u sklopu MNM on-line predavanja Tetivni
cetverokuti, zadaci 4, 5, 6 i 7. Znam da nitko ne voli zadace, ali zaista vam toplo savjetujem da ih
proucite za domacu zadacu jer vam neée oduzeti puno vremena, a znaju se koristiti u zadacima,
pogotovo u kombinaciji s tetivnim céetverokutima. Neéemo se baviti ovim tvrdnjama na danaSnjem
predavanju, ali dobro je susresti se s njima §to ranije bar na informativnoj razini i da vam potaknu
znatizelju :)

Sada smo spremni krenuti s tetivnim éetverokutima!

Teorem 4.3.7: Karakterizacije tetivnog cetverokuta

Sljedece tvrdnje su ekvivalentne (dakle, ako vrijedi bilo koja od njih, tada vrijede i sve ostale):

e Cetverokut ABCD je tetivan

« simetrale stranica ¢etverokuta ABCD sijeku se u jednoj toc¢ki (koja je tada srediSte njemu
opisane kruznice)

« ZABC + ZADC = 18(°

e /BCD+ /DAB = 180°

« /ABD = /ACD

« /ADB = /ACB

« /BAC = /BDC

« ZCAD = /CBD

« |AC|-|BD| = |AB|-|CD|+|BC| - |AD|.

Posljednja tvrdnja poznata je kao Ptolomejev poucak.

Sada éemo zajedni¢kim snagama rijesiti par uvodnih zadataka, a onda se bacamo na posao :)

1. Neka je I srediSte upisane kruznice trokuta ABC' te neka su D i E noziSta okomica iz tocke I
na stranice BC' i AC tim redom. Dokazite da je ¢etverokut IECD tetivan.

2. Neka je S srediste kruznice k, a AB jedan njen promjer. Neka su P i Q tocke na istom luku AB.
Oznaéimo s M sjeciste pravaca AP i BQ, te s N sjeciSte pravaca AQ i BP. Dokazite MN | AB.

Hint: Talesov teorem o obodnom kutu.

3. Neka je ABCD tetivan Cetverokut takav da je trokut ABD jednakostrani¢an. Dokazite da je
|AC| = |BC| + |CD|.

Hint: Ptolomejev poucak.

Zadaci

Laksi zadaci

1. Dokazite teorem o kutu izmedu tetive i tangente: neka je dan trokut ABC' u ravnini i tangenta
na njegovu opisanu kruznicu u tocki B. Treba dokazati da je tada kut izmedu tangente i tetive
BC jednak obodnom kutu /BAC.

2. Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC), te neka je N noziSte visine iz
vrha A. Dokazite da je /BAN = Z/CAO.
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. Neka se simetrale kutova éetverokuta ABCD sijeku u tockama F, F, G i H. Dokazite da je

éetverokut EFGH tetivan.

. Totke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici &iji je promjer AE. Odredite ZABC + /CDE.

. Neka je D no¥iste visine iz vrha A trokuta ABC te neka su E i F nozi$ta iz D na stranice AB

odnosno AC. Dokazite da je etverokut BCFE tetivan.

. Jednakokra¢ni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruznicu k. Neka je D tocka na osnovici

| BC| tog trokuta, ki kruZnica opisana trokutu ABD, i E toc¢ka na kruZnici k;. Pretpostavimo
da pravac AFE sijeCe kruZnicu k u tockama A i F tako da F leZi izmedu A i E. Ako se pravci
DE i BF sijeku u toéki G, dokazite da vrijedi |[EG| = |GF|.

Tezi zadaci

7.

10.

11.

12,

13.

14.

Dan je tetivni éetverokut ABCD. Simetrala duzine BC sijeCe duzinu ABu tocki E. Kruznica
koja prolazi tockom FE, vrhom C' i poloviStem F' stranice BC sijee duzinu CD u tocki G.
Dokazite da su pravci AD i F'G medusobno okomiti.

. Dan je Siljastokutan trokut ABC u kojem vrijedi |AC| > |AB|, a totka O je srediste opisane

kruznice. Simetrala kuta Z/C AB sijeée stranicu BC u tocki D. Pravac okomit na pravac AD koji
prolazi kroz tocku B sijece pravac AO u tocki E. Dokazite da tocke A, B, D i E leze na istoj
kruznici, tj. te tocke su konciklicke.

. Neka je CH visina Siljastokutnog trokuta ABC, a tocka O srediSte njemu opisane kruznice. Ako

je T noziste okomice iz tocke C' na pravac AQO, dokazite da pravac T H prolazi polovistem duZine
BC.

U trokutu ABC vrijedi ZCAB = 50° i ZABC = 60°. Na stranici AB nalazi se tocka D, a na
stranici BC tocka E tako da je ZCAE = ZACD = 30°. Izra¢unajte mjeru kuta Z/CDE.

Neka je ABC siljastokutan trokut takav da je |[BC| > |AC|. Simetrala duZine AB sijece stranicu
BC u tocki P, a pravac AC u tocki Q). Tocka R je noziSte okomice iz tocke P na stranicu AC, a

tocka S je noziSte okomice iz tocke @) na pravac BC'. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu
AB.

U trokutu ABC vrijedi |AB| < |BC| = |CA|. Tocka M nalazi se EE tako da je |AM| =
2|BM|. Neka je F poloviste duzine BC, te neka je tocka H na AF tako da su MH i AF
medusobno okomiti. DokaZite da tada vrijedi /BHF = /ABC.

Tocka M dana je kao sjeciSte dijagonala tetivnog cetverokuta ABC D, pri ¢emu je kut LZAMB
Siljast. Neka je tocka K izvan Cetverokuta ABCD takva da je trokut BCK jednakokracan s

osnovicom BC i da vrijedi ZKBC+ ZAM B = 90°. Dokaite da su pravci KM i AD medusobno
okomiti

U trokutu ABC, udaljenost vrha A od ortocentra H jednaka je udaljenosti vrha A od sredista
trokutu opisane kruznice O. Odredite veli¢inu kuta u vrhu A.
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N2: Paula Horvat - Kongruencije

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Promotrimo sljedeée skupove {1, 5,9,13,...},{2,6,10,14,...},...,{4,8,12,16,...}. Vidimo da se svaki
od prirodnih brojeva nalazi u to¢no jednom od tih skupova. Ono $to te skupove ¢ini posebnima jest
to Sto svaka dva Clana u nekom od skupova daju isti ostatak pri dijeljenju brojem 4, odnosno, ako
odaberemo neke brojeve a i b iz jednog od skupova, imamo 4 | a — b.

Zanima nas Sto se dogada s ostatcima promatranih brojeva prilikom vrSenja operacija nad njima,
odnosno mijenjaju li se ostatci uskladeno s brojevima prilikom tih operacija? Odgovor je da, i zbog
toga ima smisla govoriti o modularnoj aritmetici, aritmetici ostataka.

Definicija 4.4.1: Kongruencije

Neka su a,b € Z, te n € N. Kazemo da je broj a kongruentan broju b modulo n ako vrijedi
n | a —b. PiSemo: a = b (mod n).

Propozicija 4.4.2: Svojstva kongruencija

a =a+kn (mod n), a,k,n €Z

a=b(modn), c=d(modn) = a+c=b+d(modn), a,b,c,d,n€Z
a=b(mod n), c=d(mod n) = ac=bd (mod n), a,b,c,d,n € Z
a=b(modn) = a* =b* (mod n), a,k,n€Z

ac = bc (mod n) i ged(e,n) =1 = a=b (mod n), a,b,c,n € Z.

Primjer 4.4.1. Dokazite da kvadrat cijelog broja pri dijeljenju s 3 mozZe iskljucivo dati ostatke 0 ili 1.

Rjesenje 4.4.1. Prvo mozemo primijetiti da broj pri dijeljenju s 3 moze dati ostatke 0, 1 ili 2.

Sada zadatak moZzemo podijeliti u 3 slucaja, ovisno o tome koji ostatak prirodan broj n daje pri
dijeljenju s 3.

1. sluéaj n =0 (mod 3)

Zaklju¢ujemo n? = 0% =0 (mod 3).

2. sluéaj n =1 (mod 3)
Zakljuéujemo n? =12 =1 (mod 3).

3. slucaj n =2 (mod 3)
Zakljuéujemo n? =22 =1 (mod 3).

Stoga tvrdnja zadatka vrijedi u sva tri slucaja. O

Laksi zadaci

1. DokaZite da kvadrat cijelog broja daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 4.
2. Koja je posljednja znamenka broja 3337

3. a) Pokai da 4 ne dijeli n% + 2n — 1 za sve prirodne brojeve n.

b) Pokazi da 7 dijeli 2"*2 + 32"*+! za sve prirodne brojeve n
4. Odredite posljednju znamenku broja 77,

5. Za koje cijele brojeve z vrijedi 2x + 3 =4 (mod 7)?
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Umjereni zadaci

6.
7.

11.

12,
13.

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da 6 | @ + b + c. DokaZite da 6 | a3 + b3 + 3.

Dokazite: 13]212n+9 — pin+l,

. Ako je zbroj kvadrata triju prostih brojeva a, b, ¢ prost broj, dokazite da je barem jedan od

brojeva a, b, ¢ jednak 3.

. Pronadite sve proste brojeve p i ¢ takve da p? — 2¢% = 1.

10.

Je li moguée posloziti brojeve 11,22 ..., 20082%98 jedan za drugim tako da broj dobiven spajanjem
znamenaka bude kvadrat nekog prirodnog broja?. (Na primjer, broj dobiven spajanjem 331122
je 2714.)

Dokazite da je umnozak zadnje znamenke broja 2™ i sume njegovih znamenaka bez zadnje djeljiv
s 3.

Nadite sve prirodne brojeve n takve da je broj n™ — 3 djeljiv s 10.

Dokazite da ne postoje prirodni brojevi m i n takvi da je 3™ + 3™ 4+ 1 kvadrat prirodnog broja.

Tezi zadaci

14.
15.

Postoji li prirodan broj n takav da je 8™ + 47 prost broj?

Odredi sve pozitivne cijele brojeve a, b, ¢ i prost broj p takve da vrijedi

73p? 4+ 6 = 9a2 + 17b% + 172
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X2: Lucija Reli¢ - Indukcija

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Princip matematicke indukcije mocan je i elegantan alat za dokazivanje tvrdnji T;, koje ovise o n za
sve prirodne brojeve n € N. Kod dokazivanja matematickom indukcijom uz pretpostavku da Zeljena
tvrdnja vrijedi za neki proizvoljan prirodan broj k pokazujemo da tada nuzno vrijedi tvrdnja i za k+1.
Ono $to nam nedostaje je provjera da za neki prirodan broj tvrdnja stvarno vrijedi (ne pretpostavljamo,
nego izravno dokazujemo da vrijedi). Ako tvrdnju pokazujemo za sve prirodne brojeve, tada moramo
provjeriti tvrdnju za n = 1, a onda pokazati da ako vrijedi za neki k, mora vrijediti i za k£ + 1. Bududi
da smo na pocetku pokazali da tvrdnja vrijedi za 1, zbog indukcije vrijediiza 1+1 =2 paza 2+1 =3,
341 =4, itd. dok ne pokrijemo sve prirodne brojeve.

Formalno, matematicka indukcija sastavljena je od 3 dijela:

1. baza (T1): pokaZemo da tvrdnja vrijedi za n =1
2. pretpostavka (Tj): pretpostavimo da vrijedi tvrdnja za neki k € N
3. korak indukcije (Tj1): koristeéi pretpostavku pokazujemo da tvrdnja vrijedi i za k + 1

Indukciju moZemo vizualizirati dominama, zamislimo da smo ih slozili u red i cilj nam je sve ih srusiti
jednim potezom. Za poletak provjerimo mozemo li direktno srusiti prvu plo¢icu (baza indukcije).
Zatim pretpostavimo da se neka domina uspjela srusiti (pretpostavka) i provjerimo izaziva li to ruSenje
i sljedeée domine u redu (korak indukcije). Ako rusenje proizvoljne domine znaci ruSenje i sljedece, po
principu matematicke indukcije moZemo zakljuciti da ¢e se tada srusiti sve domine. Naime, uspjesno
smo srusili prvu dominu, a buduéi da rusenje neke domine izaziva rusenje i sljede¢e znamo da ée se
srusiti i druga. Medutim, tada znamo da ée se srusiti i treéa i tako dalje.

A Oprez: Provjera baze

Ne smijemo zaboraviti provjeriti vrijedi li baza indukcije. Beskorisno nam je da svaka domina koja
se rusi uzrokuje rusenje sljedeée ako nismo uspjeli srusiti prvu.

Osim na skupu prirodnih brojeva indukciju mozemo koristiti na konacnim i prebrojivo beskona¢nim
skupovima (npr. parni prirodni brojevi, cijeli brojevi, prirodni brojevi veéi od 3), a to ée nekada dovesti
i do modifikacije baze i/ili koraka indukcije.

Ponekad nam je potrebno viSe informacija (pretpostavki) da bismo pokazali korak indukcije. Tada u
drugom koraku indukcije pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za sve n < k za neki proizvoljan k prirodan
broj umjesto samo za k (takav sluc¢aj indukcije nazivamo jaka indukcija iako se ne razlikuje posebno
od "obi¢ne" indukcije).

Primjer 4.5.1. Dokazite da za sve prirodne brojeve n vrijedi n + 1 > n.

Rjesenje 4.5.1. Tvrdnju éemo pokazati koristeé¢i matematicku indukciju.

baza Provjeravamo tvrdnju za n = 1. O¢ito je n+1 =141 =2 > 1 pa smo pokazali bazu indukcije.
pretp. Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj k € N vrijedi £ + 1 > k.

korak Zelimo koristeéi pretpostavku za k pokazati da je (k+1)+1 > k+ 1, odnosno da tvrdnja vrijedi
i za k + 1. Iz pretpostavke direktno imamo:

n+1>n /+1
n+2>n+1
m+1)+1>n+1
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Time smo pokazali korak indukcije pa po principu matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja
vrijedi za sve prirodne brojeve n. O

Primjer 4.5.2. Dokazite da za sve prirodne brojeve n vrijedi 1 +2+ ... +n = %

RjeSenje 4.5.2. Tvrdnju ¢emo dokazati koriste¢i matematicku indukciju.

baza Provjeravamo tvrdnju za n = 1. O¢ito je 1 = % pa smo pokazali bazu indukcije.

. - . - _ ke(k+1)
pretp. Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj k € N vrijedi 1 +2+ ... + k= —5—.

korak Zelimo koristeéi pretpostavku za k pokazati daje 1+2+ ...+ k+k+1= w

da tvrdnja vrijedi i za k + 1. Iz pretpostavke direktno imamo:

odnosno

1+2+...+k=w [+ k+1)
1+2+...+k+(k+1)=w+k+l
142+ .. +k+(k+1) = k'(k+1)2+2(k+1)
1424 . +k+(k+1) = (k+2)é(k+1)

Time smo dokazali korak indukcije pa po principu matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja
vrijedi za sve prirodne brojeve n. O

A Oprez

Pripazite da korak indukcije zaista vrijedi za svaki k € N.

Zagrijavanje

1. Dokazite da je n-ti neparan broj jednak 2n — 1 za svaki prirodan broj n.

i

Dokazite da je za svaki prirodan broj n broj n(n + 1) paran.

Dokazite da je zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednak w.

Dokazite da je n! > 2™ za n > 4.

o oW

Koliko je
1

+.o+—7

1,1
1.2 2.3 n-(n+1)

Zadaci

6. DokaZite indukcijom da je broj dijagonala konveksnog n-terokuta jednak @

7. U ravnini je dano n pravaca tako da nikoja dva nisu paralelna i nikoja tri se ne sijeku u istoj
tocki. Dokazite da se ti pravci sijeku u ukupno @ tocaka.

8. U ravnini je nacrtano n kruZnica proizvoljnih polumjera i u proizvoljnom medusobnom polozZaju.
Dokazite da se tako dobivena karta moZe obojati dvjema bojama tako da se svaka dva susjedna
podrucja obojana razli¢itim bojama.

9. Dokazite da je broj nepraznih podskupova n-¢lanog skupa jednak 2™ — 1, za svaki prirodan broj
n.
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10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
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Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguée platiti svaku cjelobrojnu
postarinu od 8 kn ili vise.

Dokazite da se, za proizvoljan prirodni broj n, bilo koja 2™ x 2" Sahovska ploca s uklonjenim
jednim poljem moze poploc¢ati koristeéi samo tromine oblika slova L s jednakim krakovima (dakle
kao 2 x 2 kvadrat, samo bez jednog vrha).

Koji je najveci broj podrucja na koje se ravnina moze razdijeliti pomoc¢u n pravaca?
Dokazite da se za svaki n > 6 kvadrat moze razrezati na n manjih kvadrata.

Hanojski tornjevi se sastoje od tri tornja, gdje se na prvom nalazi n diskova naslaganih jedan
na drugi po veli¢ini tako da je na dnu najvedi, a na vrhu najmanji disk. Cilj je prebaciti diskove
s prvog na treéi toranj tako da u svakom potezu pomicemo samo jedan disk te da ni u jednom
trenutku ne smijemo staviti veéi disk na manji (dakle, na kraju zavrSavamo s identi¢nim poretkom
diskova kao na pocetku). Dokazi da se to moze ostvariti u 2" — 1 poteza.

Promotrimo 3™ novci¢a identi¢nog izgleda, pri ¢emu je n prirodan broj. Znamo da je jedan od
tih novéica teZi od ostalih, a ostali su jednake teZine. Na raspolaganju imamo balansiraju¢u vagu
pomoéu koje mozemo usporedivati tezine dvije hrpe novéiéa (vaga nam samo daje informaciju
koja hrpa je teza). Dokazite da je moguée otkriti tezi nov¢i¢ pomoéu n vaganja.

n automobila nalazi se na kruznoj cesti. Zajedno imaju to¢no onoliko goriva koliko je potrebno
jednom automobilu da napravi cijeli krug. Dokazite da postoji automobil koji moze napraviti
cijeli krug, na nacin da preuzme gorivo iz svakog od ostalih automobila u trenutku kad prode
kraj njih.

Na teniskom turniru sudjelovalo je 2™ igraca, gdje je n prirodan broj. Svaki je igra¢ odigrao po
jedan mec sa svakim od preostalih igraca. Dokazi da mozemo odabrati n + 1 igraca i poredati
ih u niz, tako da je svaki od njih pobijedio sve igrace koji su iza njega u nizu.

Je li moguée poredati brojeve 1,2,...,20202°20 y niz tako da se prosjek bilo koja dva broja iz
tog niza ne nalazi izmedu njih?



Zadaci za trecu grupu

A3: Mateo Duji¢ - Teleskopiranje

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

U ovom predavanju susrest ¢emo se s razliitim primjerima teleskopiranja kao ideje u rjeSavanju
zadataka.

Ukoliko se do sada niste ¢uli s ovim pojmom, vjerojatno ste ve¢ ranije susreli i rijesili zadatak koristeéi
ideju teleskopiranja.

Opéenito, teleskopiranje je ideja, odnosno metoda, koju koristimo kako bismo pojednostavili kompli-
ciraniji izraz drugacijim zapisivanjem dijelova tog izraza.

Zato nije potrebno nikakvo posebno predznanje, ve¢ samo prava ideja za drugadiji zapis dobivenog
izraza koja ¢ée omoguditi "lijepo" pojednostavljivanje.

Primjer 5.1.1. Neka je n € N. Izracunaj sljedeéu sumu:

SIS S S S S
1-2 2-3 (n—=1)-n k:1k(k+1)
RjeSenje 5.1.1. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
1 1 1

k(k+1) k k+1

Sada je naSa suma jednaka

1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 n—-1 n = n
O
Primjer 5.1.2. Neka je n € N takav da je n > 10. Izracunaj sljede¢i umnozak:
22 -1 3%2-1 n®—1 _1_"[ k2 —1
22+3-24+2 32+3-3+2 7 n243n+2 L k2+3k+2
RjeSenje 5.1.2. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
k2 -1 _(k-1)(k+1) k-1
K2+3k+2 (k+1)(k+2) k+2
Sada je nas umnozak jednak
2—-1 3-1 4-1 n—1_123 n—1
2+2 3+2 442 T n+2 4 5 6 7 n+2
Primijetimo da ¢e se pokratiti svi brojnici i nazivnici koji su veéi od 3 i manji od n, tako da ostaje
1-2-3 6

nint)(n+2) nn+l)(n+t2)
Napomena. Uvjet n > 10 nam je trebao da ne bismo imali preklapanja brojeva koji se nisu pokratili.
Na primjer za n = 3 ne postoje brojnici niti nazivnici koji su veéi od 3 i manji od n, pa treba zasebno
argumentirati takav slucaj. O
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Primjer 5.1.3. Izracunajmo sljedeé¢u sumu

2n+1
n(n+1)(n+2)

3 + )
1-2-3 2-3-4

Rjesenje 5.1.3. Odmah napominjemo da rjeSenje, iako je malo dulje, zapravo nije tesko. Opéi ¢lan
sume rastavljamo na parcijalne razlomke

2n+1 A+ B n C
nn+1)(n+2) n n+l n+2

Dobivamo
2n+1=An+1)(n+2)+ Bn(n+2) + Cn(n+1)

Rijesimo ovu jednadzbu:

2n+1=An?2+3An+ 24+ Bn?2 +2Bn+ Cn?+Cn
2n+1=An?>+3An+ 24+ Bn? +2Bn+Cn? +Cn
0-n’+2-n+1=(A+B+C)n®+ (3A+ 2B+ C)n + (24)

Iz toga slijedi

0=A+B+C 2=3A+2B+C 1=2A

1
= |A=_
2

1 1

1 1
= B+C=—_ 2B+C =
2 2
— [B=1] |o--;
Zato se pocetna suma zapisuje kao
1 3 1 3 1 3
s 1 3 5 1 3 5 1 3
2,-_2 24,-_2 2,-_2
R RS EF R IR FE R 1

; 135 1 3 3,1 ;
+[n_z+m—a][n_1+ﬁ‘n+1]+la+n—+1—n+21

U ovoj se sumi ¢lan s istim nazivnikom nalazi na tri mjesta: posljednjem u prvom pribrojniku, u sredini
drugog i na pocetku treéeg. Ako je taj nazivnik k, onda ti ¢lanovi u sumi daju:

dakle, medusobno se krate. Zato se ova suma na koncu postupka svodi na Sest pribrojnika, po dva iz
prvog i posljednjeg sumanda i po jedan iz drugog i pretposljednjeg. To su:

1 1 1 _3 1 _3 5 1 3
24 - 2 2 2 | _°2_ _2 2
ll+2]+[2]+ln+1]+ln+l+n+2] 4 n+1+n+2
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Laksi zadaci

1. Neka je n € N, n > 1. Izracunaj sljede¢u sumu:
2241 3 +1 N n?+1
22-1 32-1 7 n2-1

2. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:
1 1 1

3. Neka je n € N, n > 1. Izra¢unaj sljedeéi umnozak:

(-2 (-8) - (-3)

4. Neka je n € N, n > 10. Izracunaj sljede¢u sumu:
6 + 6 +...+ _ 6
1-(143) 2-(2+3) 7 n-(n+3)

Umjereni zadaci

5. Neka je n € N. Izrac¢unaj sljedeéu sumu:

2+ 2 442
412214217 " T 421

6. Dani su realni brojevi xg > x1 > x3 > -+ > z,. DokaZi da je

1 1
To — Tn + + to bt ———— >2n.
To — 1 1 — X2 Tn—1 — Tn

Kada vrijedi jednakost?
7. Neka je n € N te z € R. Izracunaj sljede¢u sumu:
l+z+22+... +a™
8. Neka je n € N te z € R. Izra¢unaj sljedeéu sumu:
142z +322+...+ (n+1)z™
9. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:
1-1142-214+...4+n-nl
10. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:
(4+1+41)-U+(2242+1)-2'+...+ (2 +n+1)-nl

11. Neka je n € N. Izra¢unaj sljede¢u sumu:

1 1 1
1237234 T almrn - (mt2)

12. Niz (ap)nen je zadan rekurzivno:
3, akon =0,
ap =
2+ agai...an—1 akon >1.
Odredi a2007-

13. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:
1 n 2 I n
144+12+1 2442241 77 pt4n241




Tezi zadaci

14. Neka je n € N. Dokazi da vrijedi

1 1

1
ﬁ+2—2+...+m<2.

15. Neka su (Fy)n>0 Fibonaccijevi brojevi, odnosno
Fo=0, Fi =1, Fpy1 = Fi, + Fg1,

za svaki prirodan broj k. Neka je n € N. Dokazi da vrijedi

1 1 1
+—=—4+... .+ =<1
FF3  FyFy Fn 1Fnp

16. Neka je n € N. Izra¢unaj sljedeé¢u sumu:

6 62 6"
(3 _ 2)(32 _ 22) + (32 _ 22)(33 _ 23) +oot (3n _ 2n)(3n+1 _ 2n+1) .

17. Neka je n € N, n > 100. Izracunaj sljedeéi umnozak:

(33+3-3)2 (43+3-4) (n3 + 3n)?
36 — 64 46 —64 7 nb—64
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C3: Andrija Tomorad - Bojanja i poplocavanja

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Poénimo s vaznom definicijom: INVARIJANTA je neki objekt koji se ne mijenja primjenjunjujemo
promatramo neke zadane varijable, a invarijanta je nesSto poput vrijednosti njihovog zbroja (ili neke
druge funkcije) ili nesto sli¢no $to jos ukljucuje parnost (ili djeljivost nekim drugim brojem). U ovim
zadacima idemo korak dalje. Trebamo si sami namijestiti varijable potrebne za pronalazenje invarijante

-----

nekad ¢emo bojati jer to daje obi¢no prakti¢no rjesenje. Takoder, vazno je napoenuti da ako jedno
bojanje ne dokazuje neku tvrdnju, ne mozemo zakljuciti da tvrdnja ne vrijedi.

Slijede jednostavni zadaci koje ste mozda vidjeli. Ako jeste, to je zato jer su dobri alati za demonstraciju
metoda. U svim zadacima pod oplo¢avanjem podrazumijevamo da se plocice ne preklapaju.

1. Mozemo li S8ahovsku plocu bez polja Al i H8 oploéiti 2 X 1 dominima?
2. Mozemo li 10 x 10 ploc¢u oploéiti T-tetrominima?

3. Koja polja 8 x 8 ploce imaju sljedece svojstvo, a koja ne? Svojstvo: ako uklonimo to polje, plocu
mozemo oplociti 3 x 1 plo¢icama.

4. Ne ée svi zadaci biti s plo¢ama. Imamo kocku ABCDEFGH. Svakom polju je pridruZen broj, na
pocetku je poljima A i C pridruZen 1, a ostalima nula. U jednom potezu mozemo odabrati brid
ili prostornu dijagonalu kocke te obama vrhovima povecati brojeve za 1. Mozemo li postiéi da
svi brojevi budu jednaki?

Hintovi/rjeSenja:
1. sahovsko bojanje, brojevi crnih i bijelih polja
2. Sahovsko bojanje, parnost/neparnost broja tetromina

3. obojamo u 3 boje tako da pocinjemo s 1 u gornjem lijevom kutu, te ponavljamo ciklus 1,2,3
nadolje i nadesno. Isto to mozemo i iz drugih kutova, ako brojimo polja svake boje u svakom
bojanju i izvedemo zakljucak kao u 1. zadatku, dobijemo da mogu ostati samo polja C3, C6, F3
i F6 (konstrukcijal)

4. obojamo vrhove A, C, F, H u crno, ostale bijelo. Promatramo sume crnih i bijelih brojeva.

Laksi zadaci
1. Mozemo li 10 x 10 plo¢u oploéiti 1 x 4 pravokutnicima?

2. Na svakom polju 5 x 5 ploce nalazi se Zeton. U potezu mozemo pomaknuti dva Zetona na neko
susjedno polje (sa zajedni¢kom stranicom). Nakon nekoliko poteza, svi Zetoni su na istom polju.
Na kojim poljima mogu biti?

3. Na kvadratnoj mrezi se nalazi 9 Zetona postavljenih u 3 x 3 kvadrat. U potezu mozemo odabrati
neki Zeton, prebaciti ga na slobodno polje preko susjednog (sa zajedinékom stranicom) koje
sadrzi Zeton, te ukloniti preskoceni Zeton. Mozemo li posti¢i da ostane samo jedan Zeton?

4. Ploca ima N redaka i 9 stupaca. Za koje N ju moZzemo oplo¢iti L-trominima?
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5.

Na svakom polju 4 x 4 ploce nalazi se Zeton. Na pocetku su svi osim onog u prvom retku i
drugom stupcu okrenuti na pismo. U potezu mozemo okrenuti sve novéi¢e u nekom retku, stupcu
ili pravcu paralelnom dijagonali (to ukljucuje i pravce koji sadrze samo jedno kutno polje). Je li
moguce postié¢i da svi budu okrenuti na pismo?

. Dva igraéa imagraju igru s Sahovskom plo¢om i figurom skakadca. Prvo igra¢ A postavi skakaca

na bilo koje polje, a nakon toga igraci u svakom potezu (prvo B) trebaju pomaknuti skakaca
onako kako se kreée u Sahu, ali ne na polje na kojem je bio. Igra¢ koji ne moze povuéi potez,
izgubio je. Ako oba igraca igraju optimalno, tko pobjeduje? UPUTA: Rijesi isti zadatak s ostalim
figurama (osim pjeSaka).

Tezi zadaci

1.

11.

12,

13.
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Za, dva polja tablice 10 x 10 kazemo da su "prijateljska" ako imaju barem jedan zajednicki vrh.
U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak 10, tako da su brojevi
u prijateljskim poljima relativno prosti. DokaZi da postoji broj koji se pojavljuje u toj tablici
barem 17 puta.

. Dana je kvadratna plo¢a s n x n polja, gdje je n neparan prirodni broj. Svaki od 2n(n + 1)

jedini¢nih bridova koji omeduju polja te ploce je ili crvene ili plave boje. Poznato je da je najvise
n? bridova crvene boje. Dokazi da postoji polje te ploce ¢ija su barem tri brida plave boje.

. Moze li skakag obiéi ploc¢u 4 x 2012 tako da prode svako polje to¢no jednom i vrati se na pocetno?

10.

Na plod¢i nalaze se automobili. Svaki automobil je okrenut u neki od Cetiri smjerova i moze se
kretati samo tim smjerom. Na jednom polju ima mjesto samo za jedan automobil. Automobil
moze izaéi s ploce ako se nalazi na rubnom polju i gleda prema van. Ako je polje ispred svakog
automobila slobodno te ne nikoja dva automobula u istom retku/stupcu ne gledaju jedan prema
drugome, dokazi da svi automobili mogu izaci s ploce.

Ukrug je zapisano 299 nula i jedna jedinica. Dozvoljeni pozezi su:

i) Svakom broju istovreneno oduzeti dva susjedna broja;

ii) Odabrati dva broja izmedu kojih se nalaze to¢no dva broja i oba uvedati za 1.

Je li moguée konaénim nizom poteza postiéi sljedeca stanja)

a) dvije uzastopne jedinice i 298 nula.

b) tri uzastopne jedinice i 297 nula.

"Plus" je plocica koja pokriva jedno polje i sva njegova susjedna. "Minus" je plocica koja pokriva
pet polja u istom retku ili stupcu. Kako bi broj polja bio djeljiv s 5, plo¢i s 2016 redaka i 2017

stupaca moramo ukloniti dva polja kako bismo ju mogli oploc¢iti plusevima i minusima. Smiju li
oba uklonjena polja biti u zadnjem stupcu?

" N-stepenice" su plo€ica koja pokriva sva polja na dijagonali N x N kvadrata i ispod nje. MoZemo
li 3-stepenicama, i 4-stepenicama oplociti 2022 x 2022 ploc¢u bez neka dva polja koja pripadaju
istom retku?



G3: Nika Utrobici¢ - Klasicne konfiguracije

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

U ovom ¢emo se predavanju fokusirati na neke elemente koje ¢esto mozemo uociti u geometrijskim
zadacima i nauciti par Cinjenica koje je o njima dobro zapamtiti.

Lema 5.3.1: Lema o trozupcu

Neka je ABC trokut. Neka je I srediste trokutu upisane kruznice. Neka je D sjeciSte BI (simetrala
kuta ZABC) i opisane kruznice trokuta ABC'. Lema o trozupcu kaze da je

DA=DC=DI=DE

gdje je E srediste trokutu pripisane kruZnice koja dira AB, BC i AC.

Teorem 5.3.2: Poucak o tetivi i tangenti

Neka su A i B tocke na kruznici k i neka je ¢ tangenta na kruznicu u tocki A. Dokazite da je kut
izmedu tangente t i tetive AB jednak obodnom kutu nad tom tetivom.

Teorem 5.3.3: Preslike ortocentra
1. Preslika ortocentra trokuta preko stranice lezi na njegovoj opisanoj kruznici.

2. Preslika ortocentra trokuta preko polovista stranice lezi na njegovoj opisanoj kruznici.

Teorem 5.3.4: Eulerov pravac

Ortocentar, srediste opisane kruznice i teziSte trokuta leZe na istom pravcu kojeg zovemo Eulerov
pravac. Vrijedi |[HT|:|TO|=2:1

Teorem 5.3.5: Feuerbachova kruznica

Polovista stranica trokuta, polovista duzina koje spajaju ortocentar s vrhovima trokuta i noziSta
visina nalaze se na jednoj kruZnici koju nazivamo kruznica 9 tocaka ili Feuerbachova kruznica.
SrediSte te kruznice lezi na Eulerovom pravcu i poloviste je |OH|.
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Slika 1

Teorem 5.3.6
Na konfiguraciji sa Slike 1 vrijede sljedeée Cinjenice:
e Vrijedi BD = CK.
e Tolke A,D’ i K su kolinearne.
e Tolke A,D i K’ su kolinearne.
e Toc¢ke P,I,K i P,D, I su kolinearne.

Zadaci

1. Dokazite da se simetrala stranice i simetrala pripadnog kuta sijeku na opisanoj kruznici trokuta.

2. Dokazite da je povrsina trokuta jednaka umnosku radijusa upisane kruznice i njegovog poluop-
sega.

3. Dokazite Teorem 1.2.
4. DokazZite Lemu 1.1
5. Dokazite teorem 1.3.

6. Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih
stranica. Dokazite!
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10.

11.

12,
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Neka je H ortocentar, O srediSte opisane kruznice trokuta ABC, M poloviste stranice BC. Neka,

je P sjeciste pravaca HM i AO. Tada P lezi na opisanoj kruznici trokuta. Dokazite!

. Dokazite Teorem 1.4

. Dokazite Teorem 1.5

DokaZite Teorem 1.6

Neka je O srediste opisane kruZnice Siljastokutnog trokuta ABC, te neka je N noziSte visine iz
vrha A. Dokazite da je /ZBAN = ZCAO.

Tocke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE. Odredite ZABC + ZCDE.

Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je |BC| > |AC|. Simetrala duZine AB sijece stranicu
BC u tocki P, a pravac AC u tocki Q). Tocka R je noziSte okomice iz tocke P na stranicu AC, a

tocka S je noziste okomice iz tocke @) na pravac BC'. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu
AB.

U siljastokutnom trokutu ABC oznacimo s D diraliSte pripisane kruZnice i stranice BC, a E
diraliSte upisane kruznice i stranice BC'. Neka je I srediSte upisane kruZnice trokuta ABD, a
I, srediSte upisane kruznice trokuta ADC'. DokaZite da je EDI 15 tetivan.

Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak dvostrukoj duljini treée stra-
nice, dokazi da je pravac kroz srediSte upisane kruznice i teziSte trokuta paralelan sa stranicom
koja je srednja po duljini.

Dokazite da ako je H ortocentar, a O centar opisane kruZnice trokuta ABC tada je

ZBAC =60° < AH = AO.

Dan je siljastokutni trokut ABC'. Tangente u tockama A i B na kruZnicu opisanu tom trokutu
sijeku se u tocki M. Paralela sa stranicom BC kroz tocku M sijece stranicu AC' u tocki N.
Dokazi da je |[BN| = |CN]|.

Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u to¢kama M i N. Neka je P sjeciste
pravca M N i simetrale kuta ZABC'. Dokazi da je BP 1 CP.

Dan je trokut ABC. KruZnica k izvana dodiruje stranicu BC u to¢ki K te produZetke stranica
AB i AC preko todaka B i C redom u to¢kama L i M. KruZnica s promjerom BC sijete duZinu
LM u tockama P i @) tako da tocka P lezi izmedu L i @). Dokazi da se pravci BP i C'Q sijeku
u sredistu kruznice k.

Neka je ABC trokut i H njegov ortocentar. G je tocka takva da je ABGH paralelogram. Neka
je I tocka na GH takva da AC raspolavlja HI. Neka AC sijeCe opisanu kruznicu trokuta GCT
u C i J. Dokazite da IJ = AH.
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N3: Laura Horvat - Mali Fermatov teorem i kvadratni ostatci za
male brojeve

Link na hintove. Link na rjesenja.

Danas ¢emo proucavati neke od najosnovnijih dijelova teorije brojeva. Najprije ¢emo obraditi Mali
Fermatov teorem i nauditi ga primijeniti u zadacima. Nakon toga pozabavit ¢emo se zanimljivim
svojstvima kvadratnih ostataka.

Prisjetimo se najprije prostih brojeva, kongruencija i njihovih svojstava.

Definicija 5.4.1

Kazemo da je prirodan broj p > 1 prost ako p nema djelitelja d takvog da je 1 < d < p. Ako
prirodan broj a nije prost, kazemo da je slozen.

Definicija 5.4.2

Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, kazemo da je a kongruentan b modulo m i piSemo

a=b (modm)

Propozicija 5.4.3

Neka su a, b,c,d € Z.
(1) a=b (modm) A c¢c=d(modm) = axc=bxd (modm), ac=bd (modm)
(2) a=b (modm) A d|m = a=b (modd)
(3) a=b (mod m) = ac=bc (modmec), c#0

Mali Fermatov teorem
Teorem 5.4.4: Mali Fermatov teorem

Za relativno proste a i p, te p prost vrijedi

a?1=1 (mod p)

Primjer 5.4.1. Pronadi ostatak pri dijeljenju broja 33! sa 7.

Rjesenje 5.4.1. Koristimo MFT: 35 =1 (mod 7).
331 =(35)°.3 (mod 7) =1-3 (mod 7) =3 (mod 7) O

Primjer 5.4.2. Rijesi kongruenciju: '3 =4 (mod 11).

Rjesenje 5.4.2. Primijetimo da su x i 11 relativno prosti. Prema tome, mozemo upotrijebiti MFT.
7103 = (£10)10. 23 (mod 11) = 23 (mod 11).

Dakle, 23 = 4 (mod 11).

Uvrstavanjem brojeva izmedu 1 i 10 u kongruenciju dobivamo 5% = 125 = 4 (mod 11). Konaéno, z = 5
(mod 11). O
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Kvadratni ostatci

Ponekad dijeljenje potpunih kvadrata s nekim brojem moZe dati samo nekoliko razli¢itih ostataka. Ta
je ¢injenica vrlo korisna pri rjeSavanju primjerice diofantskih jednadzbi, ali i mnogih drugih zadataka.

Primjer 5.4.3. Pronadi kvadratne ostatke modulo 5.

RjeSenje 5.4.3.

=0 (mod5) = 2?2=0 (mod5)
=1 (mod5) = 2z?’=1 (mod 5)
=2 (mod5) = 2*=4 (mod5)
=3 (mod5) = 2z’ =4 (mod}5)
=4 (mod5) = 2z°=1 (mod5)
Dakle, kvadratni ostatci pri dijeljenjus 5su0, 11 4. O

Primjer 5.4.4. Dokazi da 337 nije potpuni kvadrat.

Rjesenje 5.4.4. 337 = 2 (mod 5). U prethodnom primjeru pokazali smo da su kvadratni ostatci mo-
dulo 5 0, 11 4, iz Cega slijedi da 337 nije potpuni kvadrat. O

Zadaci za MFT

1. Pronadi ostatak pri dijeljenju broja 29%° s 11.

2. Izradunaj 2% (mod 33).

3. Broj googolplex je 100" Ako je danas srijeda, koji ¢e dan u tjednu biti za googolplex dana?

4. Neka su p i g razliCiti prosti brojevi. Nadalje, neka je a takav da vrijedi a? = a (mod ¢q)ia? =a
(mod p). Dokazi da je a?? = a (mod pq).

5. Neka je p prost, a a cijeli broj. Dokazi da vrijedi (a + 1)? = aP + 1 (mod p).

6. Dokazi da za svaki prost broj p postoji prirodni broj n takav da je 2™ 4+ 3™ + 6™ — 1 djeljivo s p.

7. Pronadi prirodne brojeve z takve da je 22"+ 4 2 djeljivo sa 17.

8. Dokazi da sustav

28 + 2 + 28y +y = 147"
23 2dy 442 +y+ 20 =157

nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.

Zadaci za kvadratne ostatke
9. Dokazi da 391 nije potpuni kvadrat.
10. Dokazi da ne postoje cijeli brojevi koji zadovoljavaju z? — 3y? = —1.
11. Dokazi da jednadzba 5 — y? = 4 nema cjelobrojnih rjeSenja.

12. Prirodni brojevi a, b i ¢ su duljine stranice nekog pravokutnog trokuta. DokaZite da je abc djeljiv
brojem 60.
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13.
14.
15.

16.

17.

o8

Dokazi da jednadZba x? — 3y? = p nema cjelobrojnih rjeSenja za p = 2, 3.
Pronadi sve parove cijelih brojeva (z,y) za koje jednadzba z? — y! = 2001 ima smisla.

Neka su a, b, c, k prirodni brojevi a,b,c > 3 takvi da vrijedi abc = k? + 1. Dokazi da je barem
jedanod @ — 1, b — 1, ¢ — 1 sloZen.

Dokazi da sustav jednadzbi
22+ 6y =22
622 +y> =t

ima samo trivijalno rjeSenje u skupu cijelih brojeva

Neka je N = abcd Eetveroznamenkasti potpuni kvadrat takav da vrijedi ab = 3cd + 1 Odredite
sve moguce vrijednosti N.



X3: Luka Buli¢ Braculj - Princip ekstrema

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Princip ekstrema metoda je rjeSavanja zadataka (najcéeSée iz kombinatorike) u kojoj promatramo
nekakav ekstrem, odnosno element ili situaciju koji su minimalni/maksimalni po nekom svojstvu.
Princip ekstrema cesto se kombinira s metodom kontradikcije. Prvo pretpostavimo suprotno od onoga
Sto zelimo dokazati, zatim odaberemo neki ekstrem, a onda konstruiramo jos ekstremniji element ili
situaciju. Time postignemo kontradikciju i dokaZemo originalnu tvrdnju zadatka.

Prije nego krenemo rjesavati zadatke, podsjetiti ¢emo se nekih dobro poznatih ¢injenicas:

1. Svaki konacan neprazan skup prirodnih ili realnih brojeva ima (ne nuzno jedinstveni) minimalan
i maksimalan element.

2. Svaki neprazni podskup prirodnih brojeva ima najmanji element.
3. Beskonacni podskup realnih brojeva ne mora imati minimum i maksimum, ¢ak i ako je ogranicen.

Prije nego Sto se zapo¢nemo samostalno rjesavanje zadataka, prodimo zajedno nekoliko primjera.

Primjer 5.5.1. U ravnini se nalazi kona¢no crvenih i plavih to¢aka. Na svakoj duzini ¢iji su krajevi
crvene tocke postoji plava tocka, a na svakoj duzini ¢iji su krajevi plave tocke, postoji crvena tocka.
Dokazite da sve tocke leZe na istom pravcu.

RjeSenje 5.5.1. Pretpostavimo suprotno, da nisu sve tocke na istom pravcu. To znaci da postoje neke
tri tocke (barem jedan skup od tri tocke) koje su vrhovi trokuta. Medu svim trokutima (ima ih konaéno
jer je tocaka kona¢no) odaberemo onaj najmanje povrSine. Buduéi da trokut ima tri vrha, barem dva
vrha su iste boje (recimo plave i nazovimo ih A i B, a preostalu tocku C). Tada na stranici AB todaka
postoji crvena tocka D. Ako promotrimo neki od trokuta AADC ili ABCD, oni imaju strogo manju
povrsinu od pretpostavljenog "minimalnog" trokuta. Kontradikcija. Dakle, ne postoje tri tocke koje
¢ine trokut pa sve tocke leZe na istom pravcu. O

Primjer 5.5.2. Dvadeset realnih brojeva poredano je u krug, na nacin da se izmedu svaka dva broja a

i b nalazi broj aT’Lb. Dokazite da su svi brojevi u krugu jednaki.

RjeSenje 5.5.2. Uzmimo najveéi od danih brojeva. Kako je taj broj aritmeticka sredina brojeva slijeva
i zdesna, ta dva broja su jednaka najveéem broju (inace bi jedan morao biti manji, a drugi veéi, §to
bi bilo u kontradikciji s pretpostavkom da smo uzeli najvecéi broj). Sada mozemo induktivno dokazati
da su svi preostali brojevi takoder jednaki, jer ako su dva susjedna broja jednaka, onda su i brojevi
oko njih jednaki njima (a = %’ = a=0D). O

Primjer 5.5.3. RijeSite sustav u skupu R:

(z+y)’ =2
(y+2)3 ==z
(+2)°=y

Rjesenje 5.5.3. Pretpostavimo bez smanjenja opéenitosti da je z najveéi (ne nuzno jedinstveno najveéi)
od triju brojeva. Tada iz x > y uvrstavanjem druge i treée jednakosti dobijemo (y + 2)% > (z + 2)3
iz Cega slijedi y® > x® odnosno y > x. Ali pretpostavili smo da = > y dakle mora vrijediti z = y.
Analogno dokaZemo da x = z i preostaje nam rijesiti jednadzbu (2x)% = z. Zakljuujemo da su jedina
rjeSenja jednadzbe (z,y,z) = (0,0,0), (z,y,2) = (\/75, 4, 4) i(z,y,2)= (%[, %f, %5) d

Primjer 5.5.4. Dokazite da ne postoji prirodan broj n takav da je nv/2 cijeli broj.
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Rjesenje 5.5.4. Pretpostavimo suprotno, odnosno postoje neki prirodni brojevi za koje je n+/(2) cijeli
broj. Uzmimo najmanji od tih brojeva (koji postoji jer svaki podskup prirodnih brojeva ima najmanji
element) i ozna¢imo ga s k.

Promotrimo sad broj (v/2 — 1)k). Prvo, primjetimo da je taj broj manji od & jer je v/2—1 < 1. Drugo,
primjetimo da je (v/2 — 1)k)v/2 = 2k — v/2k cijeli broj jer su k i v/2k cijeli brojevi prema pretpostavci
zadatka. Zakljucujemo da smo nasli broj koji ispunjava uvjete zadatka koji je manji od k£ Sto nas
dovodi do kontradikcije. Dakle, ipak ne postoje prirodni brojevi za koje je n1/(2) cijeli broj. O

Laksi zadaci

1.

Na beskona¢nom pravcu oznacéene su tocke razmaknute po 1 cm (njih beskona¢no mnogo). Svakoj
od tih tocaka pridruzen je prirodan broj, a svaki je broj jednak prosjeku svojih susjeda. Dokazite
da su svi brojevi na pravcu jednaki.

. Neparan broj ljudi stoji u ravnini tako da su sve medusobne udaljenosti razli¢ite. Istovremeno

svatko upuca svog najblizeg susjeda. Dokazite da:

(a) postoji par ljudi koji su pucali jedno u drugog.

(b) skup duzina koje ¢ine putanje metaka ne sadrZi zatvorenu liniju tj. poligon.
(c) barem jedna osoba prezivi, tj. postoji osoba koju nitko nije upucao.

(d) svaku osobu upucalo je najvise 5 ljudi.

. U ravnini se nalazi skup tocaka takav da je svaka tocka poloviste neke duzine Cije su krajnje

tocke takoder iz tog skupa. DokazZite da je taj skup tocaka beskonacan.

Umjereni zadaci

4,

U tablici n x n napisani su brojevi od 1 do n?. DokaZite da postoje dva susjedna polja koja se
razlikuju za barem n + 1. Susjednim poljima podrazumijevamo ona koja dijele barem jedan vrh.

. Dano je 2n tocaka u ravnini. To¢no n od tih toc¢aka su farme, a ostalih n toc¢aka su bunari. Plan

je izgraditi n ravnih cesta koje spajaju po to¢no jednu farmu s jednim bunarom. DokaZite da je
ceste moguce izgraditi tako da se nikoje dvije medusobno ne sijeku.

. Dano je n tocaka u ravnini, od kojih svake tri tvore trokut povrsine < 1. Dokazite da sve tocke

leZe unutar nekog trokuta povrsine < 4.

. U Sikinijskom Parlamentu svaki zastupnik ima najvise tri neprijatelja. Dokazi da je zastupnike

moguce podijeliti u dva doma tako da svaki ima najviSe jednog neprijatelja u svome domu.
Neprijateljstva su uzajamna.

. Dokazite da ne postoji uredena cetvorka prirodnih brojeva (z,y, z,u) za koju vrijedi

z? + 1y = 3(2% +u?).

Tezi zadaci

9.

10.

11.
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Na plodi je napisano n realnih brojeva. Suma umnozZaka svih (g) mogucih parova brojeva manja
je od 1. Dokazite da je moguce obrisati jedan broj tako da je suma preostalih n — 1 brojeva
manja od V2.

(Sylvester-Gallai teorem) Dano je kona¢no mnogo toc¢aka u ravnini takvih da nisu sve kolinearne.
Dokazi da postoji par tocaka koje leze na pravcu na kojem ne lezi nijedna od preostalih zadanih
tocaka.

Dokazite da se oko svakog konveksnog mnogokuta povrSine < 1 moze nacrtati pravokutnik
povrsine < 2 takav da se mnogokut u potpunosti nalazi unutar pravokutnika.



Zadaci za Cetvrtu grupu

A4: Nika Utrobici¢ - KAGH+CSB

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Nejednakosti medu sredinama

U ovom éemo predavanju nauditi primjenjivati nejednakosti medu sredinama te CSB nejednakost u
natjecateljskim zadacima. One su sve §to vam je potrebno za rjesiti veliku vec¢inu zadataka s nejedna-

kostima. Za pocetak, objasnimo S$to uopée mislimo pod pojmom "sredina".

Definicija 6.1.1: Aritmeticka sredina

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su z1, zo, ..., T, pozitivni realni brojevi

aritmeticka sredina
T +xo+ ... +xp

n

A

Definicija 6.1.2: Geometrijska sredina

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su z1, z9, ..., T, pozitivni realni brojevi

geometrijska sredina
G=Yr1 -x29-...- Ty

Definicija 6.1.3: Harmonijska sredina

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su z1, o, ..., x, pozitivni realni brojevi
harmonijska sredina,
H =

Definicija 6.1.4: Kvadratna sredina

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su z1, 2, ..., x, pozitivni realni brojevi
kvadratna sredina

K_¢ﬁ+ﬁ+m+ﬁ
n

Teorem 6.1.5: KAGH nejednakost

Za gore definirane sredine vrijedi
K>A>G>H

Jednakost se postize za x1 = x2 = ... = Zp.

. Tada je njihova

. Tada je njihova

. Tada je njihova

. Tada je njihova
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AM HM
GM

a b

Slika 6.1.: Geometrijska interpretacija sredina - uvjerite se da duljine oznacenih duzina odgovaraju
sredinama

Primjer 6.1.1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc

Rjesenje 6.1.1. Zadatak rjeSavamo primjenom A-G nejednakosti na svaki od faktora. Po A-G nejed-
nakosti vrijedi:

a;bZ\/a_b ”;sz te s Ve

— a+b>2Vab b+c>2Vbc c+a>2/ca

Zbog Cega vrijedi

(a+b)(b+c)(c+ a) > 2Vab - 2Vbc - 2v/ca = 8abe

Sto je trebalo dokazati. O

Primjer 6.1.2 (Nesbittova nejednakost). Dokazite da za pozitivne realne a, b, ¢ vrijedi:

a N b n c >3
b+c c+a a+b 2

RjeSenje 6.1.2. Ova nejednakost ima puno razli¢itih dokaza, a u ovom ¢emo demonstrirati primjenu
A-H nejednakosti. Primijetimo da ako svakom od razlomaka s lijeve strane dodamo jedan, dobijamo
razlomke s istim brojnikom. U natjecateljskim je zadacima Cesto korisno namjestiti iste brojnike.

a + b + C >§
b+c c+a a+b 2
a b c 3
3>-4+3
b+c+c+a+a+b+ _2+
a+b+c a+b+c a+b+c>g
b+c c+a a+b — 2

(=>(a+b+c)( ! + ! + ! >>g
b+c¢c c¢c+a a+b) 2

9

v

1 1 1
<= (2a+2b+2c) (b+c+c+a+a+b)

= O+t e+ +@td) (jot s targ) 29

1 1 1
.. . . —+L 4L . e e v .
Pomnozimo sada nejednakost s izrazom w Dobivamo da je sljede¢a nejednakost ekviva-

lentna pocetnoj:

(b+c)+(c+a)+(a+b)> 3
— (1 1 1
3 (m taat a_+b>
Kako je ta nejednakost upravo nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za brojeve b+ c,
c+ a, a + b, znamo da vrijedi, pa onda vrijedi i poCetna, Sto je trebalo dokazati. O
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CSB
Teorem 6.1.1: CSB nejednakost
Neka je n € N i neka su x1,z2,...Zn,Y1,Y2, - - - Yo realni brojevi. Tada vrijedi
@+ 4. +a2h) W+ +. . +u) > (@Y + T2z + -+ Taln)”

Jednakost se postiZe ako i samo ako su nizovi z; i y; proporcionalni (u slu¢aju da niti jedna varijabla
nije jednaka nuli, to znaéi da postoji k > 0 takav da je y; = kz;, Vi € {1,2,...n}).

CSB nejednakost Cesto se na natjecanjima primjenjuje u takozvanoj Engel formi.

Teorem 6.1.2: CSB - Engel forma

Neka su x1,x2, . . . T realni brojevi i y1, 42, ...y, pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi

2 2 2 9
ﬁ+&+-..+w—"2 (x1+z2+z3+...+zp)
i b2 Yn Yi+y2t...+yn

Primjer 6.1.1 (Nesbittova nejednakost). Dokazite da za pozitivne realne a, b, ¢ vrijedi:

a N b + c >§
b+c c¢c+a a+b— 2

RjeSenje 6.1.1. Nesbittovu nejednakost mozemo dokazati i primjenom CSBa, i to na nekoliko nacina.
Primjetimo da je nejednakost ekvivalentna

(a+b)+(b+¢) + (c+a) (bic+c—|1—a+a—1|—b) >0

a ova nejednakost direktno slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti.
O

Rjesenje 6.1.2. Nejednakost moZemo rijesiti i primjenom Engelove forme tako da proSirimo razlomke,

Z a _Z a? S (a+b+c)? 14 a? +v%+c2 >§
b+c <~ab+ca = 2(ab+bc+ca) 2(ab+bc+ca) ~ 2

cyc cyc

gdje smo na kraju koristili veé poznatu nejednakost a? + b? + ¢ > ab + bc + ca. O

Zadaci

1. Dokazite da za svaki pozitivan realan broj z vrijedi

1
rx+—->2

x
2. Dokazite da za svaki realan broj a vrijedi
a®+a®—4a*+a*+1>0

3. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

a—b-i-a—c+%2a+b+c
c b a

4. Neka su z,y realni brojevi takvi da vrijedi 22 + y? = 1. DokazZite da za takve brojeve vrijedi

—V2<z+y<V2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
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. Dokazite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

a®?+b+c%>ab+bc+ac

. Dokazite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abc

. Dokazi da za sve pozitivne brojeve a,b € R i n € N vrijedi nejednakost:

n n
(1+9) + (1+9) > ontl,
b a

. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve p, q vrijedi

P +p+1)(?+g+1)>9pg

. Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b vrijedi:

ab® + a®b < a* + b4
Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b, c vrijedi:
(a+b+ c)abe < a* +b* + ¢
Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

as b3 3

44> .
bc+ac+ab_a+b+c

1 n+1 1\
(e LY 5 (12"
n+1 n

Dokazi za ai, a2, ..., an, b1, ba, ..., b, realne brojeve:

Dokazite nejednakost:

\/a% +..+a2+ \/b§ + .+ b2 > \/(al +b1)2 + ... + (an + bn)2.

Dokazi da ako je a,b,c > 0 onda je

abc(a +b+c) < adb+b3c+ cta.

Dva trokuta sa stranicama a, b, c i a1, b1, c1 su sliéne ako i samo ako

Vvaai + v/bby + y/cer = \/(a +b+c)(a1+ b1 +c1).

Minimiziraj x% + 37121 za0<z; <lizi1+..4+z,=1.

Neka su a, b, ¢ realni brojevi veéi od —i i neka je a + b+ ¢ = 1. Dokazi sljede¢u nejednakost:

Vaa+1+V4b+1+Viac+1< V21

Neka su «x, y i z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi xyz = 1. Dokazi nejednakost

6 6 6

x° + 2 +2 2242 T z

3 +y — + 3 23(_+?j+_)
T y z Yy z



19. Ako su z, y, z i w realni brojevi takvi da vrijedi
4y + 2wt +3y+ 52+ Tw=4
odredi najveéu mogucu vrijednost izraza x + y + z + w.

20. Dokazi da za sve z,y > 0 vrijedi nejednakost
9
P+ +y+1> §a:y.

21. Trokutu ABC upisana je kruznica polumjera r sa srediStem u tocki S. Pravac kroz tocku S sijece
stranice BC' i CA redom u tockama D i E. Dokazite da za povrSinu P trokuta CED vrijedi
P > 2r2. Kada vrijedi jednakost?

22. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je
1 1 1
St -=1,
a b ¢
dokazite nejednakost
(a—1)(b—-1)(c—1) >8.

23. Neka su O i P redom opseg i povrsina pravokutnika. DokaZi da vrijedi

24P
o>——F——.
“0+P+1
24. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a + b + ¢ = abc. Dokazi da vrijedi
ad(bc — 1) + b%(ca — 1) + ®(ab — 1) > 54v/3
25. DokaZi da za nenegativne realne brojeve a i b takve da je a + b < 2 vrijedi

1 + 1 < 2
14a2 1402~ 1+ab

Kada se postize jednakost?

26. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ > 1. DokaZi da vrijedi
a—bc+b—ca+c—ab < 3
a+bc b+ca cH+ab” 2

27. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a? 4+ b? 4+ ¢? = 3. Dokazi da vrijedi
4 3 4 3 4 3
a* + 3ab . b* + 3bc +c + 3ca <4
ad+2b b +2c3 3+ 268

28. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. DokaZi da vrijedi

a n b n c <1(1+1+1)
a+b2 b+c2 c+a?2 " 4\a b ¢

29. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZi da vrijedi
2 2 _
a 4 b S 3a+2b c
a+b b+c™ 4

30. Odredi najveéu vrijednost realne konstante A\ takve da za sve pozitivne realne brojeve u, v, w za
koje je u/vw + vi/wu + w/uv > 1 vrijedi nejednakost u + v +w > A.

31. Neka je n prirodni broj. Odredi sve pozitivne realne brojeve x za koje vrijedi
22 32 (n+1)2 5 n(n + 3)

a:—|—1+a:+2 ...-l-w_i_—n-l-nw =nI+T.

Za bilo kakva pitanja vezana za zadatke moZete mi se javiti na mail utrobicicnika@gmail.com.
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C4: Mislav Brnetic - Igre

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Pod pojmom matematicke igre promatrat éemo situacije u kojima igraci (najéesée 2) igraju neku igru
te je cilj odrediti koji igra¢, ovisno o zadanim parametrima, ima pobjednicku strategiju.

KaZemo da igra¢ ima pobjednicku strategiju ako postoji niz poteza kojim moze osigurati pobjedu,
neovisno o tome kako drugi igra¢ igra (naravno, ti potezi mogu ovisiti o potezima drugog igraca).

Promotrimo jedan primjer igre.

Primjer 6.2.1. Na hrpi se nalazi n kamendiéa. Igra¢i A i B igraju sljedeéu igru: u svakom koraku
igrac koji je na redu moze s hrpe uzeti 1,2, 3 ili 4 kamencic¢a. Prvo igra igra¢ A, a igraju naizmjeni¢no.
Pobjeduje igra¢ koji uzme zadnji kamencié.

U ovisnosti o n, odredite koji igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Nacelno, ideja rjesavanja ovakvih problema je podjela svih pozicija na disjunktne skupove pobjed-
nickih i gubitnickih pozicija. Pritom su pobjednicke pozicije one na kojima igra¢ koji je na redu ima
pobjednicku strategiju, a gubitnicke one na kojima drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

U gornjem primjeru lako mozemo zakljuciti kako su brojevi 1,2,3 i 4 sigurno pobjednicke pozicije
(s njih moZemo uzeti sve kamenciée u jednom potezu). Dakle, kada je n = 1,2,3,4 prvi igra¢ ima
pobjednicku strategiju.

Promotrimo situaciju kada imamo 5 kamencica: sada, koji god broj kamenci¢a uzmemo, ostat ¢e jos
1,2, 3 ili 4 kamencic¢a na hrpi. Kako smo ranije zakljucili, drugi igra¢ sada moze uzeti sve kamencice i
pobijediti. Dakle, 5 je gubitnicka pozicija, a u toj poziciji drugi igra¢ ima pojednicku strategiju.
Promotrimo sada situacije kada imamo 6,7, 8 ili 9 kamenciéa: prvi igra¢ moze uzeti toliko kamenciéa
da na hrpi ostane jo§ 5 kamenciéa, a tada drugi igrac sigurno gubi (s obzirom da je to gubitnicka
pozicija), odnosno prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Sada, generalizacijom i provedbom indukcije, lako vidimo da su (samo) pozicije n = 5k, k € N gubit-
nicke, a ostale pobjednicke. Odnosno, prvi igra¢ ima strategiju za n # 5k, inace strategiju ima drugi
igrac.

Ta strategija je vrlo jednostavna: pobjednik u svakom koraku uzima odgovarajuéi broj kamencié¢a kako
bi gubitniku ostavio 5k kamenciéa, odnosno poslao ga u gubitni¢ku poziciju (a ranije smo vidjeli zasto
je takva strategija dobra).

Generalizacijom gornjeg dokaza mozemo zakljuditi i:

« pobjedni¢ka pozicija je svaka iz koje postoji potez koji vodi u gubitni¢ku (tj. protivnik je u
poziciji iz koje mora izgubiti)

« gubitnicka pozicija je svaka iz koje se moZe doéi samo u pobjednicku (tj. protivnik je u poziciji
iz koje moze pobijediti)

A Oprez

Bitno je primijetiti kako pobjednicka pozicija garantira pobjedu samo uz to¢no odredeni niz poteza
(bilo kakva pogreska igraca vodi u gubitnicku poziciju), dok je gubitnicka pozicija sigurno gubitnicka
(naravno, ako protivnik ne pogrijesi).
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Neki od principa korisnih kod rjeSavanja ovakvih problema:

¢ Indukcija - kao u ranijem primjeru

¢ Invarijante i monovarijante

o Simetrija - situacija u kojoj neki igra¢ moze uvijek na odredeni nacin "odgovoriti" na potez

prethodnog

Laksi zadaci

1.

Na plodi je napisan prirodan broj n te je zadan prirodan broj k. Dva igraca zatim igraju sljedeéu
igru: igraé¢ koji je na redu moze broju na plo¢i oduzeti jedan od brojeva 1,2,...,k (tako da je
broj koji ostane na plo¢i i dalje nenegativan), a igraju naizmeni¢no. Pobjeduje igra¢ nakon cijeg
poteza na ploci ostane broj 0.

Koji igra¢ ima pobjednicku strategiju?

. Kao u prvom zadatku, na ploci je napisan prirodan broj n te je zadan prirodan broj k, medutim

dva igrada naizmeni¢no broju s plode oduzimaju jedan od brojeva 1,2,22,...,2* (tako da je broj
koji ostane na ploéi i dalje nenegativan). Pobjeduje igra¢ nakon ¢ijeg poteza na ploci ostane broj
0.

Koji igra¢ sada ima pobjednicku strategiju?

. Vlatka i Vlatko igraju igru s pravokutnom plocom i Zetonima oblika kruga medusobno istog

radijusa. U potezu je dozvoljeno staviti jedan Zeton na plocu tako da se ne preklapa s ostalima
te da se nalazi u cijelosti unutar ploce. Igrac koji viSe ne moze postaviti Zeton na plocu gubi.

Ako Vlatka igra prva, tko ima pobjednicku strategiju?

. Na hrpi je n kamenciéa (n € N). Dvojica igraca s hrpe naizmjence uzimaju m kamenéiéa (m > 1),

a pobjeduje igra¢ koji uzme zadnji kamencié. Za koje n drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju
ako m ne smije biti:

a) slozen broj b) prost broj?

. Na stolu su dvije neprazne hrpe kamenci¢a. Dva igraca naizmjence s jedne od hrpa uzimaju po

volji mnogo kamenci¢a. Pobjeduje igra¢ koji uzme zadnji kamencié.

Za, koje rasporede kamenci¢a na hrpama drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju?

. Dva igraca igraju "Sah s dva poteza' (tj. Sah s normalnim pravilima, osim S$to svaki igra¢ igra

dva umjesto jednog poteza). MoZe li neki igra¢ osigurati nerijesen ishod ili pobjedu?

. Igrac¢i A i B igraju igru sa skakacem na Sahovskoj ploci: prvo igra¢ A postavi skakaca na bilo

koje polje na ploci, a potom pocevsi od igraca B igraci naizmjence pomicu skakacCa na nacin na
koji se skakaC mice u Sahu. Gubi onaj igra¢ koji ne moze postaviti skakaca na polje koje skakac
jo$ nije posjetio. Koji igra¢ ima pobjednicku strategiju?

. Dva igraca igraju igru s cokoladom koja se sastoji od m x n kockica, te je broj kockica veéi od

1. Igraéi naizmjence biraju jednu od preostalih kockica te odlome (i pojedu) sve kockice koje se
nalaze u istom redu desno i u istom stupcu dolje u odnosu na odabranu, te i sve one koje su time
ostale odvojene od ostatka ¢okolade (pri éemu gornja lijeva kockica ¢okolade ostaje nepojedena).
Gubi onaj igra¢ koji pojede zadnju kockicu (tj. onu u gornjem lijevom kutu) jer je to nepristojno.

Za koje veli¢ine ¢okolada drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju?

. Dana je bijela kvadratna ploca sa 64 polja. Anica i BoZica igraju sljede¢u igru: prvo Anica oboji

n polja u crvenu boju, a potom BozZica odabire 4 retka i 4 stupca te sva polja u njima oboji crno.
Bozica pobjeduje ako nije ostalo nijedno crveno polje na ploci; u suprotnom pobjeduje Anica.

Odredite najmanji n takav da Anica moZe osigurati pobjedu bez obzira na potez BoZice.
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Tezi zadaci

10.

11.

12,

13.

14.

68

Goci i Lazo igraju igru. Zadan je bilo koji polinom p(z) sa cjelobrojnim koeficijentima, stupnja
veceg ili jednakog 1. Na ploéi je napisan skup brojeva

M={1,2,34,...,p,p+1,...,2p—1,2p}

i suma S koja je na pocetku 0. Goci zapocinje igru. Svaki igra¢ u svakom potezu odavire jedan
broj n € M, briSe ga s plo¢e i umjesto sume S na plo¢u napise p(n) — S. Igra je gotova kada se
isprazni M. U tom slucaju, ako je S djeljiv s p pobjeduje Lazo, inace pobjeduje Goci.

Tko ima pobjednicku strategiju?

Na plo¢i na pocetku piSe n uzastopnih prirodnih brojeva, gdje je n veéi od 10. Anica i BozZica
naizmjence briSu po jedan broj s ploce, dok ne ostanu 2 broja na plodi. Anica pobjeduje ako su
ta 2 broja relativno prosta, a u suprotnom pobjeduje Bozica. Za koje n Anica ima pobjednicku
strategiju?

Anica i Bozica igraju igru. Prvo Bozica napiSe 9 prirodnih brojeva na ploc¢u, a onda Anica
pokusava dobiti da svi brojevi budu jednaki viSestrukim ponavljanjem sljedeéeg postupka: u
jednom koraku ona odabire 2 broja i mijenja svaki od njih njihovim zbrojem. Moze li Bozica
odabrati brojeve tako da Anica ne moZe ostvariti svoj naum?

Anica i BoZica igraju igru sa sljedeéim pravilima. Na pocetku postoji hrpa s n > 2 kamendica.
Prvo Anica makne s hrpe bilo koji broj kamenci¢a tako da hrpa ne ostane prazna, a zatim
njih dvije naizmjence mic¢u kamenciée s hrpe tako da ako je u prethodnom potezu maknuto
k kamenci¢a, u sljedeéem potezu ih smije biti maknuto najvise 2k — 1. Za koje n Bozica ima
pobjednicku strategiju, ako pobjeduje ona koja makne zadnji kamenci¢?

Anica i Bozica igraju sljedeéu igru, uz dani prirodni broj n. Anica prvo napise broj 1, a potom
naizmjence svaka od njih zapiSe broj za 1 vedi ili duplo veéi od prethodnog, pri ¢emu nijedan
napisani broj ne smije biti ve¢i od n. Pobjeduje igra¢ koji napise broj n. Za koje n Bozica ima
pobjednicku strategiju?



G4: Bernard Inkret - Nadodavanje i uvodenje tocaka

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Cesto za rijesiti geometrijski zadatak potrebno je razmatrati skicu ovisno o nekoj tocki koja se mozda
ni ne spominje u zadatku, koju nije lagano uopcée nacrtati na skici. Ta toCka treba biti takva da na
jedinstven nacin upotpunjuje skicu i jedino je neku tocku korisno uvesti ako upotpunjuje skicu na dva
razlic¢ita nacina.

Najbolji nacin kako motivirati uvodenje neke tocke u zadatak je primjeéivanjem neke osnovnije kon-
figuracije koja se pojavljuje u vezi te tocke, te dokazivanjem toga da da za tu tocku vrijedi neki drugi
uvjet koji nam je potreban da zadatak vrijedi. Zbog toga ¢emo se fokusirati i na osnovnije zadatke
koji se trebaju znati kako rijesiti. Uvodenje tocke je beskorisno ako za nju ne vrijedi barem dva uvjeta
koji su povezani s ostatkom zadatka.

Uvodenje tocaka je kao rjeSavanje Sahovske zagonetke u smislu prepoznavanja uzoraka - jednostavnije
lakse taktike u Sahu je kao traZenje dva manja geometrijskog uzorka koji se poklapaju u nekoj novoj
tocki, te Sto viSe geometrije rjeSavamo, to éemo biti bolji u primjeéivanju uzoraka.

Osnovne konfiguracije

1. (Ptolomejev teorem) Dokazi da je ABCD tetivni ¢etverokut ako i samo ako je
AB-CD+ AD-BC = AC-BD
2. (Nadodavanje antipode) Dokazi da je ABCD tetivan ako i samo ako su A, B,C i D tocke takve
da se okomice iz A, B,C na DA, DB i DC sijeku u jednoj tocki.

3. Dvije se kruznice sijeku u tockama X i Y te ih njihova zajednicka tangenta dira u A i B. Dokazi
da XY raspolovljava duzinu AB.

4. (Simpsonov pravac) Neka je ABCD tetivan Cetverokut. DokaZi da su noZiSta visina s D na
AB, AC i BC na istom pravcu.

5. Na kruznici izabrane su tocke A, B, M, C tako da je M poloviste luka BC'. Noziste visine iz tocke
M na AB ili AC je D. Dokazi da je AB + AC = 2AD.

6. (Trozubac) Neka je M sjeciSte simetrale kuta BAC i simetrale stranice BC' trokuta ABC, te
neka je I srediSte upisane kruznice tog trokuta. Dokazi da je M srediste kruznice BIC.

Zadaci s uvodenjem tocCaka

7. Unutar trokuta ABC izabrana je tocka P takva da je ZABP = ZACP. Nozista visina s P na
AB i AC su tocke D i E, a poloviste stranice BC' je M. Dokazi da je DM = EM.

8. (Humptyjeva tocka, HIMO 2020) Neka je H ortocentar trokuta ABC i neka je X noziSte visine
s H na teZisnicu trokuta ABC iz A. Dokazite da je BCHX tetivan.

(Tocka X jako je posebna tocka za koju puno naizgled nepovezanih stvari vrijedi, samo o njoj
bi se moglo predavanje napraviti, pa zato ima svoje ime.)

9. Simetrala kuta ABC jednakokra¢nog trokuta ABC (s AB = AC) sijee AC u D. Ako je BC +
CD = AB, izracunaj kuteve trokuta ABC.

10. Neka je ABC trokut takav da je kut pri vrhu A dva puta veéi od kuta pri vrhu B. Dokazi da je
b(c+ b) = a?.
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11. Dan je jednakokracan trokut ABC takav da je AB = AC. Neka je M poloviste stranice BC te
neka je AP paralelno s BC. Tocke X i Y nalaze se redom na polupravcima PB i PC tako da je
tocka B izmedu P i X, tocka C izmedu PiY te vrijedi ZPXM = Z/PY M. Dokazi da su tocke
X,Y, P i A koncikliéne.
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N4: Luka Buli¢ Braculj - Ako potenciramo mod n onda se ostatci
periodicno ponavljaju

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Definicija 6.4.1

Neka su a,b € Z, te n € N. KaZemo da je broj a kongruentan broju b modulo n ako vrijedi n | a — b.
PiSemo: a = b (mod n).

Neka su a, b, c,d, k € Z. Vrijedi:
e a=a+kn (mod n)
e a=b(modn), c=d(modn) = a+c=b+d (mod n)
e a=b(modn), c=d(mod n) = ac = bd (mod n)
e a=b(modn) = a* =b* (mod n)
Promatramo 1i ostatke potencija nekog prirodnog broja a modulo m, moZemo primjetiti da se peri-
odi¢no ponavljaju. Primjerice, za a =2im =T:
2°=1 (mod 5)
2! =2 (mod 5)
22=4 (mod 5)
23 =3 (mod 5)
2¢=1=2° (mod 5)
25=2=2! (mod 5)

Teorem 6.4.2: Ostaci se periodicno ponavljaju

Za svaki par prirodnih brojeva a i m, postoji period p € Ny takav da
a" = a"*? (mod m)

za svaki dovoljno veliki n € N.

Dokaz. S obzirom da postoji kona¢no mnogo moguéih ostataka modulo m (0,1,2,...,m — 1), a be-
skona¢no mnogo moguéih potencija broja a (svaki prirodni broj n € N), prema Diricheltovom nacelu
slijedi da postoje dvije potencije s istim ostatkom. Zapisimo to kao a* = a' (mod m), gdje su kil
prirodni brojevi te k > [ (bez smanjenje opéenitosti).

Tvrdimo da je p = k — [ period koji zadovoljava a™ = a™*? (mod m) za svaki n > [. Zapisimo n kao
I+ r gdje je r € Ny. Slijedi da je

an—i—p = al—i—r—i—k—l k+r k r— 1l T — al+r n

=a a-a"=a-a =a" (mod m)

¢ime smo dokazali tvrdnju teorema. O

U slucaju da su a i m relativno prosti, izraz ™ = a"*? (mod m) moZemo s obe strane pomnoZiti s
multiplikativnim inverzom od a™ (mod m) (koji postoji jer su a™ i m relativno prosti) kako bismo
dobili da je a? =1 (mod m).
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Definicija 6.4.3: Order

Za dane relativno proste a i m, order je najmanji prirodni broj p takav da a? =1 (mod m).

Order p moZemo zapisati kao p = ord,,(a).

Teorem 6.4.4

Za relativno proste prirodne brojeve a i m, a™ =1 (mod m) ako i samo ako
ordy,(a) | n.
Dokaz. Dokazimo dva smjera ekvivalencije odvojeno.
Prvo, ako ord,,(a) | n, n moZemo zapisati kao ord,,(a) - k. Slijedi da je
a” = gdm @)k = (aordm(a))k =1F=1 (mod m)

¢ime smo dokazali prvi smjer.

Za drugi smjer pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji prirodan n takav da je a” =1 (mod m)
i ord,,(a) t n. Slijedi da n moZemo zapisati kao ord,,(a) - k + r gdje je r prirodan broj takav da je
0 < r < ordp(a). Dakle

a® = godm(@)ktr = (gordm(a))k . gr = 1. g" = 4" (mod m).

Ali a™ =1 (mod m) iz Cega slijedi da je a” = 1 (mod m), ali r je prirodan broj manji od ord,,(a) pa je

to u kontradikciji s definicijom ordera. Stoga zakljucujemo da naSa pocetna pretpostvka nije istinita,
odnosno a” =1 (mod m) samo ako ord,,(a) | n. O

Definicija 6.4.5: Eulerove funkcija

Eulerova funkcija ¢ broj je brojeva iz skupa {1, 2, ...,n} koji su relativno prosti s n.

Svojstva Eulerove funkcije:

« Ako imamo rastav broja n na proste faktore n = p* - p5? - ... p*, vrijedi:

ooy (1= )1 2)

e ¢ je multiplikativna, tj. vrijedi ¢p(nm) = p(n)e(m) ako su n i m relativno prosti.

e Ako je p prost broj, onda je p(p) =p — 1.

Teorem 6.4.6: Eulerov teorem

Neka su a,n € N relativno prosti brojevi. Tada vrijedi:

a?™ =1 (mod n).

Direktna posljedica Eulerovog teorema je Mali Fermatov teorem.

72



Teorem 6.4.7: Mali Fermatov teorem

Neka je a € N i neka je p prost broj takav da a nije djeljiv s p. Tada vrijedi:

a1 =1 (mod p).

Primjer 6.4.1 (Primjena Eulerovog i malog Fermatovog teorem u zadacima). Pronadi ostatak pri dije-
ljenju broja 13162 sa 17.

Rjesenje 6.4.1. Kako nas zanima ostatak pri djeljenju sa 17, korisno je promotriti ostatak potencije
(u ovom sluéaju 161 s ¢(17) = 16) buduéi da znamo da je

gPmMk+r _ co(m)k | r (a‘P(m))’“ a"=1F.a" =q" (mod m)

za prirodne brojeve a, m, k i r zahvaljujuéi Eulerovom i/ili malom Fermatovom teoremu. UvrStavanjem
a =13 im = 17 zaklju¢ujemo k = 10 i r = 2 (kako bi potencija bila jednaka 162) te kona¢no dobijamo
da 1362 = 132 = 169 = 16 (mod 17).

O

Laksi zadaci

. Odredi ostatak pri djeljenju broja 3100 4- 5100 g5, 7.
. Odredi 2% (mod 33).

1

2

3. Odredi posljednju znamenku broja 77

4. Neka je a; =4, a, = 41, n > 1. Izracunaj ajgo (mod 7).
5

. Izra¢unaj posljednje tri znamenke broja 2005 + 20052 + ... 4+ 20052006

Umjereni zadaci

6. Koliko postoji prostih brojeva p takvih da je 29?7 + 1 visekratnik od p?
7. Pokazi da 19 | 22° + 3 2a k =0,1,2, .. ..

8. Koliko postoji prirodnih brojeva koji su viSekratnici broja 1001 te se mogu izraziti kao 10/ — 10
gdje su i i j cijeli brojevi takvi da 0 <1 < j <997

9. Ako je a? = b? (mod p) gdje je p prost, dokazi da je tada a? = b” (mod p?).

10. Dokazi da, ako je p prost, da je svaki prosti faktor broja 2? — 1 veéi od p.

Tezi zadaci

11. Ako su a i b prirodni brojevi relativno prosti s m takvi da je a®* = b® (mod m) i a¥ = bY (mod
m), dokaZi da je
agd@y) = peed@Y) (mod m).

12. Neka je n > 3 prirodan broj. Dokazi da je " " djeljiv s 1989.
13. Dokazi da n | ¢(a™ — 1) za sve prirodne brojeve a > 1 i n.

14. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n takvih da n | 2” + 1 i pronadi sve
takve proste n.

15. Neka je n prirodni broj takav da n > 2. Dokazi da n { 2™ — 1.
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16. Neka je a, niz zadan sa
an,=2"4+3"4+6"-1(n=1,2,...).

Odredi sve prirodne brojeve koji su relativno prosti sa svakim ¢lanom zadanog niza.
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X4: Boris Stankovi¢ - Uvod u funkcijske jednadzbe
Link na hintove. Link na rjeSenja.

Funkcije su jedan od najfundamentalnijih matematickih pojmova. Zapis gotovo svih ozbiljnijih mate-
matickih izraza sadrzi funkcije u sebi. Cilj ovog predavanja je da vam pruzi uvod u to $ta su funkcije,
funkcijske jednadzbe i pokaZe neke osnovne metode rjeSavanja funkcijskih jednadzbi kakve se pojav-
ljuju na matematickim olimpijadama.

Funkcija

Funkcija je pridruZivanje elemenata skupa B elementima skupa A pri ¢emu je svakom elementu skupa
A pridruZen tocno jedan element skupa B. Skup A naziva se domena, a skup B kodomena funkcije f.
Postoje neke osobine funkcija koje nam mogu biti od posebnog znacaja u njihovom proucavanju pa
¢emo ih zato definirati.

Definicija 6.5.1: Svojstva funkcija
Za funkciju f: A — B kaZemo da je:
e injekcija ako f(z) = f(y) povladiz =y
« surjekcija ako za svaki element b skupa B postoji element a skupa A takav da je f(a) =b
o bijekcija ako je ujedno i injekcija, i surjekcija
o involucija ako vrijedi f(f(a)) =a, za svakia € A
e parna ako vrijedi f(z) = f(—z), za sve x € R

o neparna ako vrijedi f(—z) = —f(z), za sve z € R

e periodic¢na ako postoji p # 0 takvo da vrijedi f(z + p) = f(z) za sve x € R

Za, bijekcije postoji njihova inverzna funkcija. Za funkciju g: B — A kaZemo da je inverzna funkciji
f: A — B ako vrijedi f(g(x)) = x za svako z iz domene (ujedno i kodomene).

Funkcijske jednadzbe

Funkcijska jednadzba je problem u kojem treba pronaéi sve funkcije koje zadovoljavaju zadani izraz(e).
Klasi¢na funkcijska jednadzba je najéeSée oblika: ,,Pronadite sve funkcije f: A — B takve da vrijedi
P(z,y).”, gdje su A, B obi¢no neki od klasi¢nih skupova (R,Z,N,Q), a uvjet je neka propozicija,
najcesée u dvije varijable koja nam govori o nekim jednakostima.

U rjesavanju funkcijske jednadzbe postoje 2 koraka. Prvo koristeéi da uvjet vrijedi za sve elemente
promatranog skupa dobijamo informacije o funkciji uvrstavajuéi pogodne vrijednosti iz tog skupa.
Umijeée rjeSavanja funkcijskih je upravo umijeée pronalaZenja pogodnih vrijednosti za uvrstiti. Cilj
toga je pronadi skup funkcija koje zadovoljavaju zadani izraz. Nakon toga moramo zaista provjeriti da
te funkcije zadovoljavaju uvjete zadatka za sve elemente zadanog skupa. Taj korak je najcesée fizicka
provjera koje od tih funkcija stvarno zadovoljavaju jednadzbu.

A Oprez

Na kraju rjeSavanja zadatka iz funkcijskih morate provjeriti da li sva rjesenja koja ste dobili uistinu
zadovoljavaju pocetnu jednadzbu. Ukoliko to ne ucinite zgrijesili ste vise nego Patricija kad bi dijelila
s nulom.

Dvije vrlo lagane funkcijske jednadzbe bi izgledale ovako:
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Primjer 6.5.1. Pronadi sve funkcije f : R — R takve da Vz,y € R vrijedi

f(zy) = f(z) + f(y)

Primjer 6.5.2. Nadite sve funkcije f : R — R takve da Vz,y € R vrijedi f(z +y)+ f(z —y) = 22 + y°.
Kada rjesavate funkcijske jednadzbe korisno je pokusati pogoditi rjeSenje jednadzbe. Najcesce je rje-
Senje nesto jako fino poput f(z) = z, f(x) = 22, f(xr) = —= ili relativno fino poput f = const, f =
z+1, f= % RjeSenje vas moze usmjeriti ka uvrstavanjima koje Zelite praviti da biste dokazali da je
to jedino rjesenje. Neke metode koje vam mogu pomodéi u rjeSavanju funkcijskih su:

Najceséi korak je pocetni korak je uvrStavanje vrijednosti s ciljem da se izvuku neke informa-
cije koje se mogu lagano dobiti. U tu svrhu najcesce uvrstavamo 0 ako smijemo, zatim parove
(0,z), (z,0) nesto poput (z,z), (x, —z) kombinacije sa 1 i —1 itd...

Ako mozemo lako izracunati f u nekoj tocki to vrijedi napraviti. Ako znamo koliko je f(neSto)
vrijedi probati ubaciti to nesto umjesto x i y.

<promatrati skup nultocaka funkcije. Ako znamo da postoji neko ¢ takvo da je f(t) = 0 tada
ima smisla ubaciti to ¢. Cesto proces rjesavanja u zadacima u kojima su rjeSenja tipa f(z) = 0
za sve x i f(z) = x za sve z je da dobijemo da se neki broj slika u 0. Zatim ako postoji neki broj
t # 0 takav da je f(t) = 0 tada nije tesko dobiti da se svi brojevi slikaju pomoéu neéega poput
f(tx) = 0 za sve z. U drugom slucaju onda znamo da je f(0) = 0.

Dokazati neko od gore navedenih svojstava (prije svega injekciju ili surjekciju) i koristiti ga

Dokazati injekciju ili surjekciju u nekoj tocki, ako ne moZzemo generalno. Npr korisno je pokazati
da se nesto slika u 0,1 ili da je funkcija injektivna u 0,1, —1.

Indukcija na funkcijama ¢ije su domene i kodomene N, Z, Q

Dokazati da postoji beskona¢no mnogo brojeva koji se slikaju u ono $to treba. Ova metoda
pogotovo vrijedi za funkcijske u teoriji brojeva gdje je lakSe dokazati nesto za neke specificne
oblike, najcescée vezane za proste brojeve. Ako trebamo dokazati da je f(n) = n za sve prirodne
brojeve Cesto prvo dokazemo f(p) = pili f(p—1) = p—1 za sve proste brojeve p i onda koristimo
pocetni uvjet da dokaZemo nesto poput p+ f(p)|f(n) — n odakle slijedi da f(n) —n mora biti 0
jer ima beskonac¢no mnogo djelitelja.

Neki malo napredniji trikovi u rjesavanju funkcijskih jednadzbi su:

Koristenje (a)simetrije. Ako je jedna strana poéetnog uvjeta simetricna po z,y a druga nije
vrijedi zamijeniti x,y i iskoristiti to.

Forsiranje kraéenja. Praviti uvrStavanja tako da stvari na razli¢itim stranama pocetne jednakosti
postanu iste.

Uvodenje pomo¢éne funkcije ako je potrebno, skaliranje ili pomakom u neku toc¢ku. Npr. g(z) =

f(z) - £(0)
Gledati skup brojeva za koje znamo da je f(taj broj) ono $to nasluéujemo da f treba ispasti.
Promatranje veli¢ine, pogotovo u funkcijama sa nejednakostima i R* funkcijskim

Iteracija

Navest ¢u i savjete Borne Simiéa, osobe od koje sam ja udio rjeSavati funkcijske upravo na ljetnom
kampu nakon JBMO S$to je situacija u kojoj se nalazite neki od vas. Savjete navodim u izvornom
obliku bez izmjena iako imaju nekih presjeka s gore navedenim.
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e Pri rjeSavanju jednadzbe u kojoj se pojavljuju samo f(z), f(y), f(z + y) na jednostavne naline
moze biti korisno uvrstiti (z, 1), (z + 1, —1) te zatim rijesiti sustav jednadzbi. Vrlo esto, ovo ¢ée
biti i jedini nacin za rijeSiti zadatak. Opéenito, neke jednadzbe ée se moéi rijesiti dobivanjem
sustava jednadzbi na neki nadin.

e Ako se f(z) = 0 pojavljuje kao rjeSenje, zna biti korisno napisati da je to rjeSenje i nadalje
pretpostaviti 3t, f(t) # 0. Takoder ponekad korisno rastavljanje na slucajeve mozZe biti da,
recimo, pretpostavimo da 3t # 0, f(¢) = 0 u jednom slucaju a da u drugom f(t) =0 = ¢t =0.

o "Zajina metoda" je uvrStavanje svih parova cijelih brojeva izmedu —2 i 2 u jednadzbu u nadi da
¢e se time dobiti nesto korisno.

o U funkcijskim jednadzbama sa djeljivostima se moze pokazati korisnim koristiti da su djelitelji
prirodnog broja njemu manji ili jednaki. Takoder, ako pokazes da neki izraz ima beskonacno

mnogo djelitelja, on je jednak nuli.

o Takoder, ako je jednadZba iz prirodnih u prirodne brojeve ¢injenice poput f(n) > lilia > b =
a > b+ 1 su iznenadujuée korisne.

e Moze biti lakse odrediti vrijednosti za proste brojeve ili neku drugu posebnu klasu brojeva te
zatim prosiriti na nesto opdéenito.
Laksi zadaci

1. Nadite sve funkcije f : R — R takve da Vz,y € R vrijedi:

fl@+y) +2f(x—y)+ f(z) +2f(y) =4z + y.

2. Nadite sve injektivne funkcije f : R — R takve da Vz,y € R vrijedi

flz+ fz+y?) +y) = f2z —y) + 3y.

3. Neka je f : R — R takva da je z + f(z) = f(f(z))Vz € R. Nadite sve z takve da f(f(z)) =0.
4. Odredi sve funkcije f: R — R takve da je
f(z+3y) = 5f(2)f(y)
za sve realne brojeve i y.
5. Ako je f: N — N strogo rastuéa surjekcija, dokazite da je f(n) =n, Vn €N.
6. Odrediti sve funkcije f : N — N takve da za sve prirodne brojeve m, n vrijedi f(m)+ f(n) | m+n.

7. Naéi sve funkcije f : N — N takve da za sve razli¢ite prirodne brojeve m,n vrijedi ged(m,n) =

ged(f(m), f(n))-
8. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za sve prirodne brojeve n vrijedi f(n) + f(f(n)) = 2n.

9. Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

fl@+ fy) = f(f(W) + 22 f(y) + 2>
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Dva zadatka vezana za razumijevanje funkcija

10. Neka je g : N — N funkcija koja se dobije uzastopnim zapisivanjem svih prirodnih brojeva od 1

11.

do n jedan iza drugog (npr. g(11) = 1234567891011). Neka je funkcija f : N — Ny definirana na
sljedeéi nacin: f(n) je najmanji broj znamenaka koje treba izbaciti iz zapisa broja g(n) tako da
novodobiveni broj bude djeljiv sa 8.

Postoje li prirodni brojevi t i ng takvi da za sve prirodne brojeve n > ng, vrijedi f(n+t) = f(n)?

Zadane su funkcije f i g iz R u R. f je bijekcija i za svaki realni = vrijedi:
f(@) +g(z) =2.
Pokazi da postoji tocno jedan xg takav da je:

f(f(z0)) + g(g(z0)) = 2.

Dvije cuvene funkcijske jednadzbe

12,

13.

Cauchyeva funkcijska jednadZba

Nadi sve funkcije koje zadovoljavaju f(z +y) = f(z) + f(y). Zadatak rijesiti za f : N — N,
f:Q—=Q, f:Rt - RT

Jensenova funkcijske jednadzba

Nadite sve f: Q — Q takve da vrijedi f(z) + f(y) = 2f(zT+y)

Olimpijski zadaci iz funkcijskih jednadzbi

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Nadi sve funkcije f : N — N koje zadovoljavaju sljedeéa dva uvjeta:
o f(n) je potpun kvadrat za sve n € N;
o f(m+n)= f(m)+ f(n)+2mn za sve m,n € N.

Nadite sve funkcije f: R — R takve da je

F(f(@) +y) = f@® —y) +4f(2)y
za sve realne brojeve x i y.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da
flz+yf(@) = f2f@y) —z+ fly+ f(2))
Nadi sve funkcije f : Z — Z takve da za sve cijele brojeve a i b vrijedi
f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))
Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (a,b) vrijedi
f(a) +b|a*+ f(a)f(b)
Nadi sve funkcije f : R — R koje zadovoljavaju

f@+ f(@)f(y) =zf(z+y)

za sve realne brojeve x i y.



20. Nadi sve funkcije f : R — R koje zadovoljavaju
f(af(z) + f(zy)) = f(2®) +yf(z)
za sve realne brojeve x i y.
21. Neka je f : N — N multiplikativna funkcija takva da je f(4) =4 i vrijedi
f(m? +n?) = f(m?) + f(n?)

za sve m,n € N.
2

Dokazi da vrijedi f(m?) = m? za svaki prirodan broj m.
22. Postoji li funkcija f : N — N takve da za svaki prirodan broj n vazi f(f(n)) = f(n+1) — f(n)?
23. Nadi sve funkcije f : Ng — Ny takve da za sve m,n € Ny vrijedi:
f(m? +mf(n)) = mf(m +n).
24, Nadi sve funkcije f : R — R takve da za sve z,y € R vrijedi
f(lzly) = f(=) Lf(v))
gdje je |a] najveéi cijeli broj koji nije veéi od a.

25. Nadi sve funkcije f : Q — Q takve da vrijedi

f(zf(2) +y) = f(y) +2°

za sve racionalne brojeve x i y.

Zadaci za samostalan rad
1. Nadi sve funkcije f : N — N takve da vrijedi
m? + f(n) | mf(m) +n
za sve prirodne brojeve m i n.
2. Nadi sve funkcije f : (0,00) — (0, 00) takve da

() + (f(2))* _ w?+2a?
@)+ f(z%) y? + 2

za sve pozitivne realne brojeve w, x, y, z, za koje vrijedi wx = yz.

3. Nadite sve funkcije f : R — R takve da za sve x, y € R vrijedi:
ff(y) —yf(z)) = f(zy) —zy.

4. Neka je Ny skup svih nenegativnih cijelih brojeva. Nadi sve injektivne funkcije f: Ng — Ny takve
da

f@) - fy) | 2* —yf(y)

za sve x,y € Ny takve da je ¢ # y.

5. Nadite sve funkcije f : R — R, takve da

F@f(y) + F(F @)+ Fw) = yf(x) + flz+ f(y))

vrijedi za sve x, y € R.
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10.
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. Nadite sve funkcije f : R — R takve da nejednakost

f(@®) = ") < (f(2) +y)(z — f(¥)

vrijedi za sve realne brojeve x i y.

. Nadite sve funkcije f : Z — 7Z takve da vrijedi

flz—f(y) = f(f(2) - Fly) -1

za sve z,y € Z.

. Nadite sve funkcije f : RT — R¥, takve da vrijedi f(z+ f(z)+ f(y)) = 2f(z) +y za sve pozitivne

realne brojeve x,y.

. Nadite sve funkcije f : Zsg — Z~¢ takve da je broj zf(x) + f%(y) + 2z f(y) potpuni kvadrat za

sve prirodne brojeve z i y. x,y.

Nadite sve funkcije f: N — N takve da za sve prirodne brojeve a i b, postoji nedegenerirani
trokut sa stranicama duljine

a, f(b) and f(b+ f(a) — 1).

(Trokut je nedegeneriran ako mu vrhovi nisu kolinearni.)



Zadaci za petu grupu

A5: Vedran Cifrek - Polinomi

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod
Definicija 7.1.1
Polinom n-tog stupnja je funkcija f: R — R zadana sa
f(z) = apnz™ + an_12" 1+ ...+ a1z + ao

gdje su n € Ny, ag, a1, ...,an, € R,a, # 0.
Funkcija f: R — R zadana s f(z) = 0Vz € R je nul-polinom i nema stupanj.

Teorem 7.1.2: Teorem o nul-polinomu

Polinom f(z) = apz™ + an—12" 1 + ... + a1z + ag, jednak je nul - polinomu ako i samo ako a; =
0,:=0,1,...,n.

Teorem 7.1.3: Teorem o jednakosti polinoma

Polinomi f(z) = anz" + ap_12" ' + ... + 12 + ag i g(x) = bpx™ + by_12™ L + ... + bz + by su
jednaki ako i samo akom=nia; =b;,1=0,1,...,n.

Teorem 7.1.4

Svaki polinom stupnja n se moze jednozna¢no (do na permutaciju) zapisati kao
P(z) =an(z—z1)(x—122) - - - (T — ) gdje je an, vodedi koeficijent polinoma, a 1, z2, . . . T, ne nuzno
razli¢ite (kompleksne) nultocke polinoma.

Korolar 7.1.5

Ako polinom ima viSe razli¢itih nulto¢aka od njegovog stupnja onda to mora biti nul-polinom.

U zadacima ¢e se najéesée dokazati da polinom ima beskonacno nultocaka, pa i vise od stupnja koji
je konacan broj.

Korolar 7.1.6

Dva polinoma su jednaka ako i samo su im vodeéi koeficijenti jednaki te imaju iste nultocke s istim
kratnostima.
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Teorem 7.1.7: Vietove formule

Neka je P(x) polinom stupnja n: P(x) = ap,2™ + an_12" ! + - - - a1z + ag te neka je
P(z) = ap(x — x1) - - - (x — =) njegov zapis preko nultoCaka. Definiramo 7' = {1,2,...,n}. Onda
.. . o (_ n—k . % . _
vrijedi > H z; = (-1) o Za svaki k € {0,1,2,...,n—1}.
SCT, |S|=n—k i€S
Na primjerza k=n—1, n—210:

Qp—1
an

T1+T2+ ...+ T =—

an—2

1T + X123+ ... + Tp—1Tp, = a
n

r1X9...Lpn = (_1)n@.
Qn

Laksi zadaci

1. Neka je P(z) = 2" + an_12""! + an_22" 2 + apn_32" 3 + --- + a1z + ap polinoms realnim
koeficijentima takav da vrijedi a,—1 = 2n i a,—2 = 2n?%. Dokazi da nisu sve nultodke od P(z)
realne.

2. Neka je P(z) polinom s realnim koeficijentima takav da vrijedi P(x — 1) + P(z + 1) = 2P(x).
Dokazi da je P najvise stupnja 1.

3. Neka su 1, 9,...2, € C. Neka je P(x) = 2" +a12" ! +a22" 2 +...a, polinom s kompleksnim
koeficijentima kojem su sve nultocke 1, 2o, . . ., T,. Neka je Q(z) = 2" +b1z™ L +box™ 2+ - -+by,
kojemu su sve nultocke z2,z3...,22. Dokazi da ako su a3 + a3 + ... (svi neparni indeksi) i

az + a4 + ag + ... (svi parni indeksi) realni brojevi tada je i by + ba + - - - + by, realan broj.

4. Neka je p(z) polinom stupnja n i p(k) = za svaki k € {0,1,...,n}. Odredite p(n + 1).

k
kE+1
Tezi zadaci

5. Pronadi sve polinome P(z), s realnim koeficijetima, takve da vrijedi

P(z) - P(2z? —1) = P(z?) - P(2z — 1)
za sve realne brojeve x.

6. Neka je {P,}nen niz polinoma definiran s Pi(z) = z, P,11(z) = P,(x)? + 1 za svaki prirodan
broj n. DokaZi da za polinom P s realnim koeficijentima vrijedi P(z%+1) = (P(z))?+1Vz € R
ako i samo ako se P nalazi u nizu {P, }nen.

7. Pronadi sve polinome P sa samo realnim nultockama takve da je
P(z) - P(—z) = P(z2 - 1)

za sve realne brojeve x.

82



C5: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Osnovna ideja dvostrukog prebrojavanja je prebrojati broj elemenata istog skupa na dva razlicita
nacina. S obzirom da se radi o istom skupu, dobiveni rezultat mora biti jednak neovisno o nadéinu
brojanja, pod pretpostavkom da smo ispravno brojali.

Tako, primjerice, mozemo dokazati jednakost neka dva izraza ili dokazati da neka konstrukcija nije
moguéa (u sluaju kada jednakost koju dobijemo prebrojavanjem na dva razlifita nacina ne mozZe
vrijediti - rije¢ je zapravo o metodi dokazivanja kontradikcijom).

Primjer 7.2.1. Zbrajamo li brojeve u tablici, dobit ¢emo isti rezultat zbrojimo li prvo brojeve po svim
retcima te zatim zbrojimo dobivene sume, kao i ako prvo zbrojimo brojeve po stupcima.

Primjer 7.2.2. Na nekom natjecanju svaki ucenik rijesio je to¢no tri zadatka, a svaki zadatak rijeSilo
je tocno troje ucenika. Dokazi da su broj ucenika i broj zadataka jednaki.

Rjesenje 7.2.2. Prebrojimo broj ukupnih to¢nih rjesenja zadataka. Ta vrijednost jednaka je zbroju
broja ucenika koji su rijesili neki zadatak (za svaki zadatak), kao i zbroju broja zadataka koji su rijesili
ucenici (za svakog ucéenika).
Oznacimo broj ucenika sa x, broj zadataka s y, a broj to¢nih rjesenja sa S.
Tada imamo:

S = 3z svaki ucenik je to¢no rijesio po 3 zadatka

S = 3y svaki zadatak je to¢no rijesilo 3 ucenika,
iz Cega slijedi:
=3y = =y

Sto je i trebalo dokazati.

Zadaci

1. U nekom drustvu treéina svih penzionera su Sahisti, a ¢etvrtina svih Sahista su penzioneri. Ima,
li u tom drustvu vise Sahista ili penzionera?

2. Dokazi sljedeée identitete kombinatornim argumentom. (Nadi kombinatornu interpretaciju lijeve
i desne strane).

a) (3) = ()

b) (") =G+ ()
¢) k(3) =n(;77)

d) ko (p) =27

3. 15 ucenika sudjeluje na ljetnom kampu. Svaki dan troje od njih ¢iste u¢ionicu nakon predavanja.
Kamp traje k dana, a svaki par ucenika zajedno éisti uc¢ionicu to¢no jednom. Odredi k.

4. Dokazi sljedeée identitete kombinatornim argumentom. (Nadi kombinatornu interpretaciju lijeve
i desne strane).

a) Tio ()" = ()
b) () (D) = ()5
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¢) Xk (1) (:2) = (")
d) Shook(y) =mn2"!

5. Izradunajte sumu: Y, (7)(7)

6. Udruga kuSaCa vina "Umjereni vinoljupci" ocjenjuje kvalitetu ukupno n vrsta vina tako da u
kuSanju sudjeluje tocno n kusaca i da svaku vrstu vina proba toc¢no 4 kusaca. Koliki je najmanji
n ako je uvjet da ne postoji par vina kojeg je kuSao par istih kusaca?

Malo tezi zadaci

7. Na matematickom natjecanju sudjeluje 200 ucenika. Natjecanje se sastoji od 6 zadataka, i svaki
zadatak rijesilo je barem 120 ucenika. DokaZi da postoje dva ucenika takva da je svaki zadatak
rijeSio barem jedan od njih.

8. Oznacimo s pi broj permutacija skupa {1,2,...,n} sa to¢no k fiksnih tocaka (i je fiksna tocka
ako se broj 7 nalazi na i-tom mjestu u permutaciji). Dokazi da vrijedi p; + 2p2 + ... + np, = nl.

9. Dana je 3 x 7 plo¢a u kojoj je svako polje obojano plavo ili crveno. DokaZi da postoje 2 reda i 2

stupca (ne nuzno za redom) ¢iji presjeci daju 4 polja iste boje.

Teski zadaci

10. Na natjecanju sudjeluje a natjecatelja i b sudaca, pri ¢emu je b > 3 neparan prirodan broj. Svaki
sudac ocjenjuje svakog natjecatelja sa "prosao" ili "pao"'. Neka je k broj takav da se za svaku
dvojicu sudaca njihove ocjene poklapaju kod najvise k natjecatelja. Dokazite da je 5 > l’;—bl.

11. Interval < 0,20 > je pokriven s 13 otvorenih podintervala tako da nijedan nije podskup unije
ostalih. Dokazi da bar jedan od ovih podintervala ima duljinu ne veéu od 3.
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G5: Luka Kraljevi¢ - Homotetija

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Formalno, homotetija s koeficijentom k, k € R iz centra O je preslikavanje ravnine koje svaku tocku T'
Salje u neku tocku 7™ tako da vrijedi OT™ = k-OT' gdje su duzine usmjerene. Neformalno, o homotetiji
mozemo razmisljati kao transformaciji koja fiksira jednu tocku, centar homotetije, te iz nje stezemo ili
istezemo ravninu. Na slici je dan jednostavan primjer dvaju homotetija iz centra O koje trokut ABC
transformiraju s koeficijentom 2 i —1.

A/

U svrhu jednostavnosti, sliku nekog objekta p pod nekom homotetijom H (O, k) éemo oznadavati s
H(p). Unato¢ tome $to je transformacija jednostavna, javlja se veliki skup jednostavno dokazivih
posljedica:

o Tocke O,T i T* su kolinearne.

e Ako su pravci p i g paralelni, onda su i pravei H(p) i H(q).

e Ako su A, B i C neke tocke u ravnini, onda Z(AB, BC) = Z(H(AB),H(BC)), odnosno, homo-
tetija ocuvavava kuteve.

o Homotetija ocuvava tangentnost izmedu pravaca i kruznica, odnosno, kruznica i kruznica.
o Svaka homotetija ima jedinstvenu inverznu homotetiju, odnosno H(0, k)~! = H(O, £).

o Vrijedi d(H(AB)) = k - d(AB).

o Kompozicija dvaju homotetija H; i Hs je homotetija osim ako k; - ko = 1.

e Ako imamo dva nesukladna trokuta ABC i A'B'C’ takve da je AB || A'B’, BC || B'C' i
CA || C'A, postoji homotetija H() koja Salje trokut ABC — A'B'C’.

Sve prethodne ¢éinjenice su lako dokazive koristedi ili Kartezijev koordinatni sustav ili Gaussovu ravninu
te ih zbog toga ovdje netemo dokazivati.

Pogledajmo jedan primjer u kojem homotetija povezuje tri karakteristicne tocke trokuta, teziste (G),
ortocentar (H) i centar opisane (O).
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Primjer 7.3.1. Neka su M, N, P redom polovista stranica BC,CA, AB trokuta AABC. DokaZimo da
su tocke H , O i G kolinearne. Pravac na kojem leze ove tocke naziva se Eulerov pravac.

Rjesenje 7.3.1. Motivacija za ovu kolinearnost potjece iz ¢injenice da centar opisane O u kontekstu
AABC oponasa ortocentar u kontekstu AMNP. Uistinu, O lezi na simetrali stranice BC' pa je
OM 1 BC a bududi da je NP srednjica paralelna sa BC' imamo MO L N P. Analogno dobivamo i
NO LPMiPOL1LMN.

A

S

Daljnja inspiracija nam dolazi iz ¢injenice da su AM NP i AABC sli¢ni pa ukoliko pronademo nekakvo
preslikavanje koje Salje AMNP u AABC zasigurno ¢e slati ortocentar jednog trokuta u ortocentar
drugog trokuta.

I tu u pric¢u ulazi homotetija, nase Zeljeno preslikavanje. Kako se teZiSte nalazi na sjeciStu svih teziSnica
i dijeli sve teziSnice u omjeru 2 : 1, jasno je da ¢e nam teziSte posluziti kao centar homotetije.

H: AMNP — AABC

Gdje je ‘H homotetija sa centrom u G i koeficijentom —2. Zbog prethodno navedene argumentacije
imamo #H(O) = H $to znadi da su O, H i centar homotetije G kolinearni. O

Korolar 7.3.1
Iz ove homotetije mozemo doéi i do sljedeé¢ih netrivijalnih omjera:

HG | AH _

Go=% mo=?

i cikliéne varijante potonjeg.

Zadaci

1. Dokazite da postoji homotetija koja Salje trokut AABC u trokut ADEF za dva nesukladna
trokuta AABC i ADEF ako i samo ako vrijedi AB | DE, BC || EF i CA || FD.

2. Dijagonale trapeza ABCD sijeku se u tocki O. Dokazite da se opisane kruZnice trokuta AAOB
i ACOD dodiruju.

3. Pomod¢u homotetije dokaZite postojanje kruznice devet tocaka (polovista stranica, noZista visina

i poloviSta spojnica vrhova s ortocentrom leZe na jednoj kruznici). Takoder, dokazite da centar
te kruznice lezi na Eulerovom pravcu (pravac H — G — O iz prethodnog primjera).
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4. (7 jednakih kruZnica) Neka je H ortocentar trokuta AABC i H, Hp, H. polovista duZina
AH, BH i CH redom dok su A’,B’,C’ polovista stranica AB, BC, CA redom. Dokazi da su
kruZnice opisane trokutima AH,B’, AH,C’', BH,A', BH,C', CH.A', CH.B' i H,HH, jednake.

5. (Cevidova lema) Neka su I' i w kruznice takve da w dira I' iznutra u tocki T. Neka je AB
tetiva kruZnice I'" koja dira w u to¢ki P. DokaZi da pravac TP raspolavlja luk AB kruZnice I'.

Tri zadataka s tri Kruznice

6. Neka su w; i wy kruZnice koje se nalaze unutar kruznice €2 te diraju ju u to¢kama A i B redom.
Kruznice w; i we se diraju u F, neka su X i Y sjecista pravaca AE i BE sa Q. Dokazi da je XY
promjer €.

7. Neka su wy i wo kruznice sa sredistima O; i O3 koje se nalaze unutar kruznice € sa srediStem u
O te diraju ju u tockama A i B redom. KruZnice w; i we se sjeku u E'i F. AF sijece Q u X a
BF sijece Q u Y. Dokazi da je /ZXOY = Z01EO,

8. KruZnica w; sa srediStem u O; dira kruznicu €2 iznutra u tocki A dok ws sa sredistem u Oy dira
kruznicu €2 izvana u tocki B. Neka je C proizvoljna tocka na kruznici razli¢ita od A i B. CA
sijeGe w1 u X a CB sijefe ws u'Y. DokaZi da pravci XY, 0102, i AB prolaze kroz istu tocku.
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N5: Ivan Sinci¢ - Diofantske jednadzbe

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Neke od korisnih ideja kod rjesavanja diofantskih jednadzbi su:

1.

2.

Promatranje ostataka pri dijeljenju s nekim brojem

Uvodenje najveéeg zajednickog djelitelja (gcd) nekih dva broja

. Pretpostavljanje uredaja brojeva kod simetri¢nih ili cikliénih jednadzbi (npr. jedan od danih

brojeva je najveéi pa pretpostavimo koji ée to biti)

. Beskonacéni spust
. Promatranje prostog djelitelja nekog broja

. Pokazivanje da je u nekom slucaju jedna strana jednadzbe veéa od druge

Zadaci
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1.

Odredi sve cijele brojeve m,n za koje vrijedi:

m? 4+ n® = (m+n)?

. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju:

1 1 1
—+-+-=1
T Yy =z

. Odredi sve parove m,n prirodnih brojeva takve da vrijedi:

nl+5=md

. Odredi sve prirodne n za koje postoji prost broj p takav da vrijedi:

nt44"=p

. Odredi sve cijele z, y koji zadovoljavaju:

1522 —7y? =9

. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe:

o2+ y2 + 22 = 2xyz

. Odredi sve parove x,y cijelih brojeva koji zadovoljavaju:

z® +3=4y(y+1)

. Odredi sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva takve da vrijedi:

a(a+1) =0b°



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

. Rijesi u skupu prostih brojeva jednadzbu:

pl+1=r

Odredi sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva takve da vrijedi:

(36a + b)(a + 36b) = 2°
Odredi sve a,b € N koji zadovoljavaju:
(a%) = b
Odredi sve prirodne x,y za koje vrijedi:

+20 43 4. 42l =42
Odredi sve prirodne z,y za koje vrijedi:
' 4+22433 4. 42" =9
Rijesi u skupu prirodnih brojeva jednadzbu:
a® LB 4 e = gl

(Baltic Way 2011.) Odredi sve uredene parove (p, q) prostih brojeva za koje su p? + ¢° i p® + ¢°
potpuni kvadrati.

(Vojtech izborno 2019.) Neka su 1 =dj < d3 < ... < d, svi djelitelji n. Odredite n ako znamo:
a) n=diz+dis+dis
b) (d5 + 1)3 =dis+1

(Poljska 2005.) Odredi sve trojke (z,y,n) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju (z — y)" = zy.
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X5: Krunoslav lvanovi¢ - Funkcijske jednadzbe, naprednije

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Funkcijske jednadzbe su tip zadataka koji ¢esto dolazi na domaéim (drzavno 4.r., HMO), ali i medu-
narodnim natjecanjima. Unato¢ tome $to dolaze na viSim razinama natjecanja, zahtijevaju jako malo
predznanja i velik broj njih se moze rijesiti bez prevelikog ulaZenja u dubinu. Naravno, kao i sa svim
drugim stvarima, kljuc¢no je provjezbati hrpu zadataka.

Kratko o funkcijama

S obzirom da je pretpostavka predavanja da ste ve¢ upoznati s osnovama, funkcijskih jednadzbi, ovdje
samo isticem neka svojstva funkcija koja imaju naziv i Cesto se javljaju kod rjeSavanja funkcijskih
jednadzbi.

Definicija 7.5.1: Svojstva funkcija
Za funkciju f: A — B kaZemo da je:
e injekcija ako f(x) = f(y) povladi z = y.
« surjekcija ako za svaki element b skupa B postoji element a skupa A takav da je f(a) = b.
o bijekcija ako je ujedno i injekcija, i surjekcija.
o involucija ako vrijedi f(f(a)) = a, za svaki a € A.

e parna ako vrijedi f(z) = f(—=z), za sve z € R.

e neparna ako vrijedi f(—z) = —f(z), za sve z € R.

Funkcijske jednadzbe

Sada kada smo definirali osnovne pojmove i izraze koje ¢emo koristiti, mozemo se okrenuti na funkcijske
jednadzbe. Klasi¢na funkcijska jednadzba je oblika: ,, Pronadite sve funkcije f: A — A takve da vrijedi
P(z,y).”, gdje je A jedan od naSih klasiénih skupova, a uvjet je neka propozicija, najéesée u dvije
varijable koja nam govori o nekim jednakostima. Naravno, sve je puno jasnije kroz primjere pa je
vrijeme da prodemo kroz neke najstandardnije metode i ideje.

Cauchyjeva funkcijska jednadzba

Cauchyjeva funkcijska jednadzba je vjerojatno najpoznatija funkcijska. Najgeneralnije, pitanje je da
pronademo sve funkcije f: R — R takve da je

flz+y) = f(z) + f(y),

za sve realne brojeve = i y. U tom generalnom formatu, rjeSenje je netrivijalno pa ¢emo se ograniciti
na sluéaj f: Q — Q.
Od sada, pa nadalje, s P(z,y) ¢emo oznacavati uvrsStavanje konkretnih vrijednosti z i y u dani uvjet.
Uocimo
P(0,0) = 2f(0) = f(0) = f(0) =0.
Takoder,
P(z,1) = f(z+1) = f(z)+ (1)

odakle indukcijom lagano vidimo da je f(n) =nf(1), za sve n € Z.
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Opet, imamo Ll . .
P(Ga) =) - ()

odakle opet moZemo induktivno prosiriti sve do f(q) = ¢f(1), za sve racionalne brojeve ¢. Lagano se
provjeri da je to uistinu rjeSenje zadane funkcijske jednadzbe.

A Oprez

UZasno je vazno da na kraju uistinu provjerite da su rjeSenja koja ste dobili ujedno i rjeSenja funkcijske
jednadzbe. Ako to ne napravite, skoro pa sigurno gubite bodove.

Neke metode

Indukcija

Kao $to smo u prethodnom poglavlju vidjeli, neke funkcijske jednadzbe se mogu rijesiti indukcijom.
Ono $to je na prvu jasno je da funkcijske koje ukljucuju f: R — R u nacelu neée padati na indukciju,
no, svi ostali slucajevi trebaju biti hint da barem razmislimo o indukciji. Primjer funkcijske jednadzbe
na kojoj prolazi indukcija smo vidjeli kod Caucyhjeve funkcijske.

(A)simetrija
Ponekad, zadaci znaju biti zadani tako da je samo jedna strana simetri¢na. Tada je pametno probati

uvrstiti (y, z) i vidjeti Sto se dobije, kao Sto mozemo vidjeti na sljedeéem primjeru.

Primjer 7.5.1. Nadite sve injektivne funkcije f: R — R takve da je
fl@+ fy)+ fley) =flz+Dfly+1) -1
za sve realne brojeve z i y.
Rjesenje 7.5.1. Ako uvrstimo (y, z), vidimo da mora vrijediti
fle+fy) = fly+ f(2))
pa iz injektivnosti dobivamo da je
z+ fly)=y+ flz) = f(z)=z+c,VzeR.
Sada uvrstavanjem u originalni uvjet odredimo postoji li kakvo ograniCenje na c i provjerimo da je ta
funkcija uistinu rjeSenje. O]
Forsiranje skracivanja

Ponekad su funkcijske takve da mozete forsirati skracivanje nekih ¢lanova s lijeve i desne strane tako
Sto namjestite da izrazi koje uvrstavate u funkciju budu jednaki. To konkretno vidimo na sljede¢em
primjeru.

Primjer 7.5.2. Nadite sve funkcije f: R — R takve da je
f(@® +y) = F(* +29) + f(2*),
za sve realne brojeve x i y.

Rjesenje 7.5.2. Ideja je da se prvi izraz na lijevoj strani pokrati s drugim izrazom na desnoj strani.
U tu svrhu, gledamo $to se dogada kad uvrstimo (z,z% — z27). Dobivamo

f2z? —22") = f(22% — 2°") + f(2*) = f(z?)=0,vz €R.

Naravno, to znaéi da je f(x) = 0 za sve realne brojeve = veée od nula. Naposljetku, lagano dovrsimo
uvrStavanjem (z, 0). O
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Pointwise trap

,Pointwise trap” je Cesta greska u zakljucivanju koja se javlja kod rjeSsavanja funkcijskih. Recimo za
primjer da u nekom trenutku dobijemo da vrijedi

f(z)? =22 Vz € R.
Netko bi mogao re¢i da onda iz ovoga slijedi
flz)=z,VzeR ili f(z)=—=z,VzeR,
no, to nije tocno. Jedino sto mozemo zakljuciti je
f(z) € {z,—=x},Vx € R.

Pointwise trap najcescée rijeSimo bez veée muke, naime, pretpostavimo da imamo neke a i b takve da
je f(a) =ai f(b) = —b te onda uvrstimo, no, ponekad moze biti i teze. U svakom slucaju, vazno je
paziti da je svaki zakljucak koji radimo validan. Primjer u kojem je zakljucivanje mrvicu kompliciranije
slijedi.

Primjer 7.5.1. Nadite sve funkcije f: R — R takve da je
F(f(@) +y) = f(a® —y) + 4f(2)y,

za sve realne brojeve x i y.

Rjesenje 7.5.1. Prvo prepoznamo da opet moZemo forsirati kra¢enje, odnosno, namjestit y tako da se
prvi izrazi na lijevoj i desnoj strani pokrate. U to ime, uvrstimo (a:, T) i dobivamo

f@)(@® ~ f(2)) =0 = f(z) € {0,2’},Vz € R.

Sada moramo odrediti za koje sve ¢ mozemo imati f(¢) = 0. Prvo, uo¢imo da je nuzno f(0) = 0.
Uvrstavanjem (0,y) dobivamo da je funkcija parna.
Pretpostavimo sada da postoje a,b # 0 takvi da je f(a) = a2, f(b) = 0. Tada zbog parnosti takoder

f(=a) =a?, f(~b) =0.

Uvrstimo sada (b,a) i (b, —a). Imamo

f(0* +a) = f(a) = f(b* - a),

odakle analiziranjem slu¢ajeva dobivamo da je nuzno ab = 0 $to je kontradikcija. Dakle, ili je f(z) = 0,
za sve z € R, ili je f(z) = 22, za sve € R. O

Zadaci

Zadaci su otprilike poredani po tezini, no, u nacelu su svi sli¢ne tezine.
1. Ako za funkciju f: R — R vrijedi f(f(z)) = z, dokazite da je bijekcija.
2. Nadite sve funkcije f: R — R takve da je
(@ —y)f(z+y) — (@ +y)f(z—y) = day(a® - y?)
za sve realne brojeve x i y.

3. Odredi sve funkcije f: R — R takve da je

f(z+2y) = f(z)f(y)

za sve realne brojeve x i y.

92



10.

11.

. Nadite sve funkcije f: N — N takve da je

fm+mn) = f(m) + f(n) +mn

za sve prirodne brojeve m i n.

. Odredi sve funkcije f: Z — Z takve da je

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))

za sve cijele brojeve a i b.

. Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

flz+ f(y) = f(f(W) + 22 f(y) + 2°.

. Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi

flzy+1) = f(z)f(y) — fly) —xz +2.

. Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve realne brojeve z i y vrijedi

F@y) (@ + fy) = 2 f(y) + ¥°f ().

. Nadite sve funkcije f: R — R takve da je

F(f (@) + f(y) = zf(2) +,
za sve realne brojeve x i y.
Nadite sve funkcije f: R — R takve da je

f@f(2) + f()) =y + f(z)®
za sve realne brojeve x i y.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da je

ff@) + F(f(@) + f(y) = yf(2) + flz+ f(y))

za sve realne brojeve x i y.

Tezi zadaci

12.

13.

14.

Nadite sve funkcije f: R — R takve da je

f(@® +ab+ (b)) = af (b) +b” + f(a®),
za sve realne brojeve a i b.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da je

zf(z) —yf(y) = (@ —y)(f(z +y) —zy)
za sve realne brojeve x i y.
Dana je funkcija f: R — R takva da je

F@f @) + f(a?) = f(2)(z + f(y)

za, sve realne brojeve z i y. Odredi f(22016).
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Ovo je u domeni ,,TB funkcijskih” i predvideno je za one koji su sve rijesili i uzasno im je dosadno.
U rjeSenjima se ne koristi nista pretjerano komplicirano, no, metode nisu iskljuc¢ivo one o kojima smo
pricali na predavanju i predvidene su samo za one kojima je jako jako dosadno i rijesili su sve prethodne
zadatke.

15. Nadi sve funkcije f : N x N — N koje zadovoljavaju sljedeéa 2 uvjeta:

e Za sve a,b € N vrijedi

f(a,b) +a+b= f(a,1) + f(1,b) + ab.
e Ako sua,b € N takvi da je neki od brojeva a+b i a+ b — 1 djeljiv s prostim brojem p > 2,
onda je i f(a,b) djeljiv s p.
16. Nadite sve funkcije f: N — N takve da:

e za sve prirodne m i n, vrijedi f(mn) = f(m)f(n);

e za sve prirodne brojeve m i n, vrijedi m +n | f(m) + f(n).
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Zadaci za Sestu grupu

AG6: lvan Novak - Gledanje niza kako raste

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Pada? Raste? Koliko brzo raste?
Definicija 8.1.1

Za niz realnih brojeva a1, as,... kaZzemo da je rastuéi ako je any1 > a, za svaki n € N. Analogno
definiramo padajuéi niz.

Definicija 8.1.2

Za niz realnih brojeva kazemo da je ogranicen ako postoji realan broj M takav da je |a,| < M za
svaki prirodan broj n.

Definicija 8.1.3

Za niz aj,as, ... kazemo da je stacionaran (eventually constant) ako postoji prirodan broj m takav
da je a, = a., za svaki n > m.

Lema 8.1.4

Pretpostavimo da je a1, az, ... ograni¢en rastuéi niz ili padajuéi niz ¢iji ¢lanovi su prirodni brojevi.
Tada je taj niz stacionaran.

Dakle, ako nas zadatak pita da dokazemo da je niz stacionaran, dobra strategija je pokusati dokazati
da je monoton.

Definicija 8.1.5

Za niz realnih brojeva a1, as, ... kazemo da je konveksan ako je ant2 — ant1 > apy1 — @y za svaki
prirodan broj n. Kazemo da je konkavan ako vrijedi suprotna nejednakost.

Lema 8.1.6

Ako je niz aq, as, . . . konveksan i ogranicen odozgo, onda je padajuéi. Analogno, ako je niz konkavan
i ograni¢en odozdo, onda je rastudi.

Nizovi kojima znamo formule

Primjer 8.1.1. Geometrijski niz je niz realnih brojeva ai, as, ... takav da je a1 = /GrnGn12 za svaki
prirodan broj n. Takav niz moZemo opisati formulom a, = q"ag za neke realne konstante q i ag.
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Primjer 8.1.2. Aritmeticki niz je niz realnih brojeva a1, as,... takav da je apt2 — Gnt1 = An+1 — Gy
za svaki prirodan broj n. Takav niz moZzemo opisati formulom a, = dn + ag za neke realne konstante
di agp.

Zadatak 8.1.3. Odredi sve nizove realnih brojeva koji su i aritmeticki i geometrijski.
Sada éemo opisati postupak za odredivanje opée formule jedne vazne klase nizova.

Definicija 8.1.7

Zaniz a1, az, . . . kaZzemo da je linearno rekurzivan ako postoje prirodan broj d i realni brojevi cy, ..., cq
takvi da je c; # 0 i za svaki prirodan broj n > d vrijedi

an = C1Gp—1 + C20p—2 + ...+ Cq0n—g-

Ovu jednakost zovemo linearna rekurzija.

Primjer 8.1.4. Fibonaccijevi brojevi, Fo =0, F1 =1, F,41 = F,, + F,—1.

Fibonaccijev niz smo zadali rekurzivnom relacijom i s prva dva ¢lana. Tako bismo generalno linearno
rekurzivne nizove zadali rekurzivnom relacijom i s prvih d ¢lanova, gdje je d kao u gornjoj definiciji.
Dakle, imamo d stupnjeva slobode.

Bavimo se prvo pitanjem odredivanja svih nizova koji zadovoljavaju linearnu rekurziju

anp =C10p—1+ ...+ C4Qpn—g.

Glavna opservacija je sljedeéa. Ako je u (ne nuzno realna) nultocka polinoma u? —cjud=! —c—2ud=2 —
...—¢g4, onda niz a, = u™ zadovoljava gornju rekurziju. Taj polinom zovemo karakteristi¢ni polinom
linearne rekurzije.

Nadalje, ako nizovi (ay,)n, i (by)n zadovoljavaju rekurziju, zadovoljava ju i njihova linearna kombinacija,
tj. niz oblika (aa, + Bby)n za o, B € R.

S te dvije opservacije smo gotovi ako karakteristicni polinom ima d razli¢itih nultocaka ui,...,uq.
Tada je svaki niz koji zadovoljava nasu rekurziju oblika

anp = a1ul + ...+ aquy,

gdje su a1, ..., aq neki realni brojevi, koje mozemo jedinstveno odrediti iz pocetnih ¢lanova aq,...,aq
tako da rijesimo sustav d jednadzbi s d nepoznanica:

a1=a1u%+...+adu}i

2 2
a2 = a1uj + ...+ aquy

aq = alu‘f+...+adug.

Primjer 8.1.5. Odredimo opéu formulu Fibonaccijevog niza. Pripadni karakteristi¢ni polinom je 2% —

z — 1, koji ima nultotke ¢ = 45 i 1/¢ = 1=¥5 Onda znamo da je F,, = A¢™ + B(1/$)" za neke
konstante A i B. Kako je Fy =0, F} = 1, imamo sustav

A+B=0
Ap+ B/¢ = 1.

Rjesavanjem sustava dobivamo A = \/ig, B= \_/—%

Jos treba rijesiti situaciju kad karakteristi¢ni polinom ima viSestruku nultocku. Neka je u nultocka
kratnosti k. Tada je kljuéna opservacija, koju ovdje ne¢emo pojasSnjavati, da svaki niz a, = u™n’ za
j €40,...,k— 1} zadovoljava rekurziju. (Skica dokaza za znatiZeljne: dvostruka nultocka polinoma je
nultocka derivacije polinoma, iz éega se dobiva dodatna relacija koju u zadovoljava).
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Iz toga i iz Cinjenice da je linearna kombinacija rjeSenja takoder rjeSenje dobivamo opéi oblik niza koji
zadovoljava rekurziju: ako su w1, ..., u; nultocke karakteristitnog polinoma s kratnostima ki, ..., k;,
onda je

an = p1(n)uf + ... + p;j(n)uy,
gdje je svaki p; polinom stupnja manjeg ili jednakog ¢ — 1, Cije koeficijente odredujemo iz pocetnih d

uvjeta.

Primjer 8.1.6. Svaki aritmeticki niz zadovoljava rekurziju a2 = 26,41 — ar. Pripadni karakteristi¢ni
polinom je 2 — 2z + 1 = (z — 1)2. Jedina nultocka je 1 i kratnosti je 2, pa je (ocekivano) opéi oblik
niza a, = p(n) - 1", gdje je p(n) polinom stupnja manjeg ili jednakog 1.

A Oprez

Slobodno pogodite opéi ¢lan niza i dokazite indukcijom da je to oblik rjeSenja. Jako Cesto je to
dovoljno za nizove koji se pojave na natjecanjima.

A Oprez

Nemojte loviti geparde harpunom. To Sto znate formulu ne znaci da se svaki zadatak s rekurzivnim
nizovima moze rijesiti tako da se izracuna opca formula. StoviSe, pomalo ironi¢no, ponekad je opéa
formula niza beskorisna za zadatak.

Jos jedna super stvar kod linearno rekurzivnih nizova je da ih mozemo gledati modulo neki prirodan
broj N, i da tamo imaju jedno jako lijepo svojstvo.

Teorem 8.1.8: Teorem o periodicnosti

Neka je (an)n linearno rekurzivan niz koji zadovoljava rekurziju s cjelobrojnim koeficijentima, tj.
Ay = CqOp—d+ ...+ C10p—1.

. Tada postoje M i T takvi da je
an = aptr  (mod N)

za svaki n > M. Drugim rije¢ima, niz je eventually periodi¢an. Ako je joS ¢4 relativno prost sa NN,
onda je niz potpuno periodican, tj a, = an+7 za sve n > 1.

Dokaz. Ne koristimo formulu za opéi oblik. Koristimo samo Dirichletov princip. Recimo da je d dubina
rekurzije. Onda postoje indeksi 7 < j takvi da je z; = j, Tix1 = Tj41,..., Titd—1 = Tjt+d—1, gdje su
kongruencije modulo N. Medutim, primijetimo da je ostatak od x;,4 pri dijeljenju s N jedinstveno
odreden ostacima prijasnjih ¢lanova, te analogno za z;4. Induktivno nastavljamo, i dobijemo z, =
Tn4j—i Z& SVe N 2> 4.

Ako je jos ¢4 relativno prost sa IV, onda je i z;—1 odreden s d ¢lanova nakon njega, pa primijenimo isti
argument unazad. O
Primijetimo da je dokaz funkcionirao za sve nizove sa svojstvom da im ostatak mod N ovisi samo o
prethodnih fiksno mnogo ¢lanova (u dokazu je to d ¢lanova). Onda tako i za neke druge nizove mozemo
zakljucivati periodi¢nost modulo N. Imajte to na umu.

Zadaci

1. Odredite brojeve a1,a9,... akojea; =1,a2 =21

an = (2n+ Da,_1 — (02 = Dan_2, (n>3).
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10.

11.

12,

13.

14.

98

. Postoji li niz prirodnih brojeva (a,)n>1 takav da za svaki n > 1 vrijedi aq,, = @nt1 — an?

. Niz (ap)n>0 zadan je rekurzivno: a1 =2, ap =2(n+ap—1) zan > 2.

DokaZi da je a, < 2”2 za sve n € N.

. Niz (an)n>0 je takav da za svaki n > 1 vrijedi

an + 3an-1

—

Pretpostavimo da su mu svi ¢lanovi cijeli brojevi. Dokazi da je anan+1 < 0 za svaki n > 0. Daj
primjer niza koji zadovoljava rekurziju, a kojem su prvih 2000 ¢lanova prirodni brojevi, od kojih
nijedan nije djeljiv s 3.

an41 =

. Neka je (an)n>1 niz takav da je a; = 11 i za svaki n > 1 vrijedi

17
Apt1 = a, + ap.

Odredi ostatak koji arg daje pri dijeljenju sa 17.

. Neka je N > 2 prirodan broj, i neka su ag, a1, ...,an realni brojevi takvi da je ag =any =01

2
ai+1 — 2a; + a;—1 = a;

zai=1,2,...,N — 1. DokaZi da vrijedi a; <0za:i=1,2,...,N — 1.
Odredi sve funkcije f : Rt — RT takve da za svaki z € Rt vrijedi

f(f(@)) + f(x) = 6z.

. Dokazi da postoji element Fibonaccijevog niza koji zavrsava sa 100 nula.

. Niz (an)n>0 je zadan na ovaj nacin:

ap=0, a1 =1, a, =2ap—1+ ap—2, n > 1.
Dokazite da 2* dijeli a,, ako i samo ako 2* dijeli n.

Neka je a1, as, ... niz realnih brojeva koji zadovoljava
Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi

a;+az+...+ a1 >a2+a4+...+a2n

n—+1 n

An+an42 . . .
5" > ap4 za svaki prirodan broj n.

Odredi sve nizove (a1, a2, ...) prirodnih brojeva takve da vrijedi
a2, =1+ (n+2021)a,
za svaki n > 1.

Neka su u i v pozitivni racionalni brojevi. Definiramo niz {a,}nen rekurzivno tako da vrijedi
a1 = u, ag = v, te za svaki prirodan broj n > 2 vrijedi

pt1 = \/n2 +24+a, + anp_1.
Odredi sve parove (u,v) za koje je a, racionalan za svaki prirodan broj n.
Dokazi da je r = 2 najvedi realan broj r koji zadovoljava sljedeéi uvjet:

Ako za niz prirodnih brojeva a1, as, ... vrijede nejednakosti

ap < Gpy2 < \ a% + ran+t1

za svaki prirodan broj n, onda postoji prirodan broj M takav da je an2 = a, za svaki n > M.

Neka je agp < a1 < ag ... niz prirodnih brojeva. Dokazi da postoji jedinstven prirodan brojn > 1

takav da je
apt+artaz+---+a
an < 0 ! ; "ganH.




C6: Boris Stankovi¢ - Dokazivanje u procesu

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Laksi zadaci

1.

Sinci¢ i Lucija igraju igru u kojoj se na pocetku na hrpi nalazi n kamencic¢a. U jednom potezu
dozvoljeno je uzeti s hrpe bilo koji broj kamencicéa koji je potpun kvadrat. Igra¢ koji uzme zadnji
kamenci¢ pobjeduje. Lucija igra prva. Dokazi da Sinci¢ ima pobjednicku strategiju za beskonac¢no
mnogo n.

. (Dvostruki Sah) Sva pravila su ista, osim Sto kad je igra¢ na redu smije napravit dva poteza.

Dokazite da bijeli ima negubitnicku strategiju.

. Na kruZnici je dato n tocaka i pored svake od njih upisan je jedan od brojeva 1,2, ...,n (svaki

broj upisan je ta¢no jednom). Zatim su formirane razlike svaka dva susjedna broja. Dokazati da
zbir apsolutnih vrijednosti tih razlika nije manji od 2n — 2.

. U klubu se nalazi 49 ucenika. Ako za neka 3 ucenika se nikoja 2 od njih medusobno ne poznaju

tada postoje dvojica medu njima koji imaju zajednickog poznanika unutar kluba. Dokazati da
postoji ucenik koji ima najmanje 6 poznanika unutar kluba.

. Neka je k prirodan broj i neka je F' familija skupova od kojih svaki ima kardinalnost k. Ako

svakih k + 1 skupova iz familije F' ima neprazan presjek, dokazati da svi skupovi iz familije F
imaju neprazan presjek.

. Na ispitu je ucestvovalo 25 studenata. Ispit se sastoji od nekoliko pitanja i za svako pitanje je

ponudeno pet odgovora. Ispostavilo se da su se odgovori svaka dva studenta poklapali na najvise
jednom pitanju. Dokazati da na ispitu nije bilo vise od 6 pitanja.

. Za prirodan broj n sa T}, ozna¢imo broj naCina da poplo¢amo pravougaonik 2 - 2n tetrominama.

Npr T5 = 4 jer 2 x 4 plo¢u moZemo poplocati na 4 nacina. DokaZi da su svi brojevi 11,15, T3, ...
potpuni kvadrati.

Umjereni zadaci

8.

10.

11.

12.

Svaki od n ucenika ima neki prirodan broj klikera, a svi ucenici zajedno imaju ukupno 2n — 2
klikera. Dokazati da za svaki prirodan broj I < 2n—2 postoji podskup skupa ucenika koji ukupno
ima tacno [ klikera.

. Dano je 1990 kutija, u ¢ — toj je ¢ kuglica. Dozvoljen potez je odabrati skup kutija i maknuti

jednak broj kuglica iz svake. Koliki je minimalan broj poteza potreban da se sve kutije isprazne?

Grupa pirata je imala svadu i sada svaki od njih drzi dvojicu drugih pirata na niSanu. Kapetan
proziva pirate jednog po jednog. Ako je prozvani pirati jo§ uvijek Ziv, on upuca obojicu pirata koje
drzi na niSanu (od kojih su neki veé¢ potencijalno mrtvi). Svi pucnji su momentalno smrtonosni.
Nakon $to su svi prozvani ispostavilo da je to¢no 28 pirata ubijeno. Dokazi da bi, neovisno od
reda kojim su pirati prozivani bi uvijek poginulo barem 10 pirata.

Neka je n > 2 prirodan broj. Imamo n? klikera, svaki je u nekoj od n datih boja. Ne znamo
koliko ima klikera koje boje. Dokazi da ih mozemo rasporediti u n kutija tako da se u svakoj
kutiji nalazi n klikera, tako da svaka kutija sadrzi klikere u najvise dvije razliCite boje.

Neka je @y skup svih n-torki = (z1,...,2,) za koje je z; € {0,1,2}, ¢ = 1,2,...,n. Trojka
(z,y,2) (gdjejex = (x1,%2, .., Zn), ¥ = (Y1,Y2, - - -y Yn), 2 = (21, 22, - - ., 2)) razliCitih elemenata
Q@ naziva se dobrom ako postoji barem jedan i € {1,2,...,n}, za koji vrijedi {z;,y;, 2} =
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

{0,1,2}. Podskup A skupa Q,, zovemo dobrim podskupom ako svaka 3 elementa A ¢ine dobru
trojku. Dokazi da svaki dobar podskup @, sadrzi najvise 2 - (%)” elemenata.

U svakom polju kvadratne table 2n x 2n nalazi se po jedna sijalica koja moZe biti upaljena ili
ugaSena. U jednom koraku moZemo da odaberemo red u kome je bar n sijalica upaljeno (pod
“redom” podrazumijevamo bilo koji redak ili stupac), i da svim sijalicama u tom redu promjenimo
stanje (upaljene ugasimo, a ugasene upalimo).

a) Dokazati da postoji pocetni raspored sijalica takav da, ma kako vrsili korake, uvijek ostaje
bar 2n(n — 1) upaljenih sijalica.

b) Dokazati da se uvijek moZe u kona¢nom broju koraka postiéi da najvise 2n(n — 1) sijalica
bude upaljeno.

Na ploéi je u napisano n > 3 prirodnih brojeva. Dozvoljena operacija je odabrati bilo koja 3
broja a, b, c na ploéi koji su stranice nedegenerisanog nejednakostrani¢nog trougla i zamijeniti
ihsaa+b—cb+c—a,c+ a—b. Dokazi da mozemo napraviti samo kona¢no mnogo ovakvih
poteza.

Za prirodan broj n, dva igra¢a Lana i Barbara igraju sljede¢u igru: Data nam je hrpa sa s
kamenci¢a pri ¢emu A igra prvi. U jednom potezu igra¢ smije s hrpe skloniti jedan kamencié,
prost broj kamencica ili broj kamencica djeljiv s n. Pobjeduje ona koja uzme posljednji kamencié.
Pretpostavljajuéi da obje igraju savrseno za koliko vrijednosti s Lana ne moZe pobjediti?

Ucenici nekog srednjoskolskog razreda pisali su ispit. Na svakom pitanju mogao se dobiti ili 1
bod za tocan odgovor, ili 0 bodova za netocan odgovor. Poznato je da je na svako pitanje to¢no
odgovorio barem jedan ucenik te da nisu svi ucenici ostvarili jednak ukupni rezultat na ispitu.

Dokazite da na testu postoji pitanje sa sljede¢im svojstvom: Prosjek ukupnih rezultata ucenika
koji su na to pitanje odgovorili tocno je veéi od prosjeka ukupnih rezultata onih ucenika koji su
na njega odgovorili netoc¢no.

Neka je n dani prirodan broj. Rastko vrsi niz operacija na ploci koja se sastoji od n 4+ 1 polja u
redu, oznacenih sa 0 do n s lijeva na desno. Na pocetku n kamencica se nalaze na polju 0, a ostala
polja su prazna. U svakom potezu Rastko bira neprazno polje. Ako to polje ima k kamneciéa,
on uzima jedan od ovih kamenciéa i pomjera ga desno za najviSe k polja (kamenci¢ mora ostati
unutar ploée). Rastkov cilj je pomjeriti svih n kamencéiéa u polje n.

Dokazi da Rastko ne moze ostvariti svoj cilj u manje od
HEHEHESH
1 2 3 n

Na tabli je napisano n cijelih brojeva, n € N. U jednom potezu moguce je izabrati dva jednaka
napisana broja i jedan odsnjih povecati za 1, a drugi smanjiti za 1. Dokazi da u ovoj igri nije
moguce odigrati vise od %- poteza.

poteza.

Tezi zadaci

19.

20.

100

Usmyjereni graf G je turnir s n vrhova (izmedu svaka dva grada A, B postoji jedna od grana
AB, BA). Kolekcija puteva se naziva raznolika ako nikoja dva puta nemaju zajedni¢ku granu.
Neka su X,Y dva proizvoljna ¢vora grafa G. Sa Nxy ozna¢imo najveéi moguéi broj puteva u
raznolikoj kolekciji puteva od X do Y. Dokazi da je Nxy = Ny x ako i samo ako je broj grana
koje izlaze iz X jednak broju grana koje izlaze iz Y.

Vjeverice Grmko i Skocko su skupile 2021 orah tijekom zime. Skocko je oznacio orahe brojevima
od 1 do 2021, te iskopao 2021 malu rupu ukrug u tlu oko najdrazeg stabla. Iduéeg jutra Skocko



21.

22.

23.

24.

je primijetio da je Grmko stavio po jedan orah u svaku rupu, ali nije obra¢ao paznju na brojeve.
Skocko je zato odlucio promijeniti raspored oraha nizom od 2021 poteza. U k-tom potezu, Skocko
mijenja pozicije dvama orasima susjednima orahu oznacenom brojem k. Dokazi da postoji broj
k takav da u k-tom potezu Skocko mijenja pozicije nekim orasima oznacenima brojevima a,b
takvima da vrijedi a < k < b.

U liniji je poredano n Zetona, svaki sa jednom crnom i jednom bijelom stranom. U pocetku je
svima bijela strana gore. U svakom koraku, ako je moguée, uklanjamo po jedan Zeton sa bijelom
stranom gore, ali ne jedan od krajnjih; pri tom dva Zetona koji su mu najbliZi na obje strane
(lijevo i desno) okreéemo. Dokazati da mozemo da postignemo da nam ostanu samo dva Zetona
ako i samo ako n — 1 nije deljivo sa 3.

Dan je prirodni broj N > 2. U skupini od N(N + 1) nogometasa nikoja dva nisu iste visine. Ti
su nogometasi poredani u red. Trener Zeli iz reda izbaciti N(N — 1) igraca tako da preostalih
2N igraca tvori red za koji vrijedi sljede¢ih N uvjeta:

(1). izmedu dva najviSa igraca nema nikoga,

(2). izmedu treéeg i Cetvrtog igraca po visini nema nikoga,

(N) izmedu dva najniZa igraca nema nikoga.

Dokazi da je to uvijek moguée napraviti.

Na matematickom natjecanju natjecatelji su imali da rijeSe 6 zadataka. Poznato je da za svaka
dva od ovih zadataka vrijedi da ih je rjesilo vise od % natjecatelja. Takoder, nijedan ucenik nije
rijeSio svih 6 zadatala. Dokazi da postoje 2 ucenika koji su obojica rijesili po 5 zadataka.

Na matematickom natjecanju neki natjecatelji su prijatelji. Prijateljstvo je uzajamno obostrano.
Grupu natjecatelja zvat éemo druZina ako su svaka dva medu njima prijatelji. (Specijalno, grupa
s manje od dva natjecatelja je druzina.) Broj ¢lanova druzine zvat ¢emo njezinom veli¢inom.
Ako je na tom natjecanju najveza veli¢ina druZine paran broj, dokaZi da se natjecatelji mogu
smjestiti u dvije prostorije tako da najveéa velicina druzine u jednoj prostoriji bude jednaka
najvecoj veli¢ini druzine u drugoj.
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G6: Krunoslav lvanovic¢ - Inverzija

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Inverzija je transformacija ravnine koja Cesto olaksava razne zadatke. Danas ¢emo vidjeti Sto inverzija
zapravo jest i proéi kroz neke najstandardnije primjene na zadacima. Iako je korisna, inverzija nije
magicna metoda koja ée rijesiti svaki zadatak pa je ne trebate kao takvu shvacati.

Definicija
Naravno, prije svega, trebamo definirati Sto inverzija jest.

Definicija 8.3.1: Inverzija

Neka je w kruznica sa sredistem u O i polumjerom r. Inverzija s obzirom na kruZnicu w je tran-
sformacija ravnine koja svaku toc¢ku ravnine A $alje u tocku A’ na polupravcu OA takvu da vrijedi
OA - OA’ = r2. Posebno, to¢ku O Salje u tocku u beskonac¢nosti?, a tocku u beskonaénosti u tocku

0.

“ne morate se previse s ovim zamarat na ovoj razini, najéesée vas ni ne brine gdje ide tocka O

Ono Sto se odmah da uociti jest da vrijedi
OA-0OA' =r*=0B-OB,

odnosno, zbog obrata potencije tocke, imamo da su tocke A, A’, B i B’ na istoj kruznici. Upravo iz
toga slijedi veéina svojstava koje ¢emo kasnije dokazivati.

Naravno, nas ne¢e zanimati samo gdje se Salje neka odredena tocka, nego ¢emo gledati malo Sire,
odnosno, gdje se Salju razliciti objekti pod inverzijom.

Osnovna svojstva

Prva stvar koju je bitno uociti je da je inverzija involucija, odnosno, inverz inverza je originalna tocka,
ili, ako Zelimo to ,matematicki” zapisati, (A’)’ = A. Ova €injenica nam omoguéuje da skratimo posao,
jer ako se objekt klase p invertira u objekt klase g, tada vrijedi i obratno. Sada slijedi nekoliko dosadnih
i neispirativnih dokaza koje navodim u svrhu potpunosti, no, prava intuicija slijedi na kraju poglavlja.
Takoder, drugo osnovno svojstvo slijedi iz tetivnosti koju smo uocili u uvodu, odnosno, imamo da je

/OAB = /OB'A'.
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Pravac kroz srediste inverzije

Neka je p bilo koji pravac koji sadrzi tocku O, i neka je A bilo koja tocka na tom pravcu. Iz same
definicije vidimo da je tocka A’ na polupravcu OA takva da je OA-OA’ = r2. Kako je polupravac OA
zapravo dio pravca p, a tocka A’ je iz definicije na polupravcu OA, imamo da je tocka A’ takoder na
p, odnosno, pravac p se slika u samog sebe.

B/

Pravac koji ne prolazi kroz srediste inverzije

Ako imamo pravac koji ne prolazi kroz O, ipak moramo razmisliti da bi zakljucili Sto se dogada.

P Q
T—I »
/
...... P %
Py v
o
O

Ako je P noziste visine iz O na na$§ pravac £, za bilo koju tocku @) na pravcu £ vrijedi ZOPQ = 90°.
No, zbog gore opisane tetivnosti, imamo da je onda i ZOQ'P’' = 90°, dakle, toctka @’ se nalazi na
kruZnici promjera OP’. Dakle, slika pravca £ koji ne prolazi kroz srediSte inverzije je kruZnica koja
prolazi kroz srediSte inverzije.

Naravno, zbog involutivnosti, vidimo da je slika kruznice koja prolazi kroz srediSte inverzije pravac
koji ne prolazi kroz srediste inverzije.

Kruznica koja ne prolazi kroz srediste inverzije

Ostaje jos slucaj kruznice koja ne prolazi kroz srediste inverzije i rijesili smo cijelu pri¢u o pravcima i
kruznicama.
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Neka je I' kruznica koja ne prolazi kroz O, srediSte inverzije. Neka su A i B na I" takve da su O,Ai B
kolinearne te je AB promjer kruznice I'. Uocimo da iz svojstava inverzije za proizvoljnu tocku C € T'
imamo

/B'C'A' = /0C'A' — /0C'B' = ZOAC — Z/0BC = ZACB = 90°,

dakle, C’ je na kruZnici s promjerom A'B’.
A Oprez

Tako se na prvu moze tako uciniti, srediste kruznice se ne slika (!!!) u srediste kruznice, no, sredista
se nalaze na istome pravcu kao i srediSte inverzije.

Dakle, kruznica koja ne prolazi kroz srediSte inverzije O se slika u kruznicu koja ne prolazi kroz srediSte
inverzije O.

Rezime
Upravo smo dokazali sljedece:
A Oprez
Da rezimiramo, pod inverzijom sa sredistem O imamo:
o pravac koji prolazi kroz O ostaje fiksan;
e kruZnica oko koje invertiramo ostaje fiksna;
o pravac koji ne prolazi kroz O prelazi u kruznicu koja prolazi kroz O;
o kruznica koja prolazi kroz O prelazi u pravac koji ne prolazi kroz O;

e kruznica koja ne prolazi kroz O prelazi u kruznicu koja ne prolazi kroz O.

Sira slika

Iako ne pretjerano komplicirano, pamtiti sve gornje relacije mozZe biti dosta nezgrapno, a i zapravo
dosta nemotivirano. U tu svrhu, pokazat ¢u interpretaciju koja se moze jako lagano zapamtiti, no nju
ne mozemo direktno koristiti za dokaze.

Ono s$to smo dokazali jest da se kruznice i pravci slikaju u druge kruznice i pravce. Takoder, pokazali
smo da ako je tocka A na nekom objektu (kruznici ili pravcu) p, tada je A’ na objektu p’. Prisjetimo se
da smo rekli da se tocka O slika u tocku u beskonaénosti! Py, te obrnuto. Takoder, uoéimo da pravce

'to¢ku u beskonaénosti shva¢amo kao todku beskonaéno udaljenu od ishodista, koja se nalazi na svakome pravcu (jako
tesko za vizualizirati!)
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mozZemo interpretirati kao beskonacno velike kruznice, odnosno, pravac OA shava¢amo kao kruznicu
kroz O, A i Py.

Sada, uz ovu interpretaciju, direktno imamo sve gore dokazane tvrdnje. Neka je £ pravac koji prolazi
kroz O i neka je A bilo koja toc¢ka na njemu. Tada znamo da je £ jedinstveno odreden s tockama O,
A i Py pa je £ jedinstveno odreden tockama O’, A’ i P, . Kako je A’ na OAi O’ = Py, P,, =0,
imamo da je £/ = /.

Neka je £ pravac koji ne prolazi kroz tocku O i neka su A i B bilo koje dvije tocke na njemu. Tada je
¢ jedinstveno odreden s A, B i Py, odnosno, ¢ je jedinstveno odreden s A’, B’ i P, = O, odnosno, ¢’
je cline koji prolazi kroz A’, B’ i O, odnosno, kruZnica kroz te tri tocke.

Naposljetku, interpretacija za kruznicu koja ne prolazi kroz srediste ostaje ista.

Tako je dosta tesko konceptualizirati i zamisliti tu to¢ku u beskonac¢nosti, vidimo da kroz tu malo tezu
interpretaciju zapravo dobijemo Siru i kompletniju sliku. Dapace, vidimo da za odredivanje slike pravca
ili kruznice samo trebamo naéi tri? tocke na tom objektu i pogledati gdje se slikaju. Naposljetku, to
je pristup koji koristimo u zadacima.

Duljine

Ponekad ¢ée nas zanimati duljine izmedu invertiranih tocaka. Na prvu vidimo da taj izraz nece biti
pretjerano elegantan kao S$to je na primjer pri homotetiji, no nije ni toliko odvratan da ne znamo
rukovati s njime. Naime, ako se vratimo na poéetnu skicu, lagano vidimo da su trokuti AOAB i
AOB'A’ sli¢ni, to jest, imamo

A'B"  OA r?

/I_—_
A8 — 0B — Y% =010B

Naravno, kako je (A") = A, direktno dobivamo

AB.
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~ OA"-OB'
Tako ih neéemo morati uvijek koristiti, ovi identiti su Cesto korisni kada trebamo raditi s nekim

duljinama. Naravno, iza ovog ne stoji neka preduboka teorija nego jednostavna potencija tocke i
sli¢nost.

AB -A'B'.

Generalna strategija

Naravno, sada smo dokazali dosta stvari i vidjeli $ta inverzija generalno jest, no jos uvijek ostaje
otvoreno pitanje Sto se tu zapravo dogada, odnosno, kako ¢e nam sve ovo pomoéi da rijeSimo neki
zadatak. Najgeneralnije, ,algoritam za invertiranje” je sljededi:

1. Odaberemo srediste i radijus.

2. Idemo redom po tockama i gledamo mozemo li direktno odrediti njihovu sliku (iz potencije tocke,
nekih udaljenosti, ... ).

3. Idemo redom po pravcima i kruznicama i gledamo mozemo li odrediti njihove slike (iz onih
svojstava transformacije koje smo dokazali).

4. Opet prolazimo kroz tocke na skici i gledamo moZemo li identificirati inverze sada kada znamo
inverze objekata na kojima se te tocke potencijalno nalaze.

5. Gledamo dodatna svojstva inverzije (ona tetivnost, kutevi, duljine, ...) i gledamo moZemo li
tako nekako jedinstveno odrediti tocku.

6. Pokusamo interpretirat tvrdnju originalnog zadatka na novoj skici i pratimo je li nam nesto
potencijalno nedostaje, odnsono, jesmo li iskoristili sva svojstva originalnog zadatka i jesmo li
pronasli sve inverze koji nas zanimaju.

2za, pravce, dvije tocke i Pso
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7. Za one tocke/objekte u kojima gornji algoritam ne prolazi, pratimo koja parcijalna svojstva
imamo iz gore navedenih koraka.

8. Rjesavamo invertirani zadatak.

Naravno, gornji algoritam samo treba shvatiti kao neku Siru sliku procesa kroz koji ¢emo prolaziti u
primjerima, a ne kao neki rigorozni skup pravila koji ¢e prolazit u svakom zadatku.

Primjeri

Primjer 8.3.1. Odredite $to se dogada pri inverziji oko kruznice sa srediStem u O na sljedeéoj skici.

RjeSenje 8.3.1. Situacija je sljedeca:

Plava kruznica prolazi kroz srediste pa znamo da se slika u neki pravac. Takoder, istaknuta tocka
na plavoj kruZznici se nalazi i na kruznici oko koje invertiramo pa ¢e pravac prolaziti kroz tu tocku.
Naposljetku, kako je plava kruznica tangencijalna na kruznicu oko koje invertiramo, znamo da ¢ée
nakon inverzije, ta objekta i dalje imati samo jedno sjeciste, dakle, taj pravac mora biti tangentan na
nasu kruznicu.

Crveni pravac prolazi kroz ishodiste pa on ostaje fiksiran.

Zelena kruznica prolazi kroz dvije istaknute tocke na kruznici oko koje invertiramo. Kako prolazi kroz
srediSte inverzije, slika se u pravac, a kako su te dvije tocke fiksne, to je upravo pravac kroz te dvije
tocke. O

Primjer 8.3.2 (IMO shortlist 2003./G4). Neka su I'y, 'y, I'3 i 'y disjunktne kruZznice takve da se I'y i
I'3 te I's i I'y diraju izvana u istoj tocki P. Pretpostavimo da se I'; iI'e, I'o iI's, I'si 'y te 'y i I'y
sijeku u tockama A, B, C'i D, tim redom, te su sve te tocke razli¢ite od P. Dokazite da vrijedi

AB-BC _ PB?
AD-DC ~ PD*

Rjesenje 8.3.2. Za pocetak, nacrtajmo skicu.
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Kao $to na prvu vidimo, skica je dosta nezgrapna. Naime, imamo éetiri kruznice, povezane u parovima
vanjskom tangentnosti u tocki P. Da bi tu tangentnost uspjesno iskoristili, morali bi dodati jos dosta
tocaka Sto bi jos dodatno zakompliciralo skicu i zadatak. Umjesto toga, prepoznamo da kroz tocku
prolaze cak cetiri kruznice, odnosno, sve kruznice zadatka. Invertirajmo oko kruznice radijusa 1, sa
srediStem u P.
Idemo redom:

1. kruznice I'; i I'3 diraju se izvana u tocki P koja je srediste inverzije, dakle, Salju se u paralelne
pravce;

2. kruznice I'y i I'4 se istom argumentacijom takoder Salju u paralelne pravce;

3. todka A je definirana kao presjek I'; i I's, dakle, tocka A’ je presjek pravaca koje dobijemo nakon
inverzije kruznica I'y i I's;

4. analogne identifikacije vrijede i za ostale tocke.

Naravno, iz prva dva uvjeta je jasno da pravci koje su inverzne slike kruznica Cine paralelogram,
odnosno, tocke A’, B’, C' i D’ su vrhovi paralelograma.

A/

B/

D/

C/

Ako iskoristimo formulu za duljine, znamo da je

r2

Il _ .
4B ~ PA-PB

AB = AB=A'B'-PA-PB.
Kombinirajuéi sva Cetiri identiteta, dobivamo

AB-BC _A'B'-PA-PB-B'C'-PB-PC _ PB®
AD-DC ~ A'D'-PA-PD-D'C'-PD-PC _ PD?

jer je rijeC o paralelogramu. O
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» Trozubac” inverzija

Druga poznata i jako Cesta inverzija je u biti varijanta v/bc inverzije, samo bez preslikavanja. Prvo
pogledajmo sljedeé¢u skicu.

A

Poznata ,lema o trozubcu” govori da su tocke B, I, C'i I4 konciklicne, pri cemu je srediste kruznice na
kojoj se te tocke nalaze upravo poloviste luka. Sada vidimo da inverzija sa sredistem u M, radijusa M B
fiksira toc¢ke B, I, C' i 14, te kruznicu (ABC) $alje u pravac BC i obrnuto. Dakle, u konfiguracijama
koje se vrte oko tocke M, isplati se probati invertirati oko nje.

Primjer 8.3.3. Dan je trokut AA& , I centar upisane kruznice, a M poloviste luka BC koji ne sadrzi
A. Neka je X bilo koja tocka na BC i Y drugi presjek pravca M X s kruznicom (ABC). Dokazite da
je M1 tangenta na kruznicu (IXY).

Rjesenje 8.3.3. Opet, nacrtajmo skicu.

M
Promotrimo $to se dogada prilikom inverzije sa srediStem u M, radijusa M B. Vrijedi sljedece:
1. tocke B, I i C ostanu fiksne;
2. kruznica (ABC) slika se u pravac BC i obrnuto;
3. tofka X slika se u presjek pravca M X i kruznice (ABC), Sto je tocka Y, i obrnuto.
S obzirom da su X i Y inverzi s obzirom na opisanu inverziju, imamo da je
MX-MY = MB?* = MI?

Sto uz obrat potencije tocke direktno daje da je M I tangenta na danu kruznicu. O
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Primjer 8.3.4 (Cevidova lemma). Neka su T' i w kruznice takve da w dira T iznutra u tocki 7. Neka je
P tocka na w razlicita od T i neka tangenta u P na kruZnicu w sijeCe kruznicu I' u to¢kama B i C.
Ako je M poloviste luka, BC' kruznice T" koji ne sadrzu tocku T', pokazi da su M, P i T kolinearne.

Rjesenje 8.3.4. Kreéemo od skice.

i
Opet, primjenjujemo inverziju sa srediStem u M i radijusom M B. Vrijedi sljedede:
1. tocke B i C ostaju fiksne;
2. kruznica (M BC) Salje se u pravac BC i obrnuto;

3. kruZnica w je tangentna na pravac BC i (M BC') pa ée slika kruZnice w biti tangentna na (M BC)
i BC, odnosno, w ostaje fiksirana;

4. kako w ostaje fiksirana, tocka P je diraliste w i BC pa je P’ diraliste w i (M BC'), odnosno,
P =T.

Kako su P i T medusobni inverzi pri inverziji sa srediStem u M, te tri tocke su kolinearne. O

Inverzije s ortocentrom

Promatramo sljede¢u konfiguraciju.

Uocavamo dvije klju¢ne jednakosti, prva je da je
AF -AB=AH - -AD = AE - AC,

odnosno, ¢ini nam se da bi inverzija sa srediStem u A i radijusom v AB - AF mogla imati potencijala
(s i bez preslikavanja preko simetrale kuta). Druga jednakost koja je korisna jest

HA-HD=HB-HE =HC-HF,
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$to daje inspiraciju za inverziju sa srediStem u H, radijusa vV HA - HD, pri éemu ¢emo to komponirati
sa preslikavanjem preko toc¢ke H (kako bi mijenjali tocke A i D i ostale parove). Prelazimo na primjere.

Primjer 8.3.5. Neka je H ortocentar trokuta AABC i P i Q na kruZnici s promjerom BC takve da
su AP i AQ tangente na tu kruznicu. DokaZi da su H, P i @ kolinearne.

RjeSenje 8.3.5. Prvo nacrtamo skicu.

Promatramo inverziju sa srediStem u A, radijusa v AH - AD. Ta inverzija fiksira tocke P i ) te tocku
H Salje u tocku D. Dakle, Zeljeli bi da je Cetverokut APDQ tetivan. No, kako je M srediSte kruznice
s promjerom BC' i ZM DA = 90°, imamo da sve te tocke leze na kruznici s promjerom AM. O

\/b_c inverzija

U prethodnom primjeru, vidjeli smo inverziju pri kojoj smo ,fiksirali” trokut AABC. Iako smo tu
imali jednakokracan trokut, skoro pa istu stvar moZemo napraviti i u generalnom sluéaju. Naime,
promotrimo inverziju sa sredistem u A, radijusa vV AB - AC komponiranu zajedno s preslikavanjem
preko simetrale kuta.

S takvom transformacijom, tocke B i C se mijenjaju, odnosno, kruznica (ABC') prelazi u pravac BC
i obrnuto. Ova inverzija se u nacelu koristi u naprednijim zadacima, no kao Sto vidite, konceptualno
nije niSta komplicirano.

Primjer 8.3.6 (Simedijana). Dan je trokut AABC. Tangente na opisanu kruZnicu u tockama B i C
sijeku se u tocki T'. Dokazite da je pravac AT preslika teZiSnice iz vrha A preko simetrale kuta pri
vrhu A.

Rjesenje 8.3.6. Naravno, napravit ¢emo v/bc inverziju. Vrijedi sljedece:
1. tocka B i tocka C se slikaju jedna u drugu;
2. pravac T'B slika se u kruznicu AT'C koja je tangentna na pravac BC u tocki C;
3. pravac T'C slika se u kruznicu AT’ B koja je tangentna na pravac BC u tocki B.

Dakle, tocka T” je presjek dvaju kruZnica koje su tangentne na pravac BC u tockama B i C te
prolaze kroz A. Naravno, sada vidimo da je AT’ radikalna os tih dvaju kruznica pa ona raspolavlja
zajednicku tangentu, odnosno, pravac AT prolazi kroz poloviste duzine BC. No to upravo znaéi da je
AT’ tezisnica iz vrha A u trokutu AABC pa iz definicije v/be inverzije dobivamo tvrdnju zadatka. [

Primjer 8.3.7. Neka kruznica w dira stranice AB i AC' te opisanu kruznicu trokuta AABC u R. Neka

pripisana kruznica nasuprot A dira stranicu BC u D. DokaZi da je AR refleksija AD preko simetrale
kuta.
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Rjesenje 8.3.7. Opet, koristimo v/bc inverziju iz vrha A. Znamo da je slika kruZnice w neka kruznica
koja dira pravce AB, AC i BC. Naravno, postoje Cetiri takve kruznice, upisana i tri pripisane, no,
zbog definicija unutar zadatka (w je unutar opisane kruZnice, dira iznutra), jedini kandidat je pripisana
kruznica nasuprot vrha A. Znamo da se diraliSte Salje u diraliste, pa se tocka R Salje u tocku D Sto
nam direktno daje tvrdnju. O

KruZnica w iz prethodnog zadatka zove se A-mixtillinearna kruZnica i za nju vrijede razna svojstva,
od kojih se neka dokazuju inverzijom.

Laksi zadaci

1. Neka je dan trokut AABC sa srediStem opisane kruznice O. Invertirajmo oko A, s radijusom 1.
U kakvom su odnosu tocke O’, A, B i C'?

2. Dan je pravokutan trokut AABC s pravim kutom pri vrhu C i tocke X i Y na unutrasnjosti
stranica C'A i CB, redom. Konstruiramo cetiri kruznice koje prolaze kroz C, sa sredistima u A,
B, X i Y. Dokazite da su Cetiri tocke sjeciSta tih kruznica (osim C) koncikli¢ne.

3. Dane su kruznice ki, k2, k3 i k4 koje se medusobno diraju? u toc¢kama A, B, C i D. Dokazite da
je cetverokut ABCD tetivan.

4. Za dvije kruZnice k; i ko sa srediStima u O i Oz koje se sijeku u X i Y kaZemo da su ortogonalne
ako je Z01X 02 = 90°. Dokazite da ko ostaje fiksna pri inverziji oko k.

5. Neka su A, B i C tri kolinearne tocke i neka je P bilo koja tocka u ravnini koja nije na tome
istome pravcu. DokaZite da su srediSta opisanih kruznica trokutima APAB, APBC i APCA
te tocka P na istoj kruznici.

6. Dan je cetverokut ABCD Cdije su dijagonale A_C'_lﬁ okomite te se sijeku u E. Dokazite da
preslike tocke E preko stranica AB, BC, CD i DA leZe na jednoj kruznici.

7. U trokutu AABC s opisanom kruZnicom 1 ), simetrala kuta pri vrhu A sijete BC u D i Qu
totkama A i F. KruZnica s promjerom DFE sijeGe 2 u toékama E i F. Dokazite da je AF
simedijana trokuta AABC.

8. Dan je trokut AABC takav da je AB = AC. Neka su D i F tocke na kraé¢im lukovima AB i
AC, redom. Pravci AD i BC se sijeku u F, a pravac AF sijeCe kruznicu opisanu trokutu AFDE
u tockama E i G. DokaZite da je pravac AC tangentan na kruZnicu opisanu trokutu AECG.

Tezi zadaci

Ako je netko ve¢ upoznat s inverzijom i vjeruje da su prethodni zadaci prelagani, moze rjesavati ove.
Naravno, ovi zadaci se neée nuzno raspasti ako uocite inverziju, nego je inverzija samo jedan od koraka
u rjesenju.

9. Neka je €2 kruznica opisana trokutu AABC. KruZnica w dira stranice AC' i BC te dira kruznicu
Q iznutra u tocki P. Pravac paralelan s AB koji sije¢e unutrasnjost trokutta AABC tangentan
je na w u toéki Q). Dokazite da je ZACP = Z/QCB.

10. Neka su w; i we dvije kruznice sa sredistima u O i P i neka se sijeku u tockama X i Y tako da
je ZOXP = ZOY P = 90°. Promjer AB kruZnice w; je odabran tako da B lezi unutar wy. Dvije
kruznice tangentne na we, koje prolaze kroz O i A diraju wy u to¢kama F' i G. Dokazite da je
cetverokut FGOB tetivan.

3k; dira k;i—1 i ki+1, gdje indekse gledamo mod 4
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11.

12,

13.

112

Dane su dvije kruznice w; i we. Neka je S skup svih trokuta AABC takvih da je w; opisana
kruznica AABC, a wy A-pripisana kruZnica trokuta AABC. Neka wy dira BC, CA i AB u
to¢kama D, FE i F, redom. Ako je S neprazan, dokaZite da je teziSte trokuta ADFEF fiksna
tocka.

Dan je siljastokutan trokut AABC, pri ¢emu je AB # AC. Neka je H ortocentar trokuta AABC
i neka je M poloviste stranice BC. Dane su toc¢ke D i F na stranicama AB i AC takve da je
AFE = AD i tocke D, H i E su kolinearne. DokazZite da je pravac HM okomit na zajednicku
tetivu kruznica opisanih trokutima AABC' i AADE.

Neka je ABC siljastokutan trokut u kojem vrijedi AB > AC. Neka je I' opisana kruznica tog
trokuta, H njegov ortocentar, a F' noZiSte visine iz A na BC. Neka je M poloviste od BC. Neka
je @ tocka na I' takva da je ZHQA = 90° i neka je K tocka na I' tako da je ZHKQ = 90°.
Pretpostavimo da su tocke A, B, C, K i @) sve razliCite i leze na I' ovim redom. DokaZite da su
opisane kruznice trokuta AKQH i AFK M tangencijalne.



N6: Vedran Cifrek - Dizanje eksponenata

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Funkcija v,
vp : Z\{0} — Ny gdje je p fiksni prost broj definirana je:
vp(n) =k < pfin,p* n

tj vp(n) je eksponent najveée potencije prostog broja p koja dijeli n.
Svojstva:

* vp(ab) = vp(a) + vp(b)
o up(§) = vp(a) — vp(b)
e vp(a) # vp(b) = vp(a+b) =min{vp(a),vp(d)}

o za vp(a) = vp(b) vrijedi vp(a + b) >min{vy(a),v,(b)} te se moze postiéi bilo koja vrijednost ako
ne znamo nista drugo o brojevima a i b.

e a | b ako i samo ako vrijedi vp(a) < vp(b) za sve proste brojeve p;

 Specijalno a = b ako i samo ako je vp(a) = vp(b) za sve proste brojeve p.

o vp(ged(a,b) = min{uvy(a),vp(b)} (ged je najvedi zajednicki djelitelj)

o vp(lem(a, b) = max{vp(a),vp(b)} (Iem je najmanji zajednicki viSekratnik)
vp se moze prosiriti na funkciju vy, : Q\{0} — Zo po formuli v,($) = vp(a) — vp(b) te e ostati vrijediti
sva svojstva koja imaju smisla za racionalne brojeve.
LTE(Lifting the exponent lemma)

Ako za cijele brojeve x i y, prirodan broj n i prost broj p vrijede sljedeca svojstva:

eplz—y
e pta,pth
Tada:

o Ako je p > 2 vrijedi vp(2™ — y") = vp(x — y) + vp(n).
o Ako je p=2in paran vrijedi vo(z" — y") = v2(z — y) + v2(z + y) + v2(n) — 1
e Ako je p =2 i n neparan vrijedi ve(z" — y™) = va(z — y)

Takoder za neparan n i p > 2 mozZemo u prvu tvrdnju uvrstiti y = —y pa dobijemo

vp(x™ + y") = vp(z + y) + vp(n).

Order

Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Order od a modulo 7 je najmanji prirodni broj d za
koji vrijedi a = 1 (mod n).
Iz Eulerovog teorema znamo da uvijek postoji neki takav d (¢(n)), pa postoji i najmanji tj. uvijek
postoji order.
Najbitnija tvrdnja za order: Neka je d order od a modulo n tada vrijedi

af =1 (mod n) < d|k

za sve k € N.
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Zadaci

Uvodni zadaci

1. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi. DokaZi da vrijedi:

abc - lem(a, b, c)
b.c) =
800 0:€) = fornab) - Tem(b, ) - Tem(c, @)
3 | b4

2. Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi a | * | a 5 ...

Dokazi da je a = b.

| a

3. Neka je k € Niay,as,...ak,b1,be,...b prirodni brojevi takvi da vrijedi ged(a;, b;) = 1 za svaki
i €{1,2,...k} te m =lem(by, b, ... b). Dokazite da vrijedi:

ap-m az-m ag - M
b1 y bg yoee bk

ged( ) = ged(a, ag, - - -, a)-

Zadaci

4. Neka je k € N Nadi sve n € N takve da vrijedi 3% | 2" — 1
5. Neka su a i n prirodni brojevi, a p prost broj takav da je 2P + 37 = a™. Dokazite da je n = 1.

6. Neka su b > 1,n > 1 prirodni brojevi takvi da za svaki k € N postoji ay € N takav da k | b—a}.
Dokazi da postoji A € N takav da je b = A™.
at — b
a—b"

7. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da ¢ | a® — b°. DokaZi c |

8. Neka je n € N kvadratno slobodan (ne postoji prosti broj p za koji vrijedi p? | n). Dokazite da
ne postoje relativno prosti prirodni brojevi x i y takvi da

(z+y)°| (=" +y")

9. Neka su a i b pozitivni(> 0) realni brojevi takvi da je a™ — b™ € N za svaki prirodan broj n.
Dokazi da su a i b prirodni brojevi.

10. Nadi sve prirodne brojeve k za koje postoje a,n € N takvi da jen >=21i
p1-p2...pr—1=a"

gdje su p1,po, ..., pr redom prvih k prostih brojeva (2, 3, 5, ...).

Tezi zadaci

|

11. Dokazi da jednadZba 7= y° — 1 nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.

x u—
12. Neka su c,d > 2 prirodni brojevi. Neka je {a,} niz definiran s a; = ¢, a,11 = al + c za svaki
n € N. Dokazi da za svaki n > 2, postoji prost broj p takav da pla, ip fa; zai=1,2,---n— 1.
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X6: Bernard Inkret - MijeSanje varijabli

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Zadaci

1. DokaZi da za sve nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

a® +b% 4¢3 — 3abc > 4(a — b)(b — ¢)(c — a).

2. Dokazite da za sve nenegativne realne brojeve a, b, ¢, d vrijedi
a* +b* + ¢t + d* — 4abed > 2(a — b) (b — ¢)(c — d)(d — a).
Dodatno, ako je (a — b)(c — d) < 0, koeficijent 2 na desnoj strani se moze zamijeniti s 17.

3. Neka je n > 3 prirodan broj i neka je (a1,as,...,a,) strogo rastuéi niz n pozitivnih realnih
brojeva ¢ija je suma jednaka 2. Neka je X podskup od {1,2,...,n} takav da je vrijednost

‘1—204

1€X

minimizirana. DokaZite da postoji strogo rastuéi niz n pozitivnih realnih brojeva (b1, be, ..., by)
¢ija je suma jednaka 2 takav da je.
> bi=1

i€X
4. Neka je n fiksan prirodan broj. Nadite najveéu moguéu vrijednost izraza

Z (s =7 —n)z,zs,

1<r<s<2n
gdje -1<x;<lzasvei=1,---,2n.
5. Neka su z, y, z i t pozitivni brojevi za koje vrijedi = + y + z + t = 4. Dokazite:

(14 3z)(1+3y)(1+ 32)(1 + 3t) < 125+ 131xy=t.

6. Neka su a, b, ¢ i d nenegativni realni brojevi ¢ija je suma 1. DokaZite

abc + bed + eda + dab < 127 + 12—776abcd.

7. Dokazite da z sve pozitivne realne brojeve a, b, c, d vrijedi:
a* + b + c* + 2abed > a?b? + b2 + Ad? + d%a? + a® + b2 d.
8. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi, dokaZi:

z? +y? + 22 r+y+z

2 3 +3¥xryz <5 (T) .

9. DokaZi da za sve realne brojeve z1, z2, x3...X, vrijedi

V0zi =z <Y

1 i=1j

\/l-'L'i —I-.’L‘j|.

n n n
= =1

i=1j
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Zadaci za sedmu grupu

A7: lvan Sinci¢ - Funkcijske jednadzbe

Link na hintove. Link na rjeSenja.

1. (HMO 2017.) Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve z,y € R vrijedi

zf(z) —yf(y) = (z —y)(f(z +y) — zy).

[\

. (2. ELMO) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve z,y € R zadovoljavaju
f@+f(y) + f(zy) = f(2) + yf(z + 1)
3. (MEMO 2012.) Odredi sve funkcije f : Rt — RT takve da za sve z,y € RT vrijedi
flz+f(y) =yf(ley+1).
4. QOdredi sve funkcije f : R — R koje za sve z,y € R zadovoljavaju
fl@+fy) - f(z) = (@ + f(y))* — 2"
5. (MEMO 2017.) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve z,y € R zadovoljavaju

f@+ f(@)f(y) = zf(z +y).

=2

. (Zupanijsko 2002.) Odredi sve funkcije f : Rt — RT koje za sve z,y > 0 zadovoljavaju
f@)® = f(a).
7. (APMO 2016.) Odredi sve funkcije f : Rt — R™ koje za sve x,y, z > 0 zadovoljavaju

(z+Df(z+y) = f(zf(z) +y) + Fyf(2) + ).
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G7: Boris Stankovi¢ - Geometrija mix

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Neki alati koje je korisno imati na umu pri rjeSavanju zadataka su:
e Sli¢nost trokuta

¢ DuZine odsjecaka kod upisane i pripisane kruznice

Neka, upisana kruZnica trokuta ABC), éije su stranice a, b, ¢ i poluopseg s, dodiruje BC,CA, AB
u D, E, F redom. Tada je AE = AF =s—a,BD=BF =s—bCD=CFE=s5—c.

A

Neka pripisana kruZnica nasuprot vrha A u trokutu ABC, ¢ije su stranice a, b, c i poluopseg s,
dodiruje stranicu BC u D, te pravce AB,AC u E,F redom. Tada je AF = AF = s, BD =
BE=s—¢,CD=CF =s—b.

A

S-C

o Teorema o simetrali ugla

Neka je AD(D € BC) simetrala unutrasnjeg ZBAC, a AE(E € BC) simetrala vanjskog ZBAC

u trokutu ABC. Tada je:
BD BE AB

CD ™ CE  AC
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A
E/MC

¢ Potencija tocke

Neka je dan krug k(O, r) i tocka A koja nije na kruznici. Ako proizvoljan pravac p kroz A sijeée k
u tockama B, C tada je AB - AC konstantno i taj proizvod nazivamo potencijom tocke u odnosu
na krug k. Vrijedi P(4, k) = |AO? —r?|.

Specijalno, ako je AT tangenta onda je AT? = AB - AC.

A

N

Neka su dane tocke D, E, F' redom na stranicama BC,CA, AB pri ¢emu je paran broj njih u
unutrasnjosti trokuta. Tada su D, E, F' kolinearne ako i samo ako je

e Menelajev teorem

BD CE AF _

e Cevin teorem

Neka su dane tocke D, F, F' redom na stranicama BC,CA, AB pri ¢emu je neparan broj njih u
unutrasnjosti trokuta. Tada se AD, BE, CF sijeku u jednoj tocki ako i samo ako je

BD CE AF _
CD AE BF
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Neki malo opskurniji ra¢unski izrazi koje ima smisla zapamtiti jer nam mogu biti od pomoéi u nekim
zadacima su:

¢ Ptolomejev teorem

Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi:
AB-CD+ BC-DA=AC-BD

¢ Povrsina preko radijusa upisane

Neka je ABC trokut sa stranicama a, b, ¢, poluopsegom s te radijusom upisane kruznice r. Tada
je njegova povrsina jednaka:

¢ Heronova formula

Neka je ABC trokut sa stranicama a, b, ¢ i poluopsegom s. Tada je njegova povrsina jednaka:

\/s(s —a)(s—b)(s—c¢)

¢ Formula za tezisnicu
Neka je ABC trokut sa stranicama a,b,c i CM (M € AB) njegova teziSnica. Tada je:

_ 2BC? +2CA% — AB?

2
CM 1

¢ Omjer u kojem tangenta dijeli stranicu

Neka je ABC trokut i neka tangenta u A na opisanu kruznicu sije¢e BC' u D. Tada je:

BD _ AB®
CD AC?*
A
D
B C
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¢ Kriterij za simetralu kuta

Neka su X, A,Y, B tocke na nekom pravcu u tom redoslijedu. To¢ka C se nalazi van tog pravca.
Tada ako vrijede bilo koje dvije od sljedece tri tvrdnje onda vrijedi i treca:

_ AX _ AY,
BX — BY»
— /XCY = 90°

— CY je simetrala unutrasnjeg kuta ZACB, CX simetrala vanjskog kuta ZACB.

o Lema: potencija vezana za sredinu stranice

Neka su A, B, C, D cetiri kolinearne tocke u tom redosljedu i neka je M tocka na tom pravcu.
Tada ako vrijede bilo koje dvije od sljedeée tri tvrdnje, onda vrijedi i treca:

BA _ BC.
DA — DC»

— M je poloviste duzine BD;
— Vrijedi AB- AC = AC - AM ili AM -CM = BM? ili AM -CM = DM?.

Laksi zadaci

1.
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Dan je trokut AABC i njegovo srediSte upisane kruznice I tako da vrijedi AC + AI = BC.
Dokazite da je /BAC =2/ABC.

. Upisana kruznica trokuta ABC dodiruje stranice BC,CA,AB u D, E, F ;redom. Tocke P,Q

nalaze se unutar kuta BAC tako da vrijedi FP = FB,FP || AC i EQ = EC, EQ || AB. Dokazi
da su P, @, D kolinearne.

. Neka je ABC Siljastokutni trokut sa opisanom kruznicom w. Neka je ¢ pravac tangentan na w

koji prolazi kroz A. Neka su X i Y projekcije tocke B na pravce £ i AC, respektivno. Neka je H
ortocentar trokuta BXY . Neka CH sijece £ u D. Dokazi da BA raspolavlja kut CBD.

. U trapezu ABCD(AB || CD) dijagonale AC i BD sijeku se u tocki E, a pravci AD i BC u

to¢ki F'. To¢ka G # E odabrana je na kruZnici opisanoj trokutu ABCE tako da je EG || AD.
Dokazite da vrijedi ZAFG = /BFE.

. Neka je ABC raznostranican Siljastokutni trokut u kojem je ZBAC = 60°. Tocka O je srediSte

opisane kruznice trokutu BAC. Simetrala /BAC sijeCe stranicu BC u D, a pravac AO sijeCe
stranicu BC u E. Dokazi da je:

LAED + ZADO = 90°.

. Neka je ABCDE konveksan peterokut takav da je BC = DE. Pretpostavimo da postoji tocka

T unutar ABCDE za koju je TB=TD,TC =TFE i Z/ABT = /TEA. Neka pravac AB sijeée
pravce CD i CT u tockama P i @), redom. Pretpostavimo da tocke P, B, A, @) leze na pravcu u
tom poretku. Neka pravac AF sijeée CD i DT u tockama R i S, redom. Pretpostavimo da tocke
R,E, A, S leZe na pravcu u tom poretku. Dokazite da su P, S, @, R koncikli¢ne.

. Neka je ABCD c¢etverokut upisan u kruznicu k. Pravci AB i CD sijeku se u tocki E tako da

vrijedi AB = BE. Neka je F tocka presjeka tangenti na kruznicu k& u toékama B i D. Ako su
pravci AB i DF paralelni, dokaZi da su A, C i F kolinearne.

. Neka je ABC siljastokutni trokut u kojem je AB = AC, neka je D poloviste stranice AC te

neka je -y opisana kruznica trokutu ABD. Tangenta na v u A sijece BC u E. Neka je O centar
kruznice opisane trokutu ABE. Dokazi da poloviste duzi AO lezi na ~.



Umjereni zadaci

9.

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18.

Neka je ABCD tetivan Cetverokut koji nije trapez i Cije se dijagonale sijeku u E. Polovista
duzina AB i CD su F i G redom, a ¢ je pravac kroz G paralelan sa AB. NoziSta okomica iz F
na pravce £ i CD su H i K, redom. Dokazi da su pravci EF i HK okomiti.

Neka je ABC trokut u kojem vrijedi /B > ZC. Neka su P i @) dvije razliite tocke na pravcu
AC takve da vrijedi /PBA = /QBA = ZACB i A se nalazi izmedu P i C. Pretpostavimo
da postoji tocka D na duZini BQ za koju je PD = PB. Neka polupravac AD sijee opisanu
kruznicu trokuta ABC u R # A. Dokazi da je QB = QR.

Neka je dan trokut ABC' s centrom upisane kruznice I i neka je D proizvoljna tocka na stranici
BC'. Neka pravac kroz D okomit na BI sijeCe CI u E. Neka pravac kroz D okomit na C1 sijeCe
BI u F. DokaZi da preslika tocke A u odnosu na pravac EF lezi na BC.

Neka je AD promjer opisane kruznice pravokutnog trokuta ABC. Pravci kroz D paralelni sa
AB i AC sijeku pravce AC' i AB u tockama E i F, respektivno. Pravci EF i BC sijeku se u G.
Dokazi AD 1 DG.

U trokutu ABC' sa najkrac¢om stranicom BC, tocke P i ) na stranicama AB i AC redom su
takve da je ZPCB = ZQBC = ZBAC. Dokazite da srediSte O opisane kruznice trokuta APQ
leZi na simetrali stranice BC.

Zadan je siljastokutan trokut AABC. Neka je L presjek simetrale ZABC i stranice AC. Tocke D
i F su polovista lukova AB i BC' redom opisane kruznice AABC'. Neka su tocke P i ) izabrane
s produzetaka BD i BE preko D i E redom, tako da vrijedi |ZAPB| = |ZCQB| = 90°. Pokazi
da poloviste BL leZi na pravcu PQ.

U trokutu ABC upisana kruznica s centrom I dodiruje stranicu BC u tocki D. Simetrala /BAC
sijeCe duzinu BC' u toc¢ki E. Tocka N je srediste luka BAC' opisane kruznice ABAC, a F tocka
presjeka DI i AN. Dokazi da pravac NI raspolavlja duzinu EF.

Dan je konveksan peterokut ABC DFE takav da su mu kutevi kod vrhova C i E pravi i vrijedi
/EDA = /CDB. Neka je N noziste visine iz vrha D u Siljastokutnom trokutu ABD i neka je
M poloviste duzine AB. Dokazi da su tocke C, M, N, E koncikli¢ne.

Na stranicama BC i AC trokuta ABC dane su toc¢ke D i E, redom. Neka je F'(F # C) tocka
presjeka opisane kruznice trokuta C'ED i pravac kroz C paralelne sa AB. Neka je G tocka
presjeka pravca F'D i stranice AB. a H tocka na pravcu AB takva da je /ZHDA = /GEB i
vrijedi poredak tocaka H — A— B. Ako je DG = EH, dokaZi da presjek duzina AD i BE pripada
simetrali kuta ZACB.

Upisana kruZnica w trokuta ABC dodiruje BC,CA,AB u D, E,F redom. Okomica u C na
pravac BC sije¢e EF u M, a okomica u B na pravac BC sije¢e EF u N. Pravac DM sijeCe w
ponovo P, a pravac DN sijeCe w ponovo ). Dokazi da je DP = DQ).

Tezi zadaci

19.

20.

21.

U AABC (AB < AC) to¢ke D, E| F su nozista visina iz vrhova A, B,C redom. Toc¢ke P, (@ su
na pravcu E'F takve da vrijedi DP L EF, BQ = CQ. Dokazi /ADP = /PBQ.

Tocke M, N su diraliSta upisane kruZnice raznostrani¢nog trokuta ABC sa stranicama AB, AC
redom, a toCke P, @ su redom diraliSta pripisanih kruZnica nasuprot vrhova B, C sa stranicom
BC. Dokazi da je éetverokut M N P() tetivan ako i samo ako je ZBAC = 90°.

Upisana kruznica trokuta ABC dodiruje AB, AC u P, Q redom. Pravci BI, CI sijeku PQ u K, L
redom. DokaZi da opisana kruznica AIK L dodiruje upisanu kruZnicu trokuta ABC ako i samo
ako je AB+ AC = 3BC.
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22.

23.

122

Neka je ABC S&iljastokutni raznostrani¢ni trokut. Neka su X i Y dvije razli¢ite tocke na duzi
BC takve da je Z/CAX = /Y AB. Pretpostavimo da:

1) K i S su noziSta okomica iz B na pravce AX i AY redom.

2) T i L su nozista okomica iz C na pravce AX i AY redom.
Dokazi da se pravei KL i ST sijeku na pravcu BC.
U trokutu ABC, tocka A;j leZi na stranici BC' i tocka B leZi na stranici AC. Neka su P i @
toc¢ke na duzinama AA; i BB, redom, takve da je PQ paralelno AB. Neka je P; tocka na pravcu

PBs, takva da Bj lezi izmedu P i P, te ZPP,C = ZBAC. Sli¢no, neka je ()1 tocka na pravcu
QA;1, takva da A; lezi striktno izmedu Q i Q1, te LZCQ1Q = LCBA.

DokaZi da su P, @, P;, Q1 koncikli¢ne.



N7: Ivan Vojvodi¢ - Tb funkcijske

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Nastavljamo s najboljim predavanjima ovog kampa, sada u malo opusStenijem tonu. Otkada je Ivan
Novak zavrsio natjecateljsku karijeru, funkcijske jednadzbe u teoriji brojeva su tema koja se nerijetko
pojavljuje na shortlistu, a zna tu i tamo doéi na MEMO.

Tips and tricks

Prvo i najvaznije kao i kod svih funkcijskih jednadzbi je pogoditi koja bi bila oéita rjeSenja (najéesée
su to i jedina), dakle konstante, f(z) = z, f(z) = cx za neki c i sli¢no.

A Oprez: Obligatorna napomena u svakom moguéem predavanju iz funkcijskih

Za svako rjeSenje funkcijske jednadzbe se mora PROVJERITI da li zadovoljava jednadzbu jer ¢ete
inace izgubiti najdebilniji bod na svijetu.

Glavna taktika specificna za funkcijske u teoriji brojeva je naéi nekakve djeljivosti (najcesée su i
zadane u obliku nesto dijeli nesto) i pokusSati uvrStavanjima namjestiti da djeljenik ima $to manje
prostih faktora (najbolje je da sam bude prost) jer onda znamo da djelitelj ima jako malo opcija. Osim
toga, najcesca taktika dovrSavanja zadatka je da uspijemo fiksirati djeljenik i "pustiti" djeljitelj da
bude proizvoljno velik, jer onda znamo da djeljenik mora biti 0 (i npr ako je djeljenik f(n) — n, veé
smo gotovi) Ovo moZda zvuéi apstraktno onima koji se prvi put susreéu s ovom temom, stoga ¢emo
proéi kroz primjer na kojem vidimo o ¢emu se radi.

Primjer 9.3.1 (APMO 2019/1). Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva
(a,b) vrijedi
f(a)+b]a®+ f(a)f(b)

Rjesenje 9.3.1. je na ploci O
Laksi zadaci

1. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (m,n) vrijedi

nt f(m) | £(n) +nf(m)
2. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (a,b) vrijedi

fla)+£(b)[2(a+b-1)

3. Neka je P skup svih prostih brojeva. Nadi sve funkcije f : P — P takve da za svaki par prostih
brojeva (p, q) vrijedi
)9 + ¢ = f(g)® +p*
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. Nadi sve funkcije f : N x N — N koje zadovoljavaju sljedeéa 2 uvjeta:

o Za sve a,b € N vrijedi
fla,b) +a+b= f(a,1) + f(1,b) + abd.

e Akosu a,b € N takvi da je neki od brojeva a+b i a+ b — 1 djeljiv s prostim brojem p > 2,
onda je i f(a,b) djeljiv s p.

. Nadi sve funkcije f : N — N takve da f(n!) = f(n)! zasve n € Nte m —n | f(m) — f(n) za sve

razli¢ite m,n € N.

. Nadi sve funkcije f : N — N takve da za svaki par prirodnih brojeva (m,n) vrijedi

f(mn) = lcm(ma ’I’Z) : ng(f(m)’ f(’I’L))

. Nadi sve funkcije f : N — Ny koje zadovoljavaju sljedeca 3 uvjeta:

o postoji n € N takav da f(n) #0

» flzy) = f(z) + f(y) za svaki 7,y € N
 Postoji beskona¢no n € N takvih da za svaki k < n vrijedi f(k) = f(n — k)



X7: lvan Novak - Kvadratni ostaci i slicho

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Danas se u¢imo nesto o kvadratnim ostacima i kvadratnom reciprocitetu. Osim toga ¢emo jos§ ponoviti
neke stvari da ne zaboravite da postoje.

Neka je p prost broj. Za prirodan broj n koji nije djeljiv s p kazemo da je kvadratni ostatak modulo
p ako postoji prirodan broj a takav da p | a®> — n. U suprotnom, kaZemo da je neostatak.

Za cijeli broj a i neparan prost broj p, Legendreov simbol (%) definiramo na sljedeéi nacin:

=41, ako je a kvadratni ostatak modulo p

0, ako p dijeli a
a

—1, ako je a kvadratni neostatak modulo p.

Svojstva Legendreovog simbola

(a, b su proizvoljni cijeli brojevi, a p proizvoljan neparan prost broj):
b b
@G =)

(&) = (2)

Treée od ovih svojstava zovemo Eulerov kriterij.

Gaussov zakon reciprociteta

Neka su p i q razliciti neparni prosti brojevi. Tada vrijedi Gaussov zakon reciprociteta:

p—1qg—1
P\(q\ _, v 5 o
()() =T

2\ ] 1, ako je p oblika 8k £ 1
p) —1, inace.

I njegov suplement

Jacobijev simbol

Jacobijev simbol je generalizacija Legendreovog simbola.

Jacobijev simbol dopusta da drugi argument nije samo prosti broj, nego moze biti i neparan sloZeni
broj. Za prirodan broj a i neparan prirodan broj n = pi* -...- pZ’“, definiramo Jacobijev simbol (%)
preko Legendreovog na sljede¢i nacin:

() =G) )

Vazno je primijetiti da ako je Jacobijev simbol (£) jednak —1, tada je a sigurno kvadratni neostatak
modulo n, ali ako je Jacobijev simbol jednak 1, tada a nije nuzno kvadratni ostatak.
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Svojstva Jacobijevog simbola

Navedena svojstva relativno jednostavno slijede iz svojstava Legendreovog simbola. (m i n su neparni
prirodni brojevi, a i b su cijeli)

@ =)
@) () = G)

(@) = 0 ako je ged(a,n) > 1
41, inace

n

@) = {1, ako je n oblika 8k £ 1

—1, inace.

Za relativno proste m i n, vrijedi

Zadaci

Nisu svi zadaci o kvadratnim ostacima.

1.
2.
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Odredi sve parove prirodnih brojeva (z,y) za koje vrijedi x2y + y? = 2x3.

Dokazi da za svaki prost broj p vrijedi da postoji € Z takav da p | z2 — z + 3 ako i samo ako
postoji y € Z takav da p | y? — y + 25.

. Za prirodan broj k > 3 kaZemo da je fin ako postoje prirodan broj n i prirodni brojevi d; <

dg < ... < dj sa sljedeéim svojstvima:
e dji2 =djy1+dj za sve j za koje vrijedi 1 < j <k —2,
e dj,ds,...,d; su djelitelji od n,
¢ bilo koji drugi djelitelj od n je ili manji od d; ili veéi od dj.

Odredi sve fine brojeve.

Odredi sve prirodne brojeve k sa sljede¢im svojstvom: Postoji prirodan broj a takav da je
(a+k)3—a

djeljivo s 2007.

. Neka je S skup svih prirodnih brojeva x za koje postoje prirodan broj n i prirodni brojevi

ai,...,0n te by,..., b, takvi da je

oo (a2+a1—1)...(a2 +a, —1)
(B2 +b—1)... (b2 +b,— 1)

Sadrzi li S beskona¢no prostih brojeva?

Za prirodan broj n, definiramo njegov stupanj kao zbroj svih eksponenata u njegovoj faktorizaciji
na proste brojeve. Dokazi da postoji skup od 2022 uzastopna prirodna broja takav da to¢no 1000
od njih ima stupanj manji od 10.



1.

10.

11.

Neka je p prost broj. Troy i Abed igraju igru. Troy prvo napiSe prirodan broj X na plocu, te
Abedu pokaZe niz prirodnih brojeva (a,)nen. Nakon toga Abed €ini niz poteza, gdje je n-ti potez
sljedeci:
Zamijeni Y koji trenutno pise na ploc¢iilisa Y +ay, ilisa Y - a,.

Abed pobjeduje ako u nekom trenutku na plo¢i piSe broj djeljiv s p. Odredi moze li Abed
pobijediti bez obzira na to $to Troy izabere, ako je

a) p=10°+7,

b) p=10°+09.
Napomena: Brojevi 10° 4 7 i 10° 4 9 su prosti.

. Odredi sve parove prirodnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

3 —8Y =2zxy+ 1.

. Neka su m i n prirodni brojevi. Za prirodan broj k kazemo da je (m,n)-ogo dobar ako ne postoji

prirodan broj j > k takav da '
nf +m|nf +m.

(a) Dokazi da ne postoji beskona¢no (m,n)-ogo dobrih prirodnih brojeva.

(b) Dokazi da za svaki prirodan broj N postoje m i n takvi da postoji barem N
(m,n)-ogo dobrih prirodnih brojeva.

Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a, b, ¢ takvi da je

a? + b2 + c?
3(ab+ bc + ca)

prirodan broj.

Dokazi da 4zyz — x — y nije potpun kvadrat ni za koja tri prirodna broja z, y, .
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M1: Ivan Vojvodi¢ - 1zogonalne konjugate

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Poznato je da se na prvi dan kampa stavljaju sva najkvalitetnija predavanja, stoga ste danas zapeli
sa mnom na 8 sati. Izogonale i izogonalne konjugate u trokutu i cetverokutu su relativno opskurna
geometrijska tema, ali upravo zato ako ih iskusan geometar pronade, moze zgaziti razne teske zadatke.
Danas ¢emo definirati sve potrebne pojmove i nauciti baratati s njima.

Definicija 9.5.1: lzogonala

Neka je dan kut ZAOB u ravnini i pravci p i q koji prolaze kroz O. KaZemo da su p i ¢ medusobno
izogonalni s obzirom na kut ZAOB ako su simetri¢ni s obzirom na simetralu kuta /AOB. Takoder
kazemo i da je q izogonala od p (i obratno) s obzirom na ZAOB.

Iz defincije je jasno da je p izogonala od g akko je g izogonala od p. Takoder se moze reéi (i ja ¢u
najceSée govoriti) i da je par pravaca (p,q) izogonalan u paru pravaca (OA,OB) i na razne druge
ekvivalentne nacine koji su uvijek ociti iz konteksta. Ve¢ ovo nam je dovoljno i za prvi teorem, koji je
jednostavno poznat kao lema o izogonalama i koristan je za znati u svako doba dana i nodi.

Teorem 9.5.2: Lema o izogonalama
Neka su O, A, B, C, D tocke u ravnini, te neka je E = ABNCD i F = ACNBD. Ako je par pravaca
(OB, 0C) izogonalan u paru pravaca (OA,0D), tada je i par (OFE, OF) izogonalan u (OA,OD).

Sad definiramo i direktno povezan pojam, izogonalnu konjugatu.

Definicija 9.5.3: lzogonalna konjugata

Neka je dan n-terokut A;As... A, i neka je P toCka u ravnini razli¢ita od vrhova n-terokuta. Neka
je g; pravac izogonalan pravcu A;P s obzirom na kut £A; 1A4;A;1, za svaki ¢ € {1,2,...,n}, gdje
smo indekse vrhova uzeli cikli¢ki. Ako se svi pravci ¢; sijeku u jednoj tocki (nazovimo ju Q), tada
kaZemo da je ta tocka izogonalna konjugata toki P s obzirom na n-terokut AiAs... A,

I ovdje je iz definicije jasno da je @ izogonalna konjugata od P akko je P izogonalna konjugata od @
(zato se i zovu izogonalne konjugate). Iako smo dali ovu definiciju za proizvoljni mnogokut, u zadacima
su iskljucivo bitni slucajevi u trokutu i éetverokutu, pa ¢emo se na njih i fokusirati u ovom predavanju.

Trokut

Lako se uoci da u definiciji izogonalne konjugate nije nimalo jasno mora li ona postojati za svaku
tocku ravnine, pa je to prvo pitanje koje si postavljamo. Sre¢om, za trokute se ne moramo brinuti,
jer imamo sljedeéi teorem, koji nam ne samo dokazuje da izogonalna konjugata uvijek postoji, nego i
daje nacin na koji ju mozemo konstruirati.

128



Teorem 9.5.1: Konstrukcija izogonalne konjugate u trokutu

Neka je dan trokut ABC i tocka P koja nije nijedan od vrhova trokuta. Neka su P4, Pp, Pc preslike
P preko BC, C A, AB redom. Tada je centar opisane kruznice trokuta P4 PgP¢ izogonalna konjugata
tocke P s obzirom na trokut ABC.

Sada ¢e oStrooki promatra¢ uociti da nije uopcée garantirano da preslike tocke P preko stranica trokuta
ABC moraju ¢initi trokut, a oStroumni promatraé¢ ée se Cak sjetiti Simsonovog (ili Steinerovog, ista
stvar) teorema koji nam to¢no karakterizira sve tocke za koje to neée biti istina. U zadacima generalno
ova opaska nije previSe bitna, ali radi potpunosti ju navodimo u sljedeéem atraktivnom prozorciéu.

A Oprez: Ako je P na opisanoj

Ako se P nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC, tada su preslike kolinearne, pa je izogonalna
konjugata tocke P na pravcu u beskonacnosti. To moZemo i uociti tako da preslikamo AP, BP, CP
preko odgovarajuéih simetrala kuta i dokaZemo da su sva tri pravca paralelna (tj njihovo sjeciSte je
u beskonacnosti)

Prethodni teorem kao direktnu posljedicu ima sljedeéi korolar.
Korolar 9.5.2: Koncikli¢na nozista

Neka su P i @ izogonalne konjugate u trokutu ABC'. Tada svih 6 noZiSta okomica iz P i @ na
stranice trokuta leze na istoj kruznici. Nadalje, centar te kruZnice je poloviste duzine P(Q).

Jos navodimo dvije leme koje nam omoguéavaju tu i tamo pronaéi izogonalne konjugate u trokutu.
Lema 9.5.3: OP - OQ = R? — AP, AQ izogonalne

Neka je ABC trokut i neka su P i Q dvije to¢ke na simetrali duzine BC, takve da je OP-0Q = R?,
gdje je R radijus (ABC), te leze u rasporedu O — P — . Tada su pravci AP i AQ izogonalni s
obzirom na Z/BAC.

Dokaz. Angle chase. O

Lema 9.5.4: PBQC paralelogram — AP, AQ) izogonalne

Neka je ABC trokut i neka je P tocka takva da je /PBA = ZACP. Neka je @ tocka takva da je
PBQC paralelogram. Tada su AP i AQ izogonalni s obzirom na /BAC.

Dokaz. Neka je R tocka takva da je APBR paralelogram. Angle chase daje da je ARBQ tetivan i na
kraju da su AP i AQ izogonalne. O

Da ne bi netko slucajno rekao da je sve ovo beskorisno, imamo jedan primjer zadatka koji se lijepo
raspadne na ove leme.

Primjer 9.5.1. Neka su B; i C; redom polovista stranica AC, AB u trokutu ABC'. Neka tangenta u C
na (ABC) sije¢e BB; u L, a tangenta u B na (ABC) sije¢e CC; u K. Dokazi da je /BAK = ZCAL.

Rjesenje 9.5.1. Lema 2.3 i teorem 1.2. O

Cetverokut

Sada se prebacujemo na proucavanje cetverokuta. Kao i prije, zanima nas kada ée izogonalna konjugata
uopcée postojati. Ovog puta nismo takve sreée kao u trokutu jer izogonalna konjugata neée uvijek
postojati, ali ne oCajavajte se jer ipak znamo toc¢no za koje tocke ¢e postojati, a konstrukcija je jako
sli¢cna konstrukciji u trokutu.
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Teorem 9.5.1: Postojanje i konstrukcija izogonalne konjugate u Cetverokutu

Neka je ABCD &etverokut i P tocka u ravnini. Neka su P4, Pg, Pc, Pp preslike P preko AB,BC,CD
i DA redom. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

o Postoji izogonalna konjugata tocki P s obzirom na ABCD
 par pravaca (PA, PC) je izogonalan u paru pravaca (PB, PD)
o cCetverokut P4 PpPcPp je tetivan
U tom slucaju je izogonalna konjugata upravo centar kruznice (P4 PgPcPp).

Ovo mozda izgleda nezgrapno za pamtiti i provjeravati, pa zato kao korolar imamo poseban slucaj
kada je P unutar ABCD (koji je u praksi gotovo uvijek jedini potreban).

Korolar 9.5.2: Kad je P unutar Cetverokuta

Neka je ABCD cetverokut i P tocka unutar ABCD. Tada postoji izogonalna konjugata tocki P s
obzirom na ABCD akko vrijedi
/APB + /CPD = 180°

Takoder za Cetverokut imamo joS jedan teorem koji za trokut iz ocitih razloga nije potreban, ali nam
olaksava posao u dokazivanju postojanja izogonalne konjugate.

Teorem 9.5.3: 3 izogonale konkurentne —> sve 4 izogonale konkurentne

Neka je ABCD c&eteverokut i P tocka u ravnini. neka je [, izogonala od AP u kutu ZDAB, analogno
definiramo Iy, l. i l4. Tada vrijedi: ako se bilokoja tri pravca iz skupa {l4, s, lc, l4} sijeku u jednoj
tocki, tada i Cetvrti prolazi kroz tu tocku i ta tocka je izogonalna konjugata tocke P u Cetverokutu
ABCD.

Da ne bi jose jednom netko rekao da je sve ovo beskorisno, dajem izvrstan primjer zadatka koji ima
rjeSenje u 3 potencije tocke, ali ¢u ga ja lijepo zgaziti ovom artiljerijom.

Primjer 9.5.1. Neka je ABC raznostranican Siljastokutan trokut. Tocka N je poloviste duljeg luka
BC kruznice (ABC). Neka je k kruznica promjera BC. Simetrala kuta /BAC sijee kruznicu k u
tockama D i E, a Dy i E; su tocke takve da su DD, i EE; promjeri kruznice k. Dokazi da poloviste
duzine BC pripada kruznici (NE; D).

Rjesenje 9.5.1. je na plodci. O]

Laksi zadaci

1. Neka je ABCDEF tetivni Sesterokut u kojem vrijedi AB = BC' = CD = DE. Neka je K tocka
na duzini AF koja zadovoljava /BKC = /KFE i Z/CKD = /KFA. Dokazi da je KC = KF.

2. Neka je ABCD konveksan Cetverokut. DokaZi da postoji to¢ka P unutar ¢etverokuta za koju
vrijedi

/PAB+ /PDC = /PBC + Z/PAD = /PCD + /PBA = /PDA+ ZPCB = 90°

ako i samo ako su dijagonale AC i BD okomite.

3. U konveksnom peterokutu ABCDE tocke A1, Bi, Ci, D1, Eq su presjeci parova dijagonala
(BD,CE), (CE,DA), (DA,EB), (EB,AC) i (AC,BD) redom. Dokazite da ako su Cetiri Ce-
tverokuta AB1A1B, BC1B1C, CD.C1D, DE1DE i EA1FE1A tetivni, onda je i peti tetivan.
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. Neka je ABCDE konveksni peterokut i neka je P = CFE N BD. Pretpostavimo da vrijedi
/PAD = Z/ACBi /CAP = /EDA. DokaZi da se P nalazi na pravcu koji spaja centre kruznica
(ABC) i (ADE).

. Neka je ABCD konveksan Cetverokut takav da AD nije paralelno s BC. Neka je E presjek
njegovih dijagonala, a F' presjek pravaca AD i BC. Neka je P tocka unutar ¢etverokuta ABCD
i neka su X,Y, Z, W projekcije P na AB,BC,CD,DA redom. Pretpostavimo da je XY ZW
pravokutnik. Neka je opisana kruznica tog pravokutnika k. M # W i N # Y su sjeciSta ks AD
i BC, redom. G je presjek tangenti na k u M i N. Dokazi da G leZi na pravcu EF.

. Dijagonale trapeza ABCD sijeku se u P. @ je tocka izmedu osnovica BC i AD za koju vrijedi
ZAQD = /CQ@B te se P i Q nalaze sa suprotnih strana pravca CD. DokazZi da je /BQP =
/DAQ.

. Neka je ABCD tetivni ¢etverokut éije se dijagonale AC i BD sijeku u E. Produljenja stranica
AD i BC preko A i B redom se sijeku u F. Neka je G tocka takva da je ECGD paralelogram i
neka je H preslika E preko AD. Dokazi da je DHFG tetivan.
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M2: Bernard Inkret - Sve osim funkcijskih

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Zadaci

1. Polinom s cjelobrojnim koeficijentima postize +1 u 3 razli¢ite cjelobrojne tocke. DokazZite da taj
polinom nema cjelobrojnih nultoc¢aka.

2. Nadi sve polinome P(z) sa samo realnim nultockama koji zadovoljavaju sljedece svojstvo: postoji
polinom Q(z) s realnim koeficijentima

P(1)+ P(2) + P(3) + -+ + P(n) = P(n)Q(n)

za sve prirodne brojeve n.

3. Neka je a realni broj. Odredi sve polinome P takve da P(2z + a) < (22 4+ z'9)P(z) vrijedi za
sve realne brojeve x.

4. Dokazi da za svaki realni broj » > 2 , postoji tocno dva ili tri realna broja x koji zadovoljava
2 =r|z].

5. Odredi najveéu mogucu vrijednost r koja zadovoljava sljedeée svojstvo: Ako niz a1, a9, as... pri-
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rodnih brojeva zadovoljava

an S An42 < \/ an2 + Tan+1

za svaki prirodni broj n, onda postoji prirodni broj M takav da za svakin > M vrijedi a,, = an42.



M3: Boris Stankovi¢ - Promjena perspektive

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Zadaci

1.

10.

11.

Dano nam je 6 kruznica radijusa barem 1 od kojih nikoje dvije nemaju zajednickih tocaka. Neka
je w kruznica s radijusom r koja sijece svih 6 danih kruznica. Dokazi da je r > 1.

. Neka je n prirodan broj. Lara treba da zapiSe brojeve od 1 do 2n — 1 na ploc¢u i ona bira za

svaki broj hoée li ée ga zapisati u plavoj ili u crvenoj boji. Kazemo da je par brojeva i,j €
{1,2,3,...,2n — 1}, gdje je i < j dobar ako i samo ako je broj plavih brojeva medu brojevima
1,14+ 1,...,j neparan. Nadite, u ovisnosti o n, najveéi moguéi broj dobrih parova.

. Promotrimo 2019 x 2019 tablicu sastavljenu od 20192 jedini¢nih kvadrati¢a. Neka od njenih polja

su oznacena, i vrijedi da za svako oznaceno polje postoji tocno jedno oznaceno polje razli¢ito od
njega koje je u istom retku ili stupcu. Koji je najveéi moguéi broj oznacenih polja u tablici?

. Neka je n prirodan broj i neka je ¢ # 0 realan broj. Neka su a1, as,...,a2,_1 realni brojevi

(ne nuZno razli¢iti). DokaZi da postoje indeksi 41,49, ..., %, takvi da za sve 1 < k,l < n, vrijedi
a;, — Qg 7é t.

. U sobi je 2n osoba pri ¢emu svaka ima n — 1 neprijatelja unutar sobe. Dokazi da tih 2n osoba

mogu sjesti za okrugli stol tako da nitko ne sjedi pored svojih neprijatelja.

. Kazemo da je skup S cijelih brojeva korjenast, ako za svaki prirodan broj n i sve ag,a1,--- ,a, €

S, sve cjelobrojne nultocke polinoma ag + a1z + --- 4+ a,x™ takoder pripadaju S. Nadi sve
korjenaste skupove koji sadrze sve brojeve oblika 2% — 2° gdje su a i b prirodni brojevi.

. Neka je f : N — N strogo rastuéa funkcija takva da je f(1) > 1 i takva da je f # g o g za svaku

funkciju g : N — N. Nadalje, neka S oznacava skup svih prirodnih brojeva koji nisu u slici od f.
a) Moze li S biti beskonacan?

b) Odredi sve prirodne brojeve n za koje je moguée da vrijedi |S| = n.

. Nadi sve prirodne brojeve n > 2 koji zadovoljavaju sljedece svojstvo: za sve prirodne brojeve

ai,as,...,an Cija suma nije djeljiva s n, postoji indeks 1 < 7 < n takav da niti jedan od brojeva
Qiy Qi + Qit 1y .50+ Qjp1 + o0+ Qjpp—1

nije djeljiv s n. Smatramo da je a; = a;—p, za i > n.

. Neka je n prirodan broj. Svaki od brojeva 1,2,...,n moZe biti obojen u crnu ili bijelu boju. U

jednom potezu dozvoljeno je odabrati broj i promijeniti boju njemu i svim brojevima koji nisu
relativno prosti s njim. Na pocetku su svi brojevi obojeni u bijelo. Za koje prirodne brojeve n je
moguce dobiti da su svi brojevi crni nakon kona¢no mnogo poteza?

Neka je n prirodan broj i h pozitivan realan broj. Neka su 0 =21 < 2 < ... < T2, < Topy1 =1
realni brojevi takvi da je z;1+1 — x; < h za svaki i € {1,...,2n}. Dokazi da vrijedi

1-h & 1+h

—— <) z2i(T2q1 — ®ai—1) < ——.

2 ; 2
=1

Konveksan ¢etverokut ABC D nazivamo bahatim ukoliko postoji konveksan éetverokut PQRS
¢iji su svi vrhovi u unutrasnjosti ili na stranicama cetverokuta ABCD, a ¢iji je zbroj dijagonala
veéi od zbroja dijagonala Cetverokuta ABCD.

Neka je r > 0. Pretpostavimo da &etverokut ABCD nije bahat, ali za svaku tocku A’ # A
takvu da je AA’ < r Cetverokut A’BCD jest bahat. Nadi sve moguée vrijednosti najveéeg kuta
cetverokuta ABCD.
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12.

13.

14.

15.
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Neka je m prirodan broj. Promatrajmo plo¢u 4m x 4m. Kazemo da su dva polja ploce povezana
ako se nalaze u istom redu ili istom stupcu. Nijedno polje nije povezano sa samim sobom. Neka
polja su obojana tako da je svako polje povezano s barem 2 obojena polja. Koliko najmanje polja
moramo obojati da bi ovo bilo ispunjeno?

Neka je n prirodan broj. Tango je ples na brojevnom pravcu. Svaka plesacica pravi korake koji
dodaju ili oduzimaju 1 od njene trenutne pozicije. Dvije plesacice su u nuli na pocetku. Svaka
od njih ée napraviti n koraka. Za svaki i € {1,2,...,n} one naprave i-ti korak u isto vrijeme.
Takoder, one se moraju pridrzavati sljede¢ih pravila:

o Svaka plesacica mora zavrsiti u nuli;

e Ako su tokom plesa u istom poloZaju, onda se poljube (ovo ne ukljucuje poCetak i kraj
plesa);

o Koraci svake plesadice se boduju na sljedeé¢i nac¢in. Svaki desni korak se boduje onoliko
lijevih koraka koliko je plesacica do tada napravila, a svaki lijevi korak se boduje onoliko
desnih koraka koliko je plesacdica do tada napravila. Svaka plesacica mora plesati tako da
je zbir bodova njenih desnih koraka jednak zbiru bodova njenih lijevih koraka.

(a) Za koje n postoji tango?
(b) Dokazite da se u svakom tangu mora dogoditi poljubac.

Fibonaccijevi brojevi Fy, F1, Fs, ... definirani su induktivno s Fp =0, F} = 1, te Fj,41 = Fp,+Fph—1
za n > 1. Za dani prirodan broj n > 2, odredi najmanju mogucu kardinalnost skupa S cijelih
brojeva takvog da za svaki k = 2,3,...,n postoje z,y € S takvi da je £ —y = F}.

Dano nam je 4n kamencdiéa teZina 1,2,3,...,4n. Svaki kamenci¢ je obojen u jednu od n boja i
imamo toc¢no 4 kamencic¢a svake boje. Dokazite da kamenci¢e mozemo podijeliti na 2 hrpe tako
da budu istovremeno zadovoljena oba sljede¢a uvjeta:

o Ukupna tezina obje hrpe je jednaka.

e Svaka hrpa sadrzi po 2 kamendica svake boje.



Zadaci za samostalan rad

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Na Sahovskoj plo¢i 8 x 8 postavljeno je nekoliko Zetona tako da se u svakom redu i svakom stupcu
nalazi neparan broj Zetona. DokazZite da je na crnim poljima postavljen paran broj Zetona.

Neka je n > 2 prirodan broj. Jedini¢ni kvadrat je pomoéu 2(n — 1) pravaca, od kojih je n — 1
paralelno jednom paru stranica, a n — 1 drugom paru, podijeljen na n? pravokutnika. Dokazite
da je moguée odabrati 2n od ovih pravokutnika tako da, za svaka dva medu njima, jedan se
moze postaviti u dugi operacijama translacije i rotacije. Pri tome kazemo da je pravokutnik R
unutar pravokutnika Ro ako svaka tacka pravokutnika Rj leZi u unutraSnjosti ili na stranicama
pravokutnika Ro.

Ako je a1,as,...,a220 niz cijelih brojeva, koliko najvise podnizova oblika a;,a;t1,...,a;(1 <
i < j < 2020) moZe biti sa zbrojem ¢lanova 20217

Neka je n nenegativan cijeli broj. Na koliko nadina moZemo izabrati (n + 1)? skupova S;; C
{1,2,...,2n}, gdje su 4, j cijeli brojevi takvi da je 0 < 4,5 < n i vrijedi: za sve 0 < 4,5 < n, skup
S;; ima i+ j elemenata; i S; ; C Sk kad god 0<i<k<ni0<j<I<n.

Na pocetku igre madioni¢ar drzi oci zatvorene dok osoba iz publike bira prirodan broj n i
postavlja na sto 4n identi¢nih novéiéa u red, tako da 3n pokazuje glavu i n pokazuju pismo.
Zatim asistent ulazi u sobu i okreée m koji pokazuju glavu (tako da sada pokazuju pismo).
Tada asistent odlazi i madionicar koji nije vidio niSta do tada ulazi u prostoriju. Madionicarev
cilj je pogoditi koje novéiée je pomjerio asistent. Nadi najveéi moguéi m (u odnosu na n) za
koji madionicar i asistent mogu smisliti eksplicitnu strategiju tako da madionicar pogodi Sta zeli
neovisno o rasporedu novéica.

Dano je 3n razlicitih tocaka na jedini¢noj kruznici. Dokazite da medu duzinama ¢iji su krajevi
u ovim to¢kama postoji barem 3(7;) duljine manje jednake V2.

Nadite sve prirodne brojeve n za koje postoji particija skupa {1,2,...,3n} u n po parovima
disjunktnih podskupova oblika {a,b,c}, takvih da su brojevi b — a i ¢ — b razli¢iti brojevi iz
skupa {n —1,n,n + 1}.

a.) Imamo 2n + 1 (n > 2) baterija. Ne znamo koje od baterija rade, a koje ne, no znamo da
je broj baterija koje rade za 1 veéi od broja baterija koje ne rade. Lampa koristi dvije baterije

i radi samo ako su obje baterije ispravne. Koji je najmanji broj pokusaja potreban da nademo
par baterija takvih da lampa radi?

b.) Isti zadatak, samo $to sada imamo 2n (n > 2) baterija i imamo jednak broj baterija koje
rade i koje ne rade.

Neka su n i k cijeli brojevi takvi da je n > k > 1. Imamo 2n + 1 ucenika koji stoje u krugu.
Svaki ucenik S ima 2k susjeda - specificno, k ucenika najblizih njemu slijeva i k ucenika najblizih
njemu zdesna.

Pretpostavimo da su n+1 ucenika djevojcice, a ostalih n su djecaci. Dokazite da postoji djevojcica
koja ima barem k drugih djevojCica medu svojim susjedima.

Neka je n prirodan broj. Nordijski kvadrat je tablica n x n u ¢ija polja su upisani svi prirodni
brojevi od 1 do n? tako da svako polje sadrZi to¢no jedan broj. Dva polja smatramo susjednima,
ako imaju zajedniCku stranicu. Svako polje susjedno samo poljima koja sadrZze veée brojeve
nazivamo dol. Uspon je niz od jednog ili vise polja takav da vrijedi:

(i) prvo polje u nizu je dol,
(ii) svaka dva uzastopna polja u nizu su susjedna, i
(iii) brojevi upisani u polja u nizu su u rastuéem poretku.

Odredi, u ovisnosti o 7, najmanju moguéu vrijednost ukupnog broja uspona u nordijskom kva-
dratu.
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Dio

Hintovi s predavanja

136



Hintovi za prvu grupu

Al: Lucija Reli¢ - Jednadzbe

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

10.
11.
12.
13.
14.

® N oo b=

Koristite razliku kvadrata.

Koristite identitete iz uvoda.

ZapiSite brojeve kao n-1, n, n+1 i koristite identitete iz uvoda.
Postavite sustav jednadzbi.

Postavite sustav jednadzbi.

Izracunajte ry 4+ yz + =z i iskoristite identitet iz uvoda.

Uvrstite vrijednost ¢ u prvu jednadzbu i odredite moguée vrijednosti a.

Faktorizirajte izraz i izjednacite s 0.

Zbrojite jednadzbe.

Koristite identitete iz uvoda.

Zapisite u obliku bez razlomaka.

Dokazite da je jedino rjeSenje x1 = xo = ... = T1904.
Koristite identitete iz uvoda.

Pomnozite jednadzbe, dokazite da je x=y=z=1.
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C1: Patricija Dovijani¢ - Dirichletov princip

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

Laksi zadaci

1.

2
3
4,
5

Ljudi su kuglice, a datumi u godini su kutije.

. Carape su kuglice, a parovi su kutije.

. Pikule su kuglice, a boje su kutije.

Ljudi su kuglice, a horoskopski znakovi su kutije.

. Ljudi su kuglice, a mjeseci su kutije.

Umjereni zadaci

6.
1.

10.

11.
12,

13.
14,

Retci, stupci i dijagonale su kuglice, a moguce sume su kutije.

Postoji 8 nacina za obojati jedan stupac, a stupaca ima 9.

. Pazite na to da osoba koja se rukovala s 0 ljudi i osoba koja se rukovala s 499 ljudi ne mogu

postojati u isto vrijeme.

. Sli¢no kao prethodni zadatak.

Oduzmemo li dva broja s istim ostatkom pri dijeljenju s 19 dobijemo broj djeljiv s 19. Iskoristite
to da biste odredili Sto bi bile kutije.

Koliko ima parova prirodnih brojeva koji u sumi daju 1007

Koliko ima razli¢itih moguéih zbrojeva prirodnih brojeva od 1 do 100, a koliko ima moguéih
parova medu brojevima na ploci?

Sto bi se dogodilo u "najgorem slucaju"?

Kada sve poloviste duzine mozZe imati cjelobrojne koordinate u odnosu na parnosti koordinata
rubnih tocaka duZzine?

Tezi zadaci

15

16.
17.
18.
19.
20.
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1
6

Podijelite kvadrat na manje kvadratié¢e duljine stranice
Podijelite Sesterokut na 6 trokuta koje ¢ine njegove dijagonale.
Kojim znamenkama mogu zavrSavati potpuni kvadrati?

Na koliko nacina (razli¢itih od pocetnog) mozemo okrenuti stol?

Faktorizirajte izraz!

Vizualizirajte dane osobe kao totke u ravnini, a (ne)poznanstva medu njima kao duZine koje
spajaju te tocke. Ukoliko crvene duzine predstavljaju poznanstva, a plave nepoznanstva, tvrdnja
zadatka je ekvivalentna tome da postoji jednobojan trokut.



21. Promatrajte niz 1, 11, 111, 1111, ...

22. Promatrajte brojeve a1, ao, ..., aggs koji predstavljaju ukupan broj pojedenih kilograma ribe
zakljuéno s odgovarajuéim danom. Stoga vrijedi a; < a2 < ... < asgs. Da bismo dokazali trazenu
tvrdnju, dovoljno je dokazati da je jedan od brojeva ai,as,...,asss jednak jednom od brojeva

a1 +29,a2 +29,...,a3 + 29 (razmislite zasto).

23. Uocite da ako dozvolimo samo kretanje za jedno polje gore, dolje, lijevo ili desno, da su svaka
dva polja udaljena za maksimalno 11 koraka. Takoder, svakim korakom prelazimo u polje sa
susjednom stranicom, pa su razlike izmedu dva susjedna koraka maksimalno 4. PokusSajte iz
toga izvudéi zakljuCak za koliko se maksimalno mogu razlikovati dva broja na ploéi. (To mozete
i formalno objasniti tako da uvedete koordinatni sustav numeriranjem redaka i stupaca plo¢e P
brojevima 1, 2, ... , 7, te definirate udaljenost polja s koordinatama (¢, 7) i (k,[) kao vrijednost
|k =i+l —jl.)
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G1: Leon Krizani¢ - Angle chase

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1.

10.
11.
12,
13.
14.

15.
16.

17.
18.
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® ® N & 0 W

Ako je tetiva AB, a obodni kut u vrhu C, pogledajte $to se dogada ako je BC promjer, srediste
kruZnice unutar kuta ZAC B te srediste kruznice izvan kuta ZACB.

. Tetivni: Iskoristi ¢injenicu teorema 1.3 Tangencijalni- upisi kruznicu u cetverokut te oznaci

diralista kruznica sa stranicama cetverokuta

Koliki je zbroj kuteva u trokutu?

Iskoristi Talesov teorem o obodnom kutu.

Koristite Cinjenicu da je tangenta okomita na polumjer kruznice.

Povuci okomicu jedne tocke simetrale kuta na krakove kuta te uocite postoji li sukladni trokuti.
samo raspisati kuteve

Koristite Talesov teorem

Visina na stranicu BC je AP. Uoéiti sukladnost trokuta ABP i MBN.

|AP|=|BP|=1. Sli¢nost trokuta PAT i ABT, iz omjera stranica dobiva se trazena duljina.
Iskoristi K.SK poucak o sukladnosti

Promotrite trokut AOC.

Neka je F sjeciste AC i BD. Promatrajte trokut AED.

uvesti okomicu iz A na BC,X AY kolin, trazi tetivne Cetverokute (AHCY, AXBH, XMHY,
XMYZ)

uvesti poloviste AC, APDFE bi trebao biti tetivan, srednjica je paralelna stranici

uvesti okomicu iz A na BC,X AY kolin, trazi tetivne ¢etverokute (AHCY, AXBH, XMHY,
XMYZ)

uvesti poloviste AC, APDFE bi trebao biti tetivan, srednjica je paralelna stranici

centar upisane je sjeciSte simetrala kuteva, puno tetivnih Cetverokuta (BDMIF, CEIDN pa
ABKM, ACNK), <DMN i <MNDsu % i1



N1: lvan Premus - Djeljivosti

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. Primjer 1.2
2. Probaj preurediti brojnik tako da dio s n bude djeljiv s nazivnikom.
3. Koji je najmanji, a koji najveéi djelitelj broja?
4. Zapisi broj pomoéu potencija broja 101 9 | 10* — 1.
5. Kada je broj djeljiv sa 72(89)?
6. Raspisi pomoc¢u potencija broja 10, moZe se rjesiti bez pravila djeljivosti za 16.
7. Koje moguénosti za mjeru moze$ eliminirati zbog 3n + 27
8. Gaussova dosjetka za zbroj znamenaka.
9. M(n,n+1)=1
10. Kakva moze biti M(n — 1,n + 1)? Prisjeti se Euklidove leme.
11. Neki brojevi moraju davati ili iste ostatke pri dijeljenju ili takve da neke razlike budu parne.
12. Osnovna ideja: (k —1) | k™ — 1.
13. Koristi prvo svojstvo djeljiivosti.
14. Pretpostavi BSO da je m < n.
15. Promatraj a i b po parnosti.
16. Iskoristi osnovni teorem aritmetike za M i V.
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X1: Patricija Dovijani¢ - Logika, Sto je dokaz?

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1. ZapiSite tvrdnje u jednostavnijim oblicima: "Ne pijem i ne pusim i ne psujem", "Preumoran sam
ili je predavanje pretesko", "Broj jedan nije prost i broj jedan nije slozen".

2. Pronadite konkretne brojeve za koje ne vrijedi zadani izraz.

3. Pronadite konkretan broj za koji tvrdnja ne vrijedi.

4. Pronadite konkretan trokut koji nije jednakokracan.

5. Dokazite direktno koriste¢i poznate Cinjenice iz geometrije.

6. Dokazite direktno kao slican primjer iz uvoda.

7. Zapisite broj u obliku abcde i raspiSite po znamenkama.

8. Podijelite zadatak na slucajeve u ovisnosti o ostatku dijeljenja zadanog prirodnog broja s 3.

9. Za svaku od izjava posebno pretpostavite da je bas ona ta koja je istinita. Ako dobijete nesto
$to nema smisla, onda je ta tvrdnja sigurno lazna. Ponovite za sve tvrdnje i ona koja ne daje
kontradikciju je tocan odgovor.

10. Sli¢no kao u prethodnom zadatku.

11. Sli¢no kao u prethodnom zadatku.

12. ZapiSite te brojeve po znamenkama (kao u 6. zadatku) i ponovo pomoéu znamenaka zapiSite
kako izgleda taj zbroj. Pretpostavite da je taj zbroj kvadrat nekog prirodnog broja i pokusajte
dobiti kontradikciju.

13. Pretpostavite da ih ima kona¢no mnogo, tj. da postoji najveéi prosti broj, i pokusajte dobiti
kontradikciju.

14. Pretpostavite da postoje prirodni brojevi m i n za koje je neskrativ (bitno!) razlomak 7 jednak
v/2 i pokusajte dobiti kontradikciju.

15. Implikacija se negira tako da uzrok ostane nepromijenjen, posljedicu negiramo, a zatim te dvije
tvrdnje povezemo veznikom "i', "a" ili "ali". Obrat znaci da samo zamijenimo uzrok i posljedicu,
bez ikakvih negacija, i ne mora imati istu istinitosnu vrijednost kao pocetna implikacija.

16. Mozda ¢ete morati uvesti jos neke pojmove koji su se u polaznoj implikaciji podrazumijevali.

17. Tvrdnju zapiSite jednostavnije: "Ako je barem jedan od brojeva a i b djeljiv s ¢, onda je i njihov
umnozak ab djeljiv s c." Pazite da ste dobro napisali obrat! Obrat ne vrijedi, a to mozZete dokazati
tako da nadete kontraprimjer.

18. Dokazati mozete direktno, a obrat ne vrijedi (dokazite!).

19. Obrat vrijedi, samo razmislite kako biste to dokazali.

20. Nismo dokazali tvrdnju ekvivalentnu polaznoj.

21. Pazite na dijeljenje s nulom te da je npr. (—2)? = 22 = 4.

22. Treba rastaviti ekvivalenciju na dvije implikacije te dokazati svaku za sebe.
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23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.

Jedan smjer vrijedi - dokazite ga, a drugi ne - nadite kontraprimjer.

a) Pazite na dijeljenje s nulom.
b) Uvrstite rjeSenja u pocetnu jednadzbu i provjerite jesu li zaista rjeSenje.

Moze li drugi korijen biti negativan broj?

Pazite da u obratu po kontrapoziciji ne zaboravite zamijeniti uzrok i posljedicu i oboje negirati.
Prisjetite se znacenja svih navedenih pojmoval

Zapisite obrat po kontrapoziciji te ga dokaZite direktno. Odatle slijedi istinitost polazne tvrdnje.
Slicno kao prethodni zadatak.

Imajte na umu &injenicu da je (z + y)? = 22 + 2xy + y? za realne brojeve x i y.
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Hintovi za drugu grupu

A2: Mislav Brneti¢ - Uvod u nejednakosti

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1.

SO A S o

Pomnozite zadanu nejednakost s 2 te dokazite novodobivenu nejednakost pomoc¢u tvrdnje da je
kvadrat nenegativan ili koristite AG nejednakost.

Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.

Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane i iskoristite uvjet iz zadatka.
Pomnozite nejednakost sa v/z2 + 1 i zatim iskoristite AG nejednakost.

Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.

Ponovno primijenite AG nejednakost na, svaki faktor s lijeve strane.

Umjereni zadaci

1.

10.

11.
12,
13.
14.
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KA nejednakost
Primijenite ¢injenicu da je kvadrat broja nenegativan.
GH nejednakost

Primijenite AG nejednakost.

Koristite AG nejednakost na lijevoj strani kako biste dokazali da je zadani izraz vedi ili jednak
od nekog fiksnog broja.

. Supstituirajte izraze (a + b), (b + ¢), (c + a), primijenite zadatak 8..

1. hint

Primijetite da je zadana nejednakost ekvivalentna sa sljede¢om:

a? +b? _ (a+b)’
2 = 4

2. hint

Primijenite KA nejednakost.

Primijenite AG nejednakost na svaki par brojeva s lijeve strane i zbrojite te nejednakosti.
Primijenite AG nejednakost na (n + 1) brojeva.

Dodajte i oduzmite a s lijeve strane nejednakosti.

Primijetite da iz uvjeta zadatka vrijedi a? < a,b? < b,c? < c.



Tezi zadaci

15.

16.

17.

18.

19.

1. hint

Dokazite da je svaki od pribrojnika manji ili jednak 1.

2. hint

Primijenite AG nejednakost na dio nazivnika svakog pribrojnika.
1. hint

Raspisite xg — x, kao zg — 1+ 21 — 22 + ... + Tp1 — Ty

2. hint

Primijenite zadatak 8.

1. hint
Primijenite AG nejednakost na nazivnike razlomaka s lijeve strane.
2. hint

Primijenite KA nejednakost na tako dobivenu nejednakost.

1. hint
Koristite uvjet a + b+ ¢ = 1 u svakom nazivniku i primijenite AG nejednakost na cijeli nazivnik.
2. hint

Primijenite AH nejednakost na tako dobiveni rezultat.

Odredite formulu za volumen, primijenite sli¢nu ideju kao u 13. zadatku i primijenite AG nejed-
nakost.
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C2: Matej Vojvodic¢ - Invarijante

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
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Ovo ¢emo zajednickim snagama...

. Promatraj broj ¢asa koje su napunjene. Kako se mijenja parnost tog broja?

. Promatrajte svaku kutiju: koliko se kutija u njoj nalazi? Primijetite da se u kutiji koja ima dvije

kutije unutar sebe nalazi 2 + broj kutija unutar prve kutije + broj kutija unutar druge kutije.

. Pokusajte Sahovski obojati plocu. :)

. Medu prvih 1000 prirodnih brojeva postoji nesto vise od 180 prostih brojeva.

Postoji li niz od 1000 slozenih brojeva? Sto ako pokusate forsirati takav niz tako da je prvi broj
djeljiv s 2, drugi broj sa 3, tre¢i broj s 4...

Sto je uopée optimalna strategija?

. Koliko komada ¢okolade ima nakon svakog poteza? Koliko ih ima na pocetku, a koliko na kraju?
. Koliko hrpa Zetona ima? Koliko ih ima na pocetku, a koliko na kraju?

. Probajte igrati nekoliko igri. Tko je pobjednik?

Kako se rezultat mijenja ako se promijeni neki znak?

. Kako se mijenja broj jedinica/dvojka nakon svakog poteza?

. Kako parnost razlike ovisi o parnosti brojeva koje oduzimamo?

Promatrajte parnost broja brojeva nakon poteza.

Sto ako pozicije obojimo u tri boje? Onda éemo svaki potez promjeniti to¢no jednu Zivotinju
svake boje.

Probajte uzeti neki skup karata od kojih se samo jedna sigurno mijenja svaki potez.

Invarijante na plocama

Pokusajte obojati plocu tako da svaka plocica prekrije to¢no jedno obojano polje.

Pokusajte preko Sahovskog bojanja nesto zakljuciti o broju plocica koje trebate.

Kada bi pronasli neko bojanje koje razlikuje plocice, bilo bi lagano pokazati da nije moguce.
Kada god koristimo domine, isplati se promatrati sahovsko bojanje.

I kojeg reda skakaé sigurno ne moze sko¢iti u koji red? Sto bi onda mogli zakljuéiti potezima s
kojima ulazimo u te redove?



18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.

Neke trivijalne transformacije

Opisani proces relativno je slican kao da gledamo zbroj znamenaka. Kada jo$ gledamo zbroj
znamenaka?

Odgovori su: a) NE, b) DA, ¢) NE. Trebat éete koristiti razli¢ite invarijante za primjere pod a)
i c). Za primjer pod b) postoji nacin da se do petorke dode u to¢no dva poteza.

Promatrajte radije brojeve y; :== x; + 1
Kako se odnose koordinate todaka A4 i A’?

Zelimo na neki naéin oduvati skup boja, tj. $to god da je invarijanta mora jednako mijenjati
svaku boju.

3 4
Jeste li razmisljali o tome da je 0.6 = R a08= 5 Gdje jos$ Cesto susreemo brojeve 3,4,57

Sto se dogada s opsegom dijela zaraslog korovom nakon svake noé¢i?

Znate li neki algoritam u kojem se brojevi (z,y) zamjenjuju s (z — y,y)? Za Sto se koristi taj
algoritam?
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G2: Patricija Dovijani¢ - Tetivni cetverokuti

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

b

1. Prisjetite se teorema o obodnom i srediSnjem kutu. Kakav je trokut CSB?
2. Promotrite trokut AOC.

3.
4

Promotrite unutarnje kuteve tog cetverokuta.

. Prisjetite se Talesovog teorema o obodnom kutu nad promjerom. Takoder, pronadite dva tetivna

éetverokuta i iskoristite Sto vrijedi za njihove kuteve.

Za koji cetverokut znamo da je tetivan? Iskoristite da su obodni kutevi nad istim lukom jednaki.

. Koji kutevi moraju biti jednaki da bismo dokazali tvrdnju zadatka? Pronadite ih promatrajudéi

unutarnje i vanjske kutove dvaju tetivnih cCetverokuta.

Tezi zadaci

10.
11.
12,
13.

14,
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. Neka je H sjeciste pravaca AD i F'G. Koja dva Cetverokuta su tetivna? Promotrite trokut H DG.

. Zapravo treba dokazati /EFAD = /EBD. Kakav je trokut AOB? Uocite da na gotovo jednak

nacin mozemo rijesiti zadatak ako dokaZemo jednakost nekih drugih dvaju kuteva. Kojih?

. Promotrimo trokut CHB. SrediSte njemu opisane kruZnice upravo je poloviste stranice BC

(zasto?), oznacimo ga s P. Dakle, ekvivalentno je dokazati |PC| = |PH| = |PB]|.
Opisite kruznicu trokutu ABC'. Gdje se nalazi njezino srediste?

Ekvivalentno je dokazati /RSP = /MSP.

Spustite visinu na osnovicu i iskoristite svojstva teziSta i srednjice.

Promotrite kruznicu opisanu trokutu BMC'. Gdje se nalazi njezino srediSte? Pomoéi ¢e vam
sliéno razmisljanje kao u zadatku 10. Oznaéimo li s F sjeciste pravaca KM i AD, ekvivalentno
je dokazati da je ZDEM = 90° promatrajuéi trokut DEM.

Iskoristite da osnosimetri¢ne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leZe na opisanoj
kruZnici tog trokuta. Zapravo vam tetivni ¢etverokuti ne¢e pomoéi u ovom zadatku, ali odlucila
sam ga zadati kao poticaj da rijesite zadacu, jer je sluzbeno rjeSenje dugacko i puno ruzne
trigonometrije, a koriste¢i jednu od tvrdnji koju smo naveli na pocetku predavanja zadatak se
moze rijesiti vrlo jednostavno u par redaka.



N2: Paula Horvat - Kongruencije

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. Primjer.
2. Promotri prvih nekoliko potencija te uoci uzorak.
3. Promotri posebno parne, a posebno neparne brojeve.
4. Uoci da se ostatak pri djeljenju 7" ponavlja s periodom 4 pa povezi to s eksponentom.
5. 1=—6 (mod 7).
6. Promatraj djeljivosti s 2 i 3.
7. 22=8= —5 (mod 13)
8. Primjer.
9. Za sve proste brojeve p > 3 vrijedi p =1 (mod 6) ili p = —1 (mod 6). Proudi ta dva sluéaja.

-
(=}

11.

12,
13.
14.

15.

. Za bilo koji takav raspored mozemo pronaéi nenegativne cijele brojeve x1, x2, ..., Zogos takve da

je dobiveni broj jednak 1! - 107 + 22 . 1072 + ... + 20082008 . 10%2008, Na, primjer, za raspored
331122 = 2714, vrijedi 2714 = 33 - 102 + 11 - 10" + 22 - 10°.

Pokazi da suma znamenki broja n daje isti ostatak pri djeljenju s 3 kao i broj n. To iskoristi u
zadatku.

Promatrajte n modulo 10. O¢ito mora biti n™ = 3 (mod 3). Provjerite slucajeve.

Modulo 8.

Ako nademo neki k tako da bude 8" + 47 = 0 (mod k) pa bi onda imali da k dijeli p, Sto je
jedino moguée ako je k = p (odnosno, dobijemo samo jedan sluéaj za provjerit!). Dakle, ideja
je da nademo viSe razli¢itih modula k za koje ée (pod odredenim uvjetima) vrijediti prethodna
relacija, i ako nademo dovoljno takvih modula, gotovi smo. Idite redom po modulima koje smo
prolazili (npr. 3,4,5,7,9,11,13,...) i vidite §to moZete zakljuéiti o n u tim slucajevima.

Uoc¢imo da je 73=72+1,9=8+1te 17 =16 + 1 pa gledamo modulo 8.
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X2: Lucija Reli¢ - Indukcija

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. klasi¢na indukcija, u koraku krenuti od pretpostavke i graditi dalje
2. klasi¢na indukcija, u koraku krenuti od onoga o ¢emu Zelimo znati nesto vise
3. klasi¢na indukcija
4. klasi¢na indukcija
5. RjeSenje koje se moZe naslutiti na malim primjerima (;;}7) moZe se pokazati indukcijom.
6. S koliko dijagonala doprinosi vrh koji je u odnosu na pretpostavku dodan u koraku?
7. U koraku (za n+ 1) promatrajte n pravaca i s koliko sjeciSta doprinese taj zadnji dodani pravac.
8. U koraku (za n + 1) promatrajte n kruznica i $to se desi kad dodamo tu zadnju kruznicu.
9. Koliko ima trazenih podskupova koji ne sadrze element n + 1?7 Kako mozemo dodati taj zadnji
element?
10. Izbor markica moze sadrzavati barem jednu vrijednosti 5 kn ili mogu sve biti vrijednosti 3 kn.
11. Plo¢a 2"t x 2"t sastoji se od 4 ploce 2" x 2". Kako mozete poplodati sredinu velike ploce?
12. Proudite zadatak 8.
13. indukcija s korakom 3
14. klasiéna indukcija
15. Provjerite Sto se dogada na malim primjerima.
16. Provedite indukciju po broju automobila. Mora li postojati automobil koji moZe doéi do prvog
sljedeceg?
17. Promotrimo igraéa s najviSe pobjeda. Njega Zelimo staviti na ¢elo kolone.
18. Napravite korake iz n u 2n pa iz nun — 1.
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Hintovi za trecu grupu

A3: Mateo Duiji¢ - Teleskopiranje

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

Laksi zadaci
1. Izvuci jedinicu iz svakog razlomka i napiSi ostatak kao razliku dva razlomka.
2. Racionaliziraj sve razlomke.

3. Preoblikuj svaki ¢lan u umnosku tako da koristi§ formulu za razliku kvadrata.

4. Zapisi svaki razlomak kao razliku dva razlomka.

Umjereni zadaci

Iskoristi formulu za razliku kvadrata i zapisi svaki razlomak kao razliku dva razlomka.
Rastavite izraz xg — z,, te primijenite AG nejednakost.
Pomnozi i podijeli izraz s 1 — .

Pomnozi i podijeli izraz s 1 — .

© ® N o o

Zapisi opéi ¢lan sume kao razliku dva sli¢na izraza.
10. Zapisi opéi ¢lan sume kao razliku dva sli¢na izraza.
11. Zapisi svaki razlomak kao zbroj (ili razliku) tri jednostavnija razlomka.

12. Izrazi a, samo preko a,_1, ispiSi par ¢lanova niza i uodi pravilnost te ju dokaZi matematickom
indukcijom. (ovaj zadatak nema puno veze s teleskopiranjem)

13. Faktoriziraj nazivnik i prikazi razlomak kao razliku dva razlomka.

Tezi zadaci
14. Ogradi svaki razlomak odozgo s izrazom koji ¢e se modi teleskopirati.
15. Izrazi svaki razlomak kao razliku dva sli¢na razlomka.
16. Izrazi svaki razlomak kao razliku dva sli¢na razlomka.

17. Faktoriziraj svaki ¢lan Sto je vise mogude.
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C3: Andrija Tomorad - Bojanja i poplocavanja

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1.

Uodi da 4 polja sudjeluju u potezu, kao i u uvodnim zadacima, pokusaj iskoristiti da . Moze se
rijesiti i s dvije boje

. Sahovsko bojanje; §to se dogada s brojem Zetona na poljima.

. Sli¢no prvom zadatku, oboji tako da sva polja koja sudjeluju u potezu budu razli¢ite boje. Koliko

boja? Sto se dogade s brojem Zetona na poljima odredenih boja?

. Za konstrukciju ée posluziti indukcija. Za N = 3 promatraj koja polja ti ostanu nepokrivena (i

zasto)?

. Bojanje u dvije boje i invarijanta

. Uodi da ima paran broj polja pa je drugom igrac¢u dovoljno "prezivjeti" svih 32 poteza. Obojimo

plocu u 32 boje, tj. povezimo polja u parove.

Tezi zadaci

~

10.

11.
12,

13.
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Koji brojevi ¢e se najvise pojavljivati? 2 x 2 oplocavanje.

. Princip ekstrema i Sahovsko bojanje. (Opéenito, ako se spominje parnost/neparnost, dobro je

pokusati 8ahovskim bojanjem. Cak i ako ne prolazi, ne ée se puno vremena potrositi na to)

. Sahovsko bojanje ée biti nuzno, ali ne dovoljno. Postoji li jo§ neko (pola-pola) bojanje tako da

¢e skakac trebati uvijek skakati iz jedne boje u drugu?

Bojanje s dvije boje olaksava, ali mozZe se i bez toga. Pokusaj garantirati izlazke Sto veceg broja
automobila odjednom.

invarijante i Sahovsko bojanje

Intuitivno je bojati s 1, 2, 3, 4, 5... Ne ¢u otkriti previse, ali bojanje nije isto kao u 1. zadatku
jer se to ne slaze dobro s uvjetom uklanjanja bilo kojih polja u zadnjem stupcu, niti je zaklju¢ak
u vezi broja pokrivenih polja svake boje (to se ne slaze dobro s plusevima). Kako zaobiéi te
probleme?

Sli¢no kao u proslom zadatku, uvjet dva nestala polja u istom stupcu/retku daje ideju za nacin
bojanja. Ima i sli¢nosti s 2. uvodnim zadatkom...



G3: Nika Utrobici¢ - Klasicne konfiguracije

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1.

10.

11.
12,

Uvedite tocku S, presjek simetrale kuta sa opisanom kruZnicom te dokaZite da ona leZi na
simetrali odgovarajuce stranice.

. Nadite povrsine trokuta AAIC, ABIA i ACIB.
. Spojite srediste kruznice sa diraliStem tangente. Kakav je odnos tog polumjera i tangente?

. Prisjetite se da je srediSte upisane, odnosno, pripisane kruznice sjeciSte simetrale unutarnjih,

odnosno, vanjskih kuteva. Cinjenicu da je DA = DC imate iz prvog zadatka. Angle chase!

. Neka je H' preslika tocke H preko stranice BC. Dovoljno je dokazati da je éetverokut BACH'

tetivan.

Neka je H” preslika tocke H preko polovista stranice BC. Opet, dovoljno je dokazati da je
Cetverokut BACH" tetivan.

. Neka simetrala kuta pri vrhu A sijede duzinu BC u todki D. Odredite povrsine trokuta ABAD

i ADAC na dva razli¢ita nacina!

. Iskoristimo teorem 1.3. Neka je P’ preslika to¢ke H preko polovista duzine BC i Zelimo pokazati

da je totka O na pravcu AP’ (uolimo da to onda povladi da je tocka P’ jednaka presjeku
pravaca AO i HM, odnosno, P’ = P). Tocka O je na pravcu AP’ ako i samo ako je AP’
promjer. Iskoristite Talesov teorem!

. U prethodnom zadatku, moZemo vidjeti da je MO srednjica u trokutu AAH P, odnosno, AH =

2-OM. Takoder, poznato je da je AT = 2-TM. Zasto to povladi da je HT =2-TO i dasu H,
T i O kolinearne?

. Zadatak se moze rijeSiti na viSe nacina. Prvo, neka su D, F i F noziSta visina iz A, B i C, neka

su M, N i P polovista stranica BC, CA i AB, redom te neka su A’, B’ i C’ polovista duZina
AH, BH i CH.

Prvi naéin je da uocimo razne tetivne Cetverokute koje imamo i radimo angle chasing, npr.
Cetverokuti BFEC i AFHE su tetivni. Razmislite gdje su srediSta kruznica opisanih tim cetve-
rokutima i provedite angle chasing.

Alternativni nacin je preko potencije tocke, odnosno, koristimo obrat potencije tocke. Razmislite
odakle sve mozete gledati potenciju tocke. Najteze je dokazati da su tocke A’, B’ i C' na toj
kruZnici, no, za te tocke, uvedite preslike ortocentra preko stranica!

Zadatak ima Cetiri dijela pa slijede Cetiri hinta:

o Iskoristite ¢injenicu da je udaljenost izmedu tocke i diralista tangenti jednaka za obje tan-
gente.

o Promotrite homotetiju koja Salje upisanu u pripisanu kruznicu.
¢ Promotrite homotetiju koja Salje upisanu u pripisanu kruznicu.

o Sto je KI u trokutu ADD'K? Sto je KP u trokutu ANAK, gdje je N noziste visine iz
A? Analogno i za drugu kolinearnost.

Obodni i sredi$nji kut!

Iskoristite Talesov teorem i tetivne éetverokute!
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13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.
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Oznadimo s M poloviste stranice AB. Ako ste upoznati sa Simpsonovim pravcem, pokusajte
prepoznati tu konfiguraciju, gdje ¢e S, R i M biti ta nozista visina i onda ¢e kolinearnost
slijediti iz postojanja Simpsonovog pravca.

Ako niste upoznati sa Simpsonovim pravcem, pokuSajte naéi $to viSe tetivnih éetverokuta, pri
¢emu ih moZete dobivati iz okomitosti danih u zadatku.

Uvedimo tocke F' i G kao noziSta visina iz I; i I» na BC. Dokazite da je DF = GE. Mozete li
naéi neke sliéne trokute?

Recimo da je AB+ AC = 2BC, odnosno, da je stranica nasuprot BC srednja po duljini. Dakle,
trebamo dokazati da je GI || BC. Uo¢imo da to vrijedi ako i samo ako su totke G i I jednako
udaljene od BC.

Dodajmo to¢ku D koja je poloviste luka BC koji ne sadrzi vrh A. Uoéimo da je OD = OA. Sto
nam uvjeti /BAC = 60° ili AH = AO govore o tocki D?

Pronadite tetivni ¢etverokut.
Pronadite tetivni ¢etverokut.

Prvo, uoéimo da je kruznica k pripisana kruZnica nasuprot vrha A trokuta AABC. Umjesto da
dokazujemo da se BP i CQ sijeku u srediStu kruZnice, uvedimo tocke P’ i Q' definirane kao
presjek simetrale vanjskih kuteva pri vrhovima B i C' s pravcem LM. Onda nam je dovoljno
dokazati da P’ i Q' leZe na kruznici s promjerom BC. Pronadite tetivne Getverokute!

Prvo, dokazite da je Cetverokut (CHBGQG) tetivan. Uvedimo X = HINAC iY = (CHBG)NAC.
Cemu je jednako HY?



N3: Laura Horvat - Mali Fermatov teorem i kvadratni ostatci za
male brojeve

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

Zadaci za MFT

1

2
3
4
5.
6
7
8

Klasi¢éni MFT.

. Gledaj ostatke pri dijeljenju s 3 i 11.
. Ostatak pri dijeljenju sa 7. Ostatak pri dijeljenju eksponenta sa 6 (MFT).

. Kombiniraj MFT i uvjete zadatka.

Primijeni binomni poucak i promatraj koeficijente.

. Za p > 3 n = p — 2. Provjeri mnozenjem izraza sa 6.
. Promatraj ostatke koje potencije broja 2 daju pri dijeljenju sa 17. Primijeti periodi¢nost.

. Gledaj sustav (mod 19) kako bi ograni¢io moguénosti za z°. Zbroji jednadzbe, napisi u obliku

potpunog kvadrata u varijablama z i y.

Zadaci za kvadratne ostatke

9.
10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju sa 7.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju s 3.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju s 11.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju s 3,4, 5. Pitagorin poucak.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju s 3 i 4.

Ograni¢i moguénosti za y. Kvadratni ostatci pri dijeljenju s 9.

Kvadratni ostatci pri dijeljenju sa 4 i s 3 ovisno o vrijednostima prostih brojeva.
Zbroji jednadzbe. Kvadratni ostatci pri dijeljenju sa 7.

N = 22 = 100ab + cd = 301cd + 100 = 10 (mod 7 - 43).
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X3: Luka Buli¢ Braculj - Princip ekstrema

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
Laksi zadaci

1. Promatrajte najmanji broj napisan na pravcu.

2. Imamo viSe dijelova:
(a) Promatrajte najkra¢u udaljenost izmedu neke dvije osobe.
(b) Promatrajte najdulju stranicu u poligonu.
(c) Radite indukciju, uolite da je baza dana u (a) dijelu.
)

(d) Pretpostavite da je u osobu A pucalo barem Sest osoba, Ay, ..., Ag. Koliko iznosi najmanji
kut medu kutevima ZA;AA; 1 za i =1,2,...,6? Sto to znadi za udaljenosti?

3. Ako je tocCaka konacno mnogo, postoji par tocaka takva da je udaljenost medu njima najveéa
medu svim parovima.

Umjereni zadaci

4. Promatrajte put od 1 do n2.

5. Medu svim rasporedima parova (bunar, farma), promatrajte onaj koji ima najmanju ukupnu
udaljenost cesta.

6. Promatrajte trokut maksimalne povrsine.

7. Medu svim rasporedima u dva doma, promatrajte onaj u kojem je broj ukupnih neprijateljstava
unutar domova najmanji.

8. Ako je skup
S ={(z,y,2,u) € N*: 2% + ? = 3(2 + u?)}

neprazan, postoji rjeSenje za koje je 2 4+ y? minimalno.

Tezi zadaci

9. Sto se dogodi ako izbacite najveéi broj?

10. Ako sve toc¢ke nisu na jednome pravcu, medu svim parovima (p, L) gdje je p tocka, a L pravac
koji ne sadrzi p, postoji par za koji je udaljenost izmedu tocke i pravca najmanja. Razmotrite
taj par.

11. Promotrite najveéu dijagonalu.
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Hintovi za Cetvrtu grupu

A4: Nika Utrobici¢ - KAGH+CSB

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. AGnazxi %
2. Prebacite —4a* na desnu stranu nejednakosti pa AG.
3. Pomnozite sve sa 2 — 3 puta primijenite AG i zbrojite dobivene nejednakosti.
4. AG na 22192
5. Pomnozite sve sa 2 i vise puta primijenite AG.
6. AG na svaki od faktora s lijeve strane
7. AG na lijevu stranu pa ponovno na { i g.
8. Mogete li dokazati p> +p+1>3pig®>+q+1>3q?
9. ab® + ab = ab(a? + b?), uodite da je ab geometrijska sredina brojeva a? i b2, primijenite AG dva
puta.
10. Primijenite prethodni zadatak.
11. Dodajte 2(a + b+ ¢) na obje strane i viSe puta primijenite AG.
1 1 1 U
12. AGna{1,14+—,14+—,...,14+ — > (sve skupa n + 1 varijabli)
n n n
13. Kvadrirati i raspisati.
14. Podijeli s abc i Engel forma.
15. Uvjet jednakosti CSB - a.
16. Trik s jedinicom.
17. Trik s jedinicom da svedemo na oblik s a + b+ c.
18. Lijeva strana je zapravo
z + 3+z3+2(i+ ! +i)
Yy T S
Takoder, ocito je
1
e = 3%,
Y Yy
MozZemo li nekako namjestiti ovo?
19. NapiSite lijevu stranu izraza kao sumu kvadrata i onda primijenite KA nejednakost.
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20.
21.

22.

23.
24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Iskoristite  + 1 > 222 i y3 +y > 292

P> /|CE|-|CDIr.

Sto jos treba vrijediti da bi rijesili zadatak? Zasto to vrijedi?

Dokazite da je

Uvjet je ekvivalentan s ab + bc + ca = abc. Cemu je onda jednako (a — 1)(b— 1)(c — 1)? Koja je
to sredina, a koja sredina je uvjet?

Oznadite stranice sa a i b. Cemu je ekvivalentna nejednakost? Mozete li namjestiti na AG?

Grupirajte izraz malo drugadije i iskoristite uvjet. Takoder, iz uvjeta moZete dobiti ogradu oblika
abc > ¢, gdje je ¢ neka konstanta!

Razmnozite sve i drugacije grupirajte.

RaspiSite sumande s lijeve strane malo drugadije i onda iskoristite uvjet i A — G u nazivniku
(a+bc<ala+b+c)+bc=(a+b)(a+c)).

Sumandi na lijevoj strani se mogu srediti u

a* + 3ab® ab?

Bro T B

S obzirom da trebamo dobiti < u nejednakosti, mozemo dokazati da je nazivnik > nesto. Nadite
to nesto!

Opet, Cinjenica da dokazujemo < govori da trebamo raditi neSto s nazivnikom. Iskoristite uvjet,
sli¢cno kao u 26. zadatku.

Dodajte neke izraze na obje strane nejednakosti da je ucinite "simetricnijom", ali i da dobijete
neke izrazre na koje mozete lagano primijeniti AG.

Izludite \/uvw, primijenite CSB na v/u + /v + vw, a AG na \/uvw (Zelite dobiti
izrazl > Vu + Vv + Vw, izraz2 > Vuovw,

gdje su izrazl i izraz2 nekako povezani s u + v + w.

Ako dokazete da je LHS > RHS ili RHS > LHS, jedino moguce rjeSenje sustava je ono koje
zadovoljava uvjet jednakosti nejednakosti koju ste iskoristili.



C4: Mislav Brnetic¢ - Igre

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

®

N o L=

Prisjetite se primjera 1.

Pokusajte igrati igru s manjim primjerima.

Moze li neki igra¢ oponasati poteze drugog igraca (simetrija)?

Pokusajte igrati igru s malim primjerima te tako naslutite rjesenje i dokazite ga indukcijom.
Moze li neki igra¢ oponasati poteze drugog igraca?

Pretpostavite da drugi igra¢ moze osigurati nerijeSen ishod ili pobjedu pa dokazite suprotno.

Tko od igraca i na koji na¢in moze osigurati da postoji dostupno neposje¢eno polje nakon svakog
poteza? Smislite strategiju kojom biste to osigurali.

Sli¢no kao u 6. zadatku, pretpostavite da prvi igra¢ uvijek gubi te dokazite suprotno.

. Obojajte crvenom bojom polja na dijagonali. Zasto nije moguée obojati manje polja crvenom

bojom?

Tezi zadaci

10

11.

12,

13.

14,

Dokazite da Lazo ima pobjednicku strategiju te odredite tu strategiju. Primijenite ideju kao u
7. zadatku.

Primijetite da su dva uzastopna broja sigurno relativno prosta, kao i da dva parna broja sigurno
nisu relativno prosta te iskoristite tu ideju (rjeSenje e se razlikovati za paran i neparan n).

Dokazite da, ako se na pocetku najveéi broj ponavlja paran broj puta, tada ¢e se i nakon svakog
poteza takoder ponavljati paran broj puta (Zasto je to dovoljno?).

Pokusajte naslutiti rjeSenje na malim primjerima te zatim pronadite Sto jednostavnije strategije
koje funkcioniraju opcenito.

Na malim primjerima naslutite koji n su rjeSenje te induktivnim zakljuccima to i dokazite (ti
induktivni zakljuéci neée biti bas standardni).
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G4: Bernard Inkret - Nadodavanje i uvodenje tocaka

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

Osnovne konfiguracije

1.
2.

6.

Uvedite tocku K na AC takvu da je Z/CBK = ZABD.

Ako je Cetverokut tetivan, u kojoj tocki se sijeku te okomice? Ako se okomice sijeku u jednoj
tocki, nadite obodne kuteve.

. Neka je M sjeciSte pravaca XY i AB. Potencija tocke!
. Nadite tetivne éetverokute. Angle chasing!

. Prvo, zasto je svejedno spustimo li okomicu na AB ili AC? Ako je D noZiste visine iz M na AC,

uvedite to¢ku A’ na produzetku pravca AC preko vrha C takvu da je AA’ = 2AD. Sto trebamo
dokazati?

Dokazite da tocka M lezi na opisanoj kruznici trokuta AABC. Angle chasing!

Zadaci s uvodenjem tocaka

[£
8.
9.
10.
11.
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Uvedite tocku F, noZiste visine iz P na BC. Mozete li naéi neke tetivne etverokute?
Uvedite tocku @, presjek pravca AM s opisanom kruZnicom trokuta AABC.
Uvedite tocku D’ na produZetku pravca BC preko vrha C takvu da je CD' = CD.
Uvedite tocku D na produZetku pravca AB preko vrha A takvu da je AD = AC.

Uvedite tocku N, drugo sjeciSte kruznica opisanih trokutima ABMX i ACMY.



N4: Luka Buli¢ Braculj - Ako potenciramo mod n onda se ostatci
periodicno ponavljaju

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1. 3100 + 5100 — 36~16 . 34 + 56-16 . 54
Koristeéi mali Fermatov teorem moZemo odrediti 3616 i 5616 (mod 7)

2. 33 nije prost broj, tako da za njega ne vrijedi mali Fermatov teorem. MoZemo ili odvojeno
promatrati mod 3 i mod 11 ili izracunati ¢(33) te iskoristiti Eulerov teorem.

3. Odredivanje posljednje znamenke ekvivalento je pronalasku ostatka modulo 10. Buduéi da je
©(10) = 4, trebamo odrediti 77 (mod 4).

4. Kako bismo upotrijebili mali Fermatov teorem, trebamo odrediti a,—; (mod ¢)(7), a znamo da
je ©(7) = 6. Za pocéetak nam moze pomodéi promotriti ostatak modulo 6 prvih nekoliko ¢lanova
niza.

5. Odredivanje posljednje tri znamenke ekvivalentno je pronalasku ostatka modulo 1000, a u tom
slucaju 2005 postaje ekvivalentan 5.

6. MoZemo iskoristiti mali Fermatov teorem kako bismo pronasli ostatak od 297 modulo p.

7. Zanima nas ostatak od 22" modulo 19 za §to nam je korisno promotriti ostatak od 26k+2
modulo ¢(19) = 18. (Ako nije jasno zasto, promotrite Primjer 1.1).

Sad nas zanima ostatak od 26¥+2 modulo 18 za $to nam je korisno promotriti ostatak od 6k + 2
modulo ¢(18).

8. Kako je 1001 = 7- 11 - 13, ako 1001 dijeli 107 — 10%, onda dijeli i 10(j — i) — 1, iz Cega slijedi da
ord1001(10) dijeli j — 1.

9. Ako je p prost, moZemo se posluziti malim Fermatovim teoremom.

10. Za neki prosti ¢ koji dijeli 2P — 1, promotrimo ord,(2).

11. PokuSajmo namjestiti neke izraze koji su kongruentni 1 (mod m) te onda iskoristiti da orderi
dijele te izraze (Teorem 1.4).

12. Bududi da je 1989 = 32-13-17, dovoljno je dokazati da je " =" (mod m) zam =9,13,17.

13. Pokusajmo nadéi izraze za koje Teorem 1.4 postane traZeni izraz.

14. Za proste, primijenimo mali Fermatov teorem. Primijetimo da 3 i 9 funkcioniraju.

15. Pretpostavimo da postoji n koji dijeli 2 — 1 te promotrimo najmanji prosti faktor od n.

16. Dovoljno je provjeriti koji prosti brojevi ne dijele niti jedan ¢lan niza.
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X4: Boris Stankovi¢ - Uvod u funkcijske jednadzbe

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
Laksi zadaci

Stavimo li y = 0 vidimo da je potrebno naéi vrijednosrt f(0) da bismo zavrsili zadatak.
y=20

Funkcija je injekcija. Promotri skup nultocaka funkcije.

Desna strana jednakosti je simetri¢na po z,y.

Neki broj se mora slikati u 1. Moze 1i to biti neki broj veci od 1?7

f(1) = 1. Kako osigurati da m + n ima jako malo faktora?

Namjestiti da je ged(m,n) = n.

Funkcija je injekcija. Dokazati f(1) = 1. Nastaviti nesto sli¢no kao u 5. zadatku.

® ® N o o0 & w b=

RjeSenja su sve funkcije oblika f(z) = 22 + ¢ pa nemojte probavati naéi taénu vrijednost f(0)
ili tako nedeg. Iskoristi da lako mozemo dobiti da postoji t takvo da je f(t) = t> + £(0).

Dva zadatka vezana za razumijevanje funkcija

10. Eventualno periodi¢na funkcija je ogranic¢ena.

11. Za dokaz egzistencije u takvo da je f(u) = 1. Za dokaz jedinstvenosti uporedi pocetni uvjet s
ovim drugim.

Dvije cuvene funkcijske jednadzbe

12. Cauchyeva funkcijska jednadZba
Za, prva dva slucaja indukcija. Koristi da ako je a = %’ racionalan tada je q- a cijeli broj. Za treéi
slucaj primjeti da je f rastuda, koristi da znamo koliko je f u racionalnim tockama i da izmedu
svaka dva realna broja postoji racionalan broj.

13. Jensenova funkcijske jednadzba

Rjesenje su svi polinomi prvog stupnja. Odgovaraju¢om supstitucijom svedi ovu jednadzbu na
Cauchyevu.

Olimpijski zadaci

14. Ovaj zadatak se moze uraditi na 4 razli¢ita na¢ina. Dajem hintove za sva 4 rjeSenja:
 ako pronademo f(1) gotovi smo indukcijom
« promatraj funkciju g(n) takvu da je f(n) = g(n)?
e nadi "formulu" za f(n), izvuci informaciju iz toga $to je taj neki izraz kvadrat za sve n

¢ mnakon $to nades "formulu" za f(n) promotri f(p) gdje je p prost broj

15. Uvrsti y tako da izjednaci§ argumente pod f-om na lijevoj i desnoj strani jednadZbe.
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16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,
25.

Nadi f(1), £(0). Dobij da je funkcija involucija.
Desna strana je simetriéna po a i b. Pokazi da je f(x + 1) — f(z) konstantno.

Zadatak se moZe rijesiti na dva nacina. Jedan je da nademo f(p) gdje je p prost broj, a drugi je
indukcija.

Iskoristi da postoji t takvo da f(t) = 0. Dokazi da ako postoji u # 0 takvo da f(u) = 0 onda je
f(z) = 0 za sve z. Pripazi na pointwise trap.

Lako se dobije f(0) = 0. Promotri P(1,y). Sta moZemo reéi o funkciji f ako je f(1) = 0, a $ta
ako je f(1) #0?

Lako je dokazati f(2%%) = 22%, Iz multiplikativnosti je onda dovoljno naéi f((2k + 1)2). Kako
zapisati (2k + 1)? u pogodnom obliku?

I rjeSenje: Iz uvjeta dobijamo da je f strogo rastuca, pa je f(n) > n za svaki prirodan broj.
Nastaviti razmisljati u pravcu nalaZenja ograda za f.

IT rjeSenje: Dokazi f(1) =1, f(2) = 2. Promotri f(3), f(4).

Lako je napraviti uvrstavanja iz kojih ¢e nam slijediti da je dovoljno da pokazemo da je f injekcija
da bismo imali f(n) = n. Ako f nije injektivna pokazi da je periodi¢na. Kada je jedino mogudée
da f bude periodi¢na?

Ako je f(0) # 0 lako je dokazati da je funkcija konstantna. Sta ako je f(0) = 0?

f(1) +1 je fiksna tacka funkcije, tj. za t = f(1) +1 je f(t) = t. Sta ako je t # 0, a $ta ako t = 0?7
Ne zaboravi da se svaki racionalan broj moze napisati u obliku g gdje su p,q € Z.
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Hintovi za petu grupu

A5: Vedran Cifrek - Polinomi

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

Laksi zadaci

=l A =

koristimo vietove formule za a,—1 i ap—2
zapiSemo P(x) preko definicije i pogledamo koefijente uz najveée potencije
promotrimo kako P(1) izgleda preko nultoéaka i preko koeficijenata

promotrimo novi polinom @Q(z) definiran s Q(z) = (z + 1)P(z) —zVz € R

Tezi zadaci

5. Teorem o jednakosti polinoma kaZe da obje strane imaju iste koeficijente pa su obje strane
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jednake za sve kompleksne brojeve.

Dokazi: ako P(z) ima kompleksnu nultocku apsolutne vrijednosti veée od 1, onda je nul-polinom.

. za smjer kada se P nalazi u nizu: indukcija

drugi smjer: Zelimo dobiti polinom Q(z) manjeg stupnja od P(x) za koji vrijedi ista tvrdnja
(Q(x? +1) = (Q(x))? + 1) te koji bi zadovoljavao tvrdnju da je P(x) sljedeéi ¢lan niza nakon Q.
Ako je P(z) paran polinom (P(z) = P(—z) Vz € R) tada postoji polinom R(z) takav da je
P(z) = R(z?) Vz € R.

. Analizom nultocaka obje strane dobivamo da zapravo trebamo pronaéi sve moguée konaCne
nizove brojeva oblika k € N, a1, as, . ..,a takve da vrijedi a1 1 =1—a,2Vn e {1,2,...,k—1}
i ap = aj.

dalje trebamo promatrati za koje ¢lanove niza a; je sljedeéi ¢lan strogo vedi/strogo manji



C5: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. Oznacite broj Sahista s x, a broj penzionera s y i zapiSite uvjet zadatka u jednadzbu.
2. a) Slijeve strane je broj nacdina za odabrati k u¢enika medu njih n. Kako moZemo interpretirati

desnu stranu?

b) S lijeve strane je broj nadina za odabrati k ufenika medu njih n + 1, a na desnoj strani
Zelimo isto brojanje nekako podijeliti na 2 slucaja.

c¢) Prebrojavanja na obe strane koriste sli¢nu ideju "izolacije pojedinca" kao i prebrojavanje
na desnoj strani u (b) dijelu.

d) Razmislite koje sve izbore momeéadi medu n uenika prebrojavamo na lijevoj strani.
3. Prebrojite ukupan broj parova uéenika koji ¢iste ucionicu zajedno.

4. a) Iskoristite tvrdnu u zadatku 2.a).

b) Lijevu stranu moZemo interpretirati kao da medu n ucenika biramo m-¢lanu momdéad, a
zatim r ¢lanova momdadi koji zapoéinju utakmicu. Sto brojimo na desnoj strani?

c¢) Na desnoj strani brojimo odabire r-¢anog podskupa skupa od m + n elemenata. Na lijevoj
strani podijelimo prvo skup na dva dijela m-¢lani i n-¢lani podskup.

d) Pogledaj 2.c) zadatak.
5. Pogledaj ideju u 5.b) zadatku.
6. Prebrojimo ukupan broj parova kuSacéa koji su kusali neko vino. Ne zaboravite konstrukciju za

n koji mislite da je rjesenje!

Malo tezi zadaci

7. Pretpostavi suprotno i napravi incidencijsku matricu s 6 redaka, svaki predstavlja zadatak, i s
200 stupaca, svaki predstavlja ucenika. Upisimo u matricu 1 ako ucenik u tom stupcu nije rijesio
zadatak u tom retku. Sada brojimo na dva nacina skup parova jedinica koje se nalaze u istom
retku.

8. Razmislite zasto se py mnoZi ba$ s k. Sli¢na je ideja kao u 2.c) zadatku.

9. Prebrojite ukupan broj parova polja iste boje koji dijele redak/stupac.

Teski zadaci

10. Napravi incidencijsku matricu s b redaka, svaki predstavlja jednog sudca i a stupaca, svaki je
jedan natjecatelj. Upisujemo 1 u na mjesto (i,j) ako je i-ti sudac ocijenio j-tog natjecatelja s
prosao, a u suprotnom upisujemo 0. Sada brojimo na dva nacina skup parova unosa u istom
stupcu koji su oba ili 1 ili 0.

11. Napravi tablicu 19 x 13 u kojoj redovi oznacavaju cjelobrojne tocke 1,...,19, a stupci tih 13
intervala, pri éemu na presjeku i-tog retka i j-tog stupca u tablicu upisujemo 1 ako je i € I;, u
suprotnom upisujemo 0.
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G5: Luka Kraljevi¢ - Homotetija

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1. Ako postoji homotetija, direktno iz svojstava homotetije dobivate paralelnosti. Ako vrijede ove

paralelnosti, promotrite homotetiju koja Salje AB u DF i razmislite gdje se slika tocka C.
Razmislite zaSto ta homotetija postoji.

. Promotrite homotetiju iz O.

. Iskoristite lemmu da preslike ortocentra preko polovista stranice i noZiSta visine leZe na kruznici

ABC. Pokusajte nac¢i neku homotetiju iz H.

. S obzirom na simetriju zadatka, dovoljno je dokazat da je bilo koja od ovih 6 kruZnica jednaka

kruznici H,HyH.. Znamo da je H,HyH. kruznica devet toCaka iz proslog primjera i da je ona
“polovica” opisane kruznice. Pokusajte naéi neku homotetiju koja ¢e vam dokazati da je npr.
AH,B' polovica neke kruZznice koja je jednaka opisanoj.

. Promotrite homotetiju iz T' koja Salje w u T".

Tri zadataka s tri Kruznice
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. PokusSajte primijeniti peti zadatak.

. Ocito ne mozemo direktno dokazati, nego moramo koristiti neke paralelnosti. Pronadite homote-

tije koje ¢e vam dati neke paralelnosti pa iskoristite te paralelnosti da dobijete jednakosti nekih
kuteva.

. Uvedite to¢ke F' = ABN(01) i G = ABN(O02) gdje (01) i (O2) predstavljaju kruznice iz zadatka

sa srediStima u O i O2. Sada pokuSajte na¢i neku homotetiju koja ée vam dati rjesenje!



N5: Ivan Sinci¢ - Diofantske jednadzbe

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

L

© % N & o

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

. Faktorizacija, ako je suma nekih kvadrata mali broj, ti kvadrati se lako odrede

Pretpostavi uredaj (jedan broj mora biti najmanji)

Promatraj ostatak pri dijeljenju s nekim brojem

Faktorizacija

Promatraj ostatak pri dijeljenju s nekim brojem

Kakvi su brojevi po parnosti?

Faktoriziraj tako da na jednoj strani dobijes umnozak dva relativno prosta broja

Ako je umnozak dva relativno prosta broja potencija nekog broja, kakvi moraju biti ti brojevi?
Promatraj ostatake pri dijeljenju s nekim brojevima

Promatraj ostatak pri dijeljenju s nekim brojem i usporedi novodobivenu jednadzbu s pocetnom
Promatraj najvedi zajednicki djelitelj danih brojeva

Promatraj ostatak pri dijeljenju s nekim brojem

Kakve su lijeva i desna strana s obzirom na veli¢inu?

Kakve su lijeva i desna strana s obzirom na veli¢inu?

Ako se jednadzbi od tri ¢lana moZe primijeniti formula za razliku kvadrata, to obi¢no nije losa
ideja

Pokusaj izracunati ds

Promatraj najveéi zajednicki djelitelj danih brojeva
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X5: Krunoslav Ivanovi¢ - Funkcijske jednadzbe, naprednije

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. Ocito je da je injekcija. Za surjekciju, trebamo pokazati da za svaki realan broj a postoji realan
broj b takav da je f(b) = a. Koji b moZemo odabrat?
2. Uvedite substituciju a = = + y, b = = — y. Sto onda mozete zakljuditi?
3. Iskoristite asimetriju.
4. Pokusajte indukciju.
5. Asimetrija.
6. Funkcija mora biti oblika f(z) = 22 + az + b, za neke konstante a i b. Zasto?
7. Asimetrija
8. Asimetrija
9. Dokazite da je funkcija bijekcija. Nadite f(0). Napravite pametna uvrtavanja, pazeéi da je f
bijekcija!
10. Dokazite da je funkcija bijekcija. Nakon tog, radite pametna uvrstavanja.
11. Dokazite da je funkcija injekcija. Nakon tog, pametna uvrStavanja.

Tezi zadaci

12,
13.
14,

15.
16.
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PokusSajte namjestiti da se nesto pokrati!
Probajte uvrstavati stvari poput z,z + 1,1, —1,z — 1 i sli¢no.

Zbog nacina postavke zadatka, imamo razloga summnjati da je rjeSenje jedinstveno, odnosno,
pointwise trap se neée jednostavno razrijesiti. Unatoc tome, ne treba nam vrijednost u svakom
z nego samo u 22016, Samo trebate raditi pametna uvrstavanja.

Koja funkcija je rjeSenje? Ima li viSe takvih funkcija ili samo jedna?

Klasi¢no, pokusajte naéi f(p) za sve proste brojeve? Klasi¢ne metode prolaze.



Hintovi za Sestu grupu

AG6: Ivan Novak - Gledanje niza kako raste

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
1. Pogodi formulu.
2. Niz strogo raste.
3. Probaj odrediti opéu formulu niza (ili ju pogodi, ili svedi na linearnu rekurziju i izracunaj opéu
formulu).
4. Izracunaj opéu formulu.
5. Mali Fermatov teorem.
6. Uvjet zapravo kaze da je niz konveksan.
7. Iterirajmo uvjet, prirodno se javlja linearno rekurzivan niz.
8. Nemoj racunati opéu formulu. Primijeni teorem o periodi¢nosti.
9. Izracunaj opc¢u formulu, iz nje ée se relativno lako sve vidjeti.
10. Uvjet zapravo kaZe da je niz konveksan, probaj to iskoristiti. Nacrtaj skicu.
11. Kako se niz ponasa? MoZemo li dokazati da je neogranien? Ili da raste?
12. Prvo dokazi da su svi ¢lanovi niza prirodni brojevi.
13. Promatraj rast i pad niza.
14. Definiraj skupove A i B kao skupove brojeva za koje je zadovoljena lijeva, odnosno desna nejed-
nakost. Ti skupovi su jednostavnog oblika.
15. Samo raspisi Sto je to.
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C6: Boris Stankovi¢ - Dokazivanje u procesu

Link na zadatke. Link na rjeSenja.
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G6: Krunoslav lvanovic - Inverzija

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
Laksi zadaci

Iskoristite uvjet koji govori o kutevima.
Inverzija oko C.

Inverzija oko A.

Iskoristite potenciju tocke.

Iskoristite neki od prethodnih zadataka.
Nadite kruznice! Invertirajte!

Koju inverziju smo spominjali zajedno sa simedijanama?

® N oo b=

Inverzija oko A, s kojim radijusom?

Tezi zadaci
9. Koju inverziju smo imali u slicnom kontekstu?
10. Kruznice su ortogonalne, oito je oko ¢ega invertiramo. Dalje je jednostavno.
11. Sto se dogodi pri inverziji oko wy?
12. Invertiramo oko H, radijus /—HD - HA (inverzija + preslikavanje preko H). Sto onda?

13. Promatrajte inverziju u H koja Salje kruznicu 9 tocaka u opisanu.
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N6: Vedran Cifrek - Dizanje eksponenata

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
Uvodni zadaci
1. v, na jednakost

2. promatraj proste faktore od a i b

3. v, na jednakost, podijeli na dva slucaja koji ovise o tome kako izgledaju ¢lanovi s lijeve strane
jednakosti

Zadaci

4. za koriStenje LTE nam treba 3 | z — y.
lijeva strana je skoro uvijek djeljiva s 5
dokazi da su sve potencija prostih faktora u kanonskom zapisu od b djeljive s n.
LTE vrijedi za proste brojeve, pa posebno gledaj potencije prostih koje dijele c.

promatraj posebno parne i neparne n, i promatraj proste faktore od x + y

© ® N o o

prvo dokaZi da su a i b pozitivni racionalni i primijeni LTE na dobivene tvrdnje

10. dokazi da p1,p9,...,pr ne dijele n.

Tezi zadaci

T—1
11. zakljudi nesto o prostim brojevima koji dijele 7
m —

12. promatraj a, modulo aj, za k < n da dobijes koliko je ged(an, ax)
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X6: Bernard Inkret - MijeSanje varijabli

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
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Hintovi za sedmu grupu

A7: lvan Sinci¢ - Funkcijske jednadzbe

Link na zadatke. Link na rjeSenja.
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G7: Boris Stankovi¢ - Geometrija mix

Link na zadatke. Link na rjeSenja.
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N7: lvan Vojvodi¢ - Tb funkcijske

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1. Nadi oba rjesenja, onda pretpostavi da postoji neki z takav da f(x) nije 22, dobij da je f
ogranicena i iz toga drugo rjesenje.

2. dobij s$to moze biti f(2), u jednom slucaju je lagano gotov, u drugom dobij injektivnost i gornju
ogradu na f(a) koji zajedno dovrSavaju.

3. Trazi f(2) i onda uvrsti (p,2) te promotri funkciju 2P — p?

4. hint za odrediti koje je rjesenje: Kako je najlakse osigurati da je drugi uvjet zadovoljen (zadovoljiti
i nesto jace od njega)? Na Sto to podsjeéa? hint za dokaz: fiksiraj p i b i pusti a da divlja; tako
odredi f(1,b) za svaki b i iz toga dobij f(a,b).

5. Koliko je (p — 2)! mod p (teorem)? Nadi f(p — 2) i pomoéu toga standardno f(n).

6. f(1) =a, dobij n | f(n) te a | f(n), dovrsi.

7. nadi rjeSenja, uzmi najmanji p takav da f(p) # 0 i pomocéu toga p konstruiraj beskonaéno
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"dobrih" n (oni koji zadovoljavaju treéi uvjet). Dovrsi uz MFT.



X7: lvan Novak - Kvadratni ostaci i slicho

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1.

® ® N o o0 & 0N

Probaj odrediti opéu formulu niza (ili ju pogodi, ili svedi na linearnu rekurziju i izraGunaj opéu
formulu).

Uvjet zapravo kaze da je niz konveksan.

Iterirajmo uvjet, prirodno se javlja linearno rekurzivan niz.

Izra¢unaj opéu formulu, iz nje ée se relativno lako sve vidjeti.

Uvjet zapravo kaze da je niz konveksan, probaj to iskoristiti. Nacrtaj skicu.
Kako se niz ponasa? Mozemo li dokazati da je neograni¢en? Ili da raste?
Prvo dokazi da su svi ¢lanovi niza prirodni brojevi.

Promatraj rast i pad niza.

Definiraj skupove A i B kao skupove brojeva za koje je zadovoljena lijeva, odnosno desna nejed-
nakost. Ti skupovi su jednostavnog oblika.
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M1: Ivan Vojvodi¢ - Izogonalne konjugate

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi

1. T = ABN DE, dokazi da su T, K, F' kolinearne pomo¢u para izogonalnih konjugata. Dovrsi
uvodenjem centra (ABCDEF)

jedini teorem koji spominje tocku unutar cetverokuta; rjeSenje je iznimno kratko.
Nadi 3 para izogonala u kutevima, zatim lema o izogonalama, teorem 3.3 i angle chase

uvedi izogonalu AP u kutu ZCAD, chaseaj i koristi lemu o izogonalama.

o &~ w b

P je opet unutar Cetverokuta, Sto bi joj mogla biti izogonalna konjugata? Odredi §to su M i N
iz konteksta E te dovrsi Pascalom ili angle chaseom.

(=]

. Lema o izogonalama

7. Lema 2.4
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M2: Bernard Inkret - Sve osim funkcijskih

Link na zadatke. Link na rjeSenja.

Hintovi
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M3: Boris Stankovi¢ - Promjena perspektive

Link na zadatke. Link na rjeSenja.
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Dio

Rjesenja s predavanja
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RjeSenja za prvu grupu

Al: Lucija Reli¢ - Jednadzbe

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.

b W

® N o v

10.
11.
12,
13.

182

14 i 22, Skolsko 8. razred, 2013.

2z +1)2—2u+1)2=2c+1-2y— D2z +1+2y+1) =2z —y)2x+y+1)

Ako su x iy iste parnosti, x-y je parno, a ako su razli¢ite, x+y+1 je parno, dakle (z—y)(z+y+1)

je djeljivo sa 2 pa je i cijeli izraz djeljiv sa 8.

MNM online predavanja - Algebarski izrazi

Drzavno natjecanje 2015., SS A, 1. razred, 1. zadatak
(2,8)1i (_Tlo, %), Zupanijsko 8. razred, 2016.

Rjesenje pod #2

Drzavno natjecanje 2018., 8. razred, 1. zadatak

23+ 322 — 52 =15
X (z+3) -5z +3)=0
(> =5)(z+3)=0
(z—V5)(z+V5)(z+3)=0
T = \/5,:1:2 = —v5,x3 = -3
Drzavno natjecanje 2017., 8. razred, 2. zadatak
MNM online predavanja - Algebarski izrazi
Drzavno natjecanje 2016., SS A, 1. razred, 3. zadatak
Drzavno natjecanje 1994., SS, 1. razred, 3. zadatak
Uoc¢imo da vrijedi
2®—y® = (%)’ = (y")* = (&* —y") (@ +7") = (2" ) (@®+7) (& +1*) = (2° +97) (" +9"),

pri éemu smo dvaput iskoristili formulu za razliku kvadrata i éinjenicu da je z2

Kvadriranjem potonjeg dobivamo

1= (x2 _ y2)2 — 564 _ 2$2y2 +y4. (2)

1)
1.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2013/2013-OS-skolsko-45678-zad%2Brj/2013-OS-skolsko-45678-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-zupanijsko-45678-zad%2Brj/2016-OS-zupanijsko-45678-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1908062_x2y2z2_if_xyz13_xyz_72_1x1y1z34
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj-ispravak.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/1994-SS-drz-1234-zad+rj/1994-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf

Uvedimo radi preglednosti oznaku a = 22 + y2. Kvadriranjem toga dobivamo
a® =zt + 2252 + 4t (3)

Zbrojimo (2) i (3) te dobivenu jednakost podijelimo s 2; dobivamo z* +y* = 1(a?+1). Uvrstimo
li to u (1), dobije se

1
1=2% 48 = (2% +y*)(z* +¢*) =a-§(a2+1),

iz Gega slijedi a® + a — 2 = 0. Lako se utvrdi da je a = 1 jedno rjesenje ove jednadzbe, pa to
znaéi da na lijevoj strani mozemo izluciti faktor a — 1. Stoga se lijeva strana faktorizira kao
ad+a—-2=(a—1)(a’+a+2)=(a—1)((a+ 3)?+ I)Kako taj izraz mora biti jednak 0, a
druga zagrada je uvijek pozitivna, slijedi da je a = 1, tj. 2 +y? = 1. Zbrojimo litos 22 —¢y? =1
dobivamo da je 22 = 1, paje x = 1ili z = —1. U oba ta sludaja je y = 0, pa sustav ima 2
rjeSenja: (z,y) = (1,0), (—1,0).

14. Zupanijsko natjecanje 2019., SS A, 4. razred, 4. zadatak
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf

C1: Patricija Dovijani¢ - Dirichletov princip

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Laksi zadaci

1.

Za prijestupnu godinu imamo n = 366, k = 1, 366-1+ 1 = 367, a za godine koje nisu prijestupne
imamo n = 365, k = 1, 365 -1+ 2 = 367. U oba slucaja po Dirichletovom principu slijedi da
dvoje ljudi dijeli rodendan. Kraée: datuma ima 365 (ili 366), a ljudi ima viSe od toga pa netko
sigurno dijeli rodendan.

. 16. Kad izvucée manje ili jednako 15 ¢arapa, moguée je da su sve razli¢ite. Ali, jednom kad izvuce

Sesnaestu, po Dirichletovom principu sigurno ¢e bar dvije od tih 16 carapa biti iste. Da bi imala
dvije razlicite, slicno zaklju¢ujemo da ih treba izvuéi barem 3.

. 7. Kad izvuce 6 ili manje pikula, moguce je da nijedne tri nisu iste boje. Jednom kad izvuce

sedmu, po Dirichletovom principu bar jednu boju (kutija) imat ée bar tri pikule (kuglice).

.n=12, k+1=4paje k=3,izbog 12-3 + 1 = 37 po Dirichletovom principu tvrdnja vrijedi.

. 77 kuglica, 12 kutija, n =12,k =6,12-6+5=724+5=77. 6+ 1 =7, pa ih je bar 7 rodeno u

istom mjesecu.

Umjereni zadaci

6.

10.

11.

12,

184

Moguéih suma je 11 (-5, -4, ..., 4, 5), a stupaca, redaka i dijagonala je ukupno 12, pa ée po
Dirichletovom principu dvije sume biti jednake.

. 2013. opéinsko, 3A.5

Postoji 8 naéina za obojati jedan stupac: CCC, CCP, CPC, PCC, PPC, PCP, CPP, PPP. Kako
je stupaca 9, po Dirichletovom principu sigurno postoje dva jednaka. Promatrajmo samo ta dva
stupca. Ako su jednobojni, tvrdnja je dokazana. Ako nisu, po Dirichletovom principu dva retka
su sigurno iste boje. Te 4 tocke su vrhovi tog pravokutnika i tvrdnja je dokazana.

. Za svaku osobu postoji 500 moguénosti (0, 1, 2, ..., 499). Osoba koja se rukovala s 0 ljudi i

osoba koja se rukovala s 499 ljudi ne mogu postojati u isto vrijeme, pa ima 499 moguénosti i 500
ljudi.

. Za svaku osobu ima n moguénosti (0, 1, ..., n), ali kako osobe koje imaju 0 poznanika i n

poznanika ne mogu postojati istovremeno, zapravo ima n — 1 moguénosti i n ljudi.

Pri dijeljenju nekog prirodnog broja s 19 dobiva se jedan od ostataka 0, 1, 2, ..., 18. Imamo 20
odabranih prirodnih brojeva i 19 ostataka. Prema tome, medu odabranima postoje 2 prirodna
broja koja pri dijeljenju s 19 daju isti ostatak. Njihova razlika djeljiva je s 19.

50 je parova koji u sumi daju 100 (1199, 2198, ... 49151, 50 i 50), a 51 broj, pa dva moraju
biti iz istog para.

Najvedi i najmanji moguéi zbrojevi dvaju razlicitih prirodnih brojeva od 1 do 100 su 199 i 3 pa
stoga postoji 197 razliCitih zbrojeva tj. parova. Medu 21 odabranim brojem postoji %(21 -20) =
210 parova razli¢itih brojeva. n = 197, 197-1+ 13 = 210, k =1, 1+ 1 = 2 , pa postoje dva
razlicita para ciji je zbroj isti.



13.

14.

415. Izvude li 414 karata mozZe se dogoditi da nema 10 istih karata (45 karata s brojevima od 1
do 9 i po 9 karata od svih ostalih brojeva). Jednom kad izvu¢emo 415. kartu, po Dirichletovom
principu Yusuf ée sigurno imati bar jedan isti broj na bar 10 izvucenih karata.

Ako dvije tocke imaju koordinate (a,b) i (¢, d), onda poloviste duZine koja ih spaja ima koor-
dinate (“T"'C, #). Stoga zaklju¢ujemo da poloviste duzine koja spaja dvije tocke cjelobrojnih
koordinata ima cjelobrojne koordinate ako i samo ako su odgovarajuée koordinate tih dviju to-
¢aka jednake parnosti. Bududi da razli¢itih kombinacija parnosti koordinata to¢aka ima 4, medu
ovih 5 tocaka postoje dvije jednakih kombinacija parnosti pa je i poloviste duzine koja ih spaja
tocka cjelobrojnih koordinata.

Tezi zadaci

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2013. drzavno, 8.3

m=110,k+1=4,k=3,n-34+1=110,36-3+2 =110, l = 2, n = 36. Podijelimo kvadrat na
36 kvadratica stranice % i promatrajmo onaj u kojem se nalaze 4 tocke. Njemu opisana kruznica
ima radijus manji od %.

m=T,k+1=2k=1,n-1+1=7, n=6. Spojimo dijagonale Sesterokuta i podijelimo ga na
6 jednakostrani¢nih trokuta stranice 1. S obzirom da imamo 7 tocaka, postoji trokut u kojem se
nalaze bar dvije tocke. Kako je stranica tog trokuta 1, udaljenost tih dviju tocaka nije ve¢a od
1.

2014. opcinsko, 3A.7

Potpuni kvadrati zavrSavaju jednom od 6 razli¢itih znamenaka (0, 1, 4, 5, 6, 9), pa dva sigurno
imaju jednaku znamenku jedinica i njihova razlika je djeljiva s 10.

Stol se uvijek moze okrenuti za kut %, gdje je k prirodan broj od 1 do 15 ukljucivo, tako
da ispred bilo kojeg mentora dode kartica s njegovim imenom. Kako je broj mentora 16, a broj
polozaja stola razlic¢itih od pocetnog 15, to znaci da postoji takav polozaj stola kod kojeg ispred
bar dva mentora dolaze kartice s njihovim imenima.

D = a3b— ab® = ab(a — b)(a +b). D je paran za bilo koje a i b (objasnite zasto!) pa jo§ moramo
dokazati djeljivost s 5. Ako je ili a ili b djeljiv s 5, tvrdnja je dokazana. Ako bilo koja dva od
tri pocetna broja imaju isti ostatak pri dijeljenju s 5, tvrdnja je dokazana. Ako sva tri imaju
razliCite ostatke pri dijeljenju s 5, tj. 123, 234, 341 ili 412, uvijek mozemo odabrati dva ¢iji je
zbroj djeljiv s 5, tj. zbroj 21 3 ili 1 i 4, pa je tvrdnja dokazana.

Online predavanje

Prvo ¢emo pretpostaviti da ne postoje takve tri osobe. Vizualizirajmo dane osobe kao tocke u
ravnini, a (ne)poznanstva medu njima kao duZine koje spajaju te tocke. Ukoliko crvene duzine
predstavljaju poznanstva, a plave nepoznanstva, tvrdnja zadatka je ekvivalentna tome da postoji
jednobojan trokut. Fiksirajmo jednu tocku (osobu) i promatrajmo duZine koje izlaze iz nje. Tih
duzina ima 5 pa su barem 3 iste boje. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da je ta boja
crvena. Sada gledamo te tri tocke na drugim krajevima tih duzina. One medusobno ne smiju
biti povezane crvenim duZinama jer smo onda odmah dobili crveni trokut Sto je suprotno nasoj
pretpostavci, pa su stoga sve medusobno povezane plavim duzinama, Sto Cini plavi trokut. Zato
postoje tri osobe koje se sve medusobno (ne) poznaju. Ova tvrdnja je u suprotnosti s nasom
pretpostavkom pa to znaci da nam je pretpostavka bila kriva, tj. da postoje tri osobe koje se sve
medusobno (ne) poznaju.

Promatrajmo prvih n + 1 ¢lanova niza 1, 11, 111, 1111, ... Sli¢cno kao u 10. zadatku, po Diric-

hletovom principu medu njima postoje dva broja s istim ostatkom pri dijeljenju s n, a njihova
razlika oblika 111...000 djeljiva je s n.
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22.

23.

186

Promatrajmo brojeve ai, a2, ..., aggs koji predstavljaju ukupan broj pojedenih kilograma ribe
zakljuéno s odgovarajuéim danom. Stoga vrijedi a; < a2 < ... < asgs. Da bismo dokazali trazenu
tvrdnju, dovoljno je dokazati da je jedan od brojeva ai,as,...,asss jednak jednom od brojeva

a1 + 29,a2 + 29,...,a3 + 29, jer ako je to slucaj, tj. ako za neke i i j vrijedi a; + 29 = aj,
onda vrijedi j < ¢ te da je u danima izmedu Tuljko pojeo tocno 29 kilograma ribe. Brojevi
a1,a1 + 29,a9,a2 + 29, ..., as6s5, ases + 29 nalaze se izmedu 1 i 729 ukljucivo. Kako tih brojeva
ima 7301 730 = 729 - 1 4+ 1, dva broja moraju biti jednaka. Kako su svi brojevi a1, as, ..., asess
medusobno razli¢iti jer je Tuljko svaki dan pojeo bar 1 kilogram ribe, razli¢iti su i svi brojevi
a1+ 29,...,a365 + 29. To znaci da je neki broj a; jednak nekom broju a; + 29 i tvrdnja je
dokazana.

2018. Zupanijsko, 4A.4

Numerirajmo retke i stupce ploce P brojevima 1, 2, ..., 7. Na taj nacin uveli smo koordinatni
sustav (svako polje predstavlja uredeni par koordinata (i,5)). Bez smanjenja opéenitosti, pret-
postavimo da su uklonjena sva polja u kutovima osim donjeg lijevog. Definirajmo udaljenost
polja (%,7) i (k,l) vrijednost |k — 3| + |l — j|. Intuitivno, zamislimo li da se po plo¢i kreéemo
usporedno s njenim rubovima, udaljenost je najmanji broj polja koje moramo posjetiti da bismo
dosli od jednog polja do drugog. Najveéa moguéa udaljenost izmedu dva polja ¢ée biti kada su
brojevi |k — 4| i |l — j| najveéi moguéi. Koordinate su brojevi iz skupa {1,2,...,7} pa je svaki
od tih brojeva jednak najvise 6. No, ne mogu istovremeno oba biti jednaki 6 jer su tri polja u
kutovima uklonjena. Dakle, najveéa mogucéa udaljenost izmedu dva polja je 11. Buduéi da je
razlika brojeva upisanih na susjednim poljima najvise 4, slijedi da je razlika brojeva upisanih na
poljima (i,7) i (k,!) najviSe 4- (|k —i|+ |l — j|) < 4-11 = 44. Na plo¢i je 46 prirodnih brojeva, a
razlika bilo koja dva je najvise 44, pa prema Dirichletovom principu neka dva broja moraju biti
jednaka.



G1: Leon Krizani¢ - Angle chase

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.

12.

13.
14.

Link

Link

. Ako su a, 3, veli¢ine kuteva u trokutu, onda je vanjski kut kod vrha A jednak 180° — «,Sto je

jednako 8+ 7.

. Kako je AABC pravokutni trokut s pravim kutem u vrhu C, koristimo teorem o obodnom i

sredi$njem kutu. Uocimo da je <BAC kut nad lukom AB kruZnice opisane trokutu sa srediStem
u tocki O. Iz teorema slijedi da je <BOA = 180°.

. Oznadimo sa o traZeni kut izmedu tangente i tetive BC. Neka je S srediste trokutu AABC

opisane kruZnice. Tada je ZCBS = 90° —a = ZBCS.

Zato je ZBSC = 180° — 2(90° — ) = 2 pa po teoremu o obodnom i srediSnjem kutu vrijedi
/BAC = «a §to je i trebalo dokazati.

. Pretpostavimo da se T nalazi na simetrali kuta <aOb te neka su N; i Ny nozista na redom

krakove a i b. Uoc¢imo da trokuti AOTN; i AOT Ny imaju zajednic¢ku stranicu, imaju jedan
pravi kut i <I'ON; = <T'ON>. Po KSK poucku vrijedi da su ta dva trokuta sukladna i i vrijedi
|TN1| = |T'Na|.

Pretpostavimo sada da je |T'Ni| = |T'Ns| te promatrajmo trokute ATON; i ATON,. Kako
imaju pravi kut i dvije stranice jednake duljine, koristimo poucak SSK o sukladnosti trokuta i
po tome je <TON; = <T'ON>.

. 2016. Zupanijsko Hrvatska 4. A 3. zadatak

. BSO (bez smanjenja opéenitosti), pravci AQ i BP sijeku se unutar kruznice, a AP i BQ izvan.

Po Talesovom teoremu ZAPB = ZAQB = 90°.

Ako promotrimo AAMB, BP i AQ su visine tog trokuta.

Tada je N ortocentar (sjeciSte visina) u AAM B.

Zato treca visina lezi na pravcu M N iz Cega slijedi da je MN L AB.

. Zupanijsko natjecanje 2019., prvi razred SS, A razina, 4. zadatak
10.
11.

Zupanijsko natjecanje 2019., drugi razred SS, A razina, 4. zadatak
Zupanijsko natjecanje 2018., Getvrti razred SS, A razina, 3. zadatak

Neka, je D noziste visine iz A,M poloviste stranice BC, a E no¥iste visine iz M na AC. Iz uvjeta
zadatka znamo da su kutevi <BAD,<<DAM i <M AFE jednaki $to nam daje

AABD = AADM = AMAFE

. Sada znamo da je |MC| = |BM| = 2| M E| iz éega promatranjem trokuta AM EC jednostavno
slijedi da su kutevi trokuta 30°,60°,90°.

2015. O2A.2

2017. D7.5
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https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2014/12/Matka13-m02-obodni-kut.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2014/12/Matka23-m04-tetivni.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf

15. 2016. D7.5

16. IGO 2015,3. zadatak, Medium

17. 2016. drzavno Srbija 1. A 2. zadatak
18. 2016 Opcinsko Srbija 2. A 5. zadatak
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-drzavno-5678-zad+rj/2016-OS-drzavno-7-rj-ISPRAVLJENO.pdf
https://igo-official.com/wp-content/uploads/2021/09/IGO_English_2015.pdf
https://dms.rs/wp-content/uploads/2017/03/bilten2016.pdf
https://dms.rs/wp-content/uploads/2017/03/2016_opstinsko_resenja.pdf

N1: lvan Premus - Djeljivosti

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.

1. Adaptacija P1 IMO 1959. Problem 2.
2. Zup 2006. SS1A 1. zadatak

3.
4

Skolsko SS1A 1. zadatak

. Broj a1az ... ay, zapisimo kao aj - 10® + ag - 10 1...ap_1 - 10 + a,, - 1. Primjetimo da 10F — 1

ima k znamenki koje susve 9paa;-10"+---+a,-1=a1-9...940a2-9...9+---+ap—1-9+

n n—1
an+ a1 +az+ -+ an—1. OCito je su pribrojnici od a1 -9...9 do an—1 -9 djeljivi s 31 9 pa je

n
a1a3 - - - a, djeljiv s 3 ili s 9 ako je zbroj znamenki (a1 + a2 + - - - + ap,) djeljiv s 3 odnosno s 9.

. kolsko 2017. SS1A 3. zadatak
. Primjer 3.

. Mjera mora dijeliti 12 pa su moguénosti 1,2, 3,4, 6,12. Odmah je jasno da 3,6 i 12 otpadaju jer

ne dijele 3n + 2. 1,2,4 su tocna rjesenja, dovoljno je provjeriti n = 1,2, 3.

. $kolsko 2018. SS1A 3. zadatak
. $kolsko2017. SS3A 4. zadatak

link

zupanijsko 2007. SS2A 5. zadatak
2020 Mock USAJMO Problem 1.
#upanijsko 2014. SS3A 4. zadatak
link

HJIMO 2017. 1. zadatak

Pogledajmo rastav ova dva broja na proste faktore. Neka je a = p$'p5* - -p&r i b= p{l pg ‘e pf{’,

gdje su eksponenti nenegativni cijeli brojevi, a p;-jevi medusobno razli¢iti. S ovim zapisom imamo
da je

M(a, b) = prlnin(ehfl)pglin(ez,fz) . _pgin(envfn)

V(a,b) = prlnaX(el,fl)pglaX(ez,fz) . _pgaX(emfn)

odakle direktno mnoZenjem slijedi tvrdnja zadatka jer je min(z,y) + max(z,y) = z + y.

189


https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2742257_adapted_from_imo_59_p1
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2006-SS-zup-1-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-skolsko-1234-zad+rj/2017-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/djeljivosti.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-skolsko-1234-zad+rj/2017-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c3t29718f3h2589557_nt_problem
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2007-SS-zup-1234-A-zad%2Brj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2074127_simple_divisibility
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t29718f6h2216836_find_pairs_mn_such_that_two_symmetric_fractions_are_integers
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/05/HJMO_2017_rje.pdf

X1: Patricija Dovijani¢ - Logika, Sto je dokaz?

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

LA O

7.

12,

13.

14.
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"Pravokutni trokuti nisu jednakostrani¢ni ili dva nije prost broj", "Ili pijem, ili pusim, ili psujem",
"Nisam preumoran i predavanje nije pretesko", "Broj jedan je ili prost ili sloZen."

Npr.z=2iy=3.
Npr. 12 nije djeljiv s 5, a to je prost broj manji od 12.
Primjerice, trokut s duljinama stranica 3,4, 5 nije jednakokracan.

U trokutu ABC povucite pravac p kroz vrh C koji je paralelan s pravcem AB. Kut koji stranica
AC zatvara s pravcem p oznaéimo s «, a kut koji stranica BC zatvara s pravcem p oznafimo s
B. Znamo a+ f+ ZACB = 1800 (ispruzeni kut). Kako se radi o kutevima uz presjeénicu, vrijedi
/CAB = ai/CBA = . Iz ove dvije tvrdnje slijedi zakljucak da jei /CAB+/CBA+/ACB =
1800, Sto je i trebalo dokazati.

Parni broj zapisimo u obliku 2k, a neparni u obliku 21+ 1, za neke cijele brojeve ki l. 2k(21+1) =
4kl + 2k = 2(2kl + k), Sto je paran broj jer je djeljiv s 2.

abcde = 10000a+1000b+ 100c+10d+e = 4(2500a 4+ 2500+ 25¢) +10d+e. Ako je dvoznamenkasti
zavrSetak djeljiv sa 4 tj. ako je 10d + e djeljiv sa 4, tada je i taj peteroznamenkasti broj djeljiv
sa 4 jer se mozZe napisati kao zbroj dva broja djeljiva sa 4.

. Prvi slucaj: prirodan broj n djeljiv je s 3, tj. n = 3k, za neki cijeli k. Tada je n3 = (3k)3 =

27k3 = 9(3k3), $to je djeljivo s 9 (ostatak je 0). Drugi slucaj: n daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3,
tj. n = 3k +1 za neki k. Tada je n® = (3k+1)% = 27k3 +27k2 + 9k +1 = 9(3k® +3k% + k) + 1, 5to
daje ostatak 1 pri dijeljenju s 9. Treci slucaj: n daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, tj. n = 3k + 2
za neki k. Tada je nd = (3k + 2)3 = 27k3 + 54k? + 36k + 8 = 9(3k3 + 6k2 + 4k) + 8, Sto daje
ostatak 8 pri dijeljenju s 9. Buduéi da svi prirodni brojevi daju ostatak 0,1 ili 2 pri dijeljenju s
3, pokrili smo sve slucajeve i tvrdnja zadatka je dokazana.

. Istinita je 3. izjava, dakle, A je siva, B je plava i C je bijela.
10.
11.

B.
Pretpostavimo li da nije, dobijamo kontradikciju, dakle D je Istinié.

Najprije izradunajmo abc + acb + bac + bca + cab + cba = a(100 + 100+ 10+ 1+ 10+ 1) +b(10 +
14+100+100+4+1+10)+¢(1+10+1+10+ 100+ 100) = 222(a+b+c) =2-3-37-(a+b+c).
Pretpostavimo da je to kvadrat prirodnog broja. Tada bi a + b+ ¢ trebao biti djeljivis2is3is
37, §to nije moguce jer taj zbroj moze biti najvise 27, $to je strogo manje od 37. Kontradikcija.

Pretpostavimo suprotno, tj. da ih ima kona¢no mnogo, i oznaimo ih s p1,po,...,p, (to su svi
prosti brojevi koji postoje). Neka je p = p; - ... pp + 1. Znamo da p nije prost broj jer nije jednak
nijednom od py, ...py, ali takoder nije djeljiv niti s jednim prostim projem (pri dijeljenju s bilo
kojim prostim brojem daje ostatak 1). Dakle, svaki prosti faktor od p je razli¢it od p1, ..., pn.
Buduéi da je svaki prirodan broj veéi od 1 ili prost ili ima prosti faktor, dobili smo prost broj
razlicit od py, ..., pk, Sto je kontradikcija.

Pretpostavimo suprotno: neka je /2 racionalan broj. To znaéi da se moZe napisati u obliku
neskrativog razlomka v/2 = ™, 8to znaci da su m i n relativno prosti prirodni brojevi (nemaju
zajedniénkih djelitelja). Sada tu jednakosti moZemo kvadrirati i pomnoziti sa n?, odakle je 2n? =



15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

m?2. Ako je kvadrat nekog broja djeljiv s 2, onda je i taj broj djeljiv s 2, pa znamo da je m djeljiv
s 2. Dakle m moZemo napisati m = 2k, gdje je k neki prirodni broj. Ako to uvrstimo u jednakost
imamo n? = 2k? i odvade istim postupkom zakljudivanja zaklju¢imo da je n djeljiv s 2. Sada
smo dobili da su i m i n djeljivi s 2, $to je u kontradikciji s naSom pretpostavkom koja kaze da
su m i n relativno prosti. Dakle, v/2 je iracionalan broj.

Npr. negacija tvrdnje "Ako je trokut jednakostranican, onda je i jednakokracan' je tvrdnja
"Trokut je jednakostranican i nije jednakokracan." Obrat je "Ako je trokut jednakokracan, onda
je jednakostrani¢an', koji oéito nije istinit, a kontraprimjer je npr. trokut s duljinama stranica
5, 5, 6.

Ako je u trokutu ABT kut Z/ATB pravi, onda tocka T leZi na kruznici s promjerom AB.
Npr.a=3,b=4, c=6.

2k(2k + 2) = 4k? + 4k = 4k(k + 1), $to je djeljivo s 8 jer je jedan od brojeva k i k + 1 paran.
Obrat ne vrijedi jer npr. 8 = 1 - 8, $to nisu uzastopni parni brojevi.

Obrat glasi: "Ako je prirodan broj djeljiv s 3 i 4, onda je djeljiv s 12", $to vrijedi jer ako je broj
djeljiv s 3, onda u svom rastavu na proste faktore ima faktor 3, a ako je djeljiv s 4, onda u svom
rastavu na proste faktore ima dvije dvojke. Dakle, broj istovremeno djeljiv s 3 i 4 u svom rastavu
na proste faktore sigurno ima jednu trojku i dvije dvojke, $to je u umnosku 12, pa je polazni
broj djeljiv s 12. Bilo je bitno da 3 i 4 nemaju zajednicke djelitelje (razmislite zasto).

Greska je u tome Sto tvrdnja i njen obrat nemaju istu istinitosnu vrijednost: polazna tvrdnja je
neistinita, dok je njen obrat istinit.

U prvoj implikaciji izostavljeno je rjeSenje x = 0, tj. dijelili smo s z, a pritom nismo iskljucili
mogucénost da dijelimo s nulom. U drugoj implikaciji izostavljeno je rjeSenje x = —2. U trecoj
implikaciji izostavljeno je rjeSenje = 3. Posljednja implikacija ne vrijedi zbog kontraprimjera
(—2)% = 22, ali 2 # —2. Svi obrati vrijede.

Jedan smjer glasi: "Ako je prirodan broj paran, onda mu je posljednja znamenka parna." To
vrijedi jer ako je prirodan broj n paran, to znaci da je djeljiv s 2, pa postoji prirodan broj k
takav da 2k = n. Svakako k ima posljednju znamenku 0,1,...8 ili 9, pa provjerom po slucajevima
vidimo da mnozenjem k s 2 posljednja znamenka od n mora biti parna. Drugi smjer glasi: "Ako
je posljednja znamenka prirodnog broja parna, tada je on djeljiv s dva." To vrijedi jer svaki
prirodan broj n moZemo zapisati u obliku 10k + [, za cijele brojeve k i I, gdje je k najveci
mogudi. Znamo da je 10k parno jer je 10 paran, te da je [ posljednja znamenka od n. Zbroj
parnog broja 10k i nepoznatog broja [ je paran ako i samo ako je I paran, tj. ako n ima parnu
posljednju znamenku. Dokazali smo oba smjera, pa je time dokazana ekvivalencija i gotovi smo.

Smjer "Ako trokut ima dvije stranice duljine 5 centimetara, onda je jednakokraCan" vrijedi
jer je takav trokut zaista jednakokracan, dok smjer "Ako je trokut jednakokraCan, onda ima
dvije stranice duljine 5 centimetara' ne vrijedi jer nisu svi jednakokra¢ni trokuti takvi (jedan
kontraprimjer je trokut s duljinama stranica 3, 3 i 2). Dakle, ne vrijedi ekvivalencija.

a) Pri dijeljenju s (a — b) smo zapravo dijelili s nulom, jer znamo s pocetka da je a = b, pa
ostatak racuna nema smisla. Ne dijelite nulom!

b) Uvrstavanjem vidimo da z = —2 ipak nije rjeSenje. To je zbog toga Sto kvadriranjem nemamo
ekvivalenciju, ve¢ samo smjer da ako a = b, tada a? = b%. Dakle, dokazali smo da ako je = rjeSenje
polazne jednadzbe, tada je on iz skupa %, —2, ali jos treba dokazati da ako je x iz tog skupa, da je
tada rjeSenje jednadzbe. Zbog toga kad kvadriramo jednadzbu moramo uvijek uvrstiti dobivena
rjeSenja u polaznu jednadzbu i provjeriti jesu li uistinu rjesenja.

Lijeva strana jednakosti je pozitivna, a druga negativna. Vrijedi vVa? = |al, pa je rjeSenje zapravo
|1 — /3| = v/3 — 1, $to je pozitivno, i time smo popravili gresku.
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26.

27.

28.

29.

30.
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Npr. "Ako su pravci okomiti, onda se sijeku" je istinita tvrdnja, kao i njen obrat po kontrapoziciji
"Ako se pravci ne sijeku, onda nisu okomiti."

Negacija je "n je prirodan i nije cijeli" Sto ne vrijedi jer su prirodni brojevi podskup cijelih. Obrat
je "Ako je n cijeli, onda je i prirodan" $to ne vrijedi zbog kontraprimjera npr. n = —2. Obrat
po kontrapoziciji je "Ako n nije cijeli, nije prirodan" Sto vrijedi jer i polazna tvrdnja vrijedi, a
znamo da polazna tvrdnja i njen obrat po kontrapoziciji imaju istu istinitosnu vrijednost.

Obrat po kontrapoziciji glasi: "Ako broj nije viSekratnik od 5, onda ni njegov kvadrat nije
viSekratnik od 5", Sto koristeéi Cinjenicu da je 5 prost broj mozemo lako direktno dokazati.
Razmislite zasto sli¢na tvrdnja ne vrijedi npr. za broj 4.

Dokazujemo "Ako je z paran, onda je z? — 6x + 5 neparan', §to vrijedi jer ako je x paran, tada
je 2 — 6x + 5 neparan, jer su z2 i 6z parni, a 5 nije.

Ovo ostavljam za vjezbu, moZete vi to! :)



RjeSenja za drugu grupu

A2: Mislav Brneti¢ - Uvod u nejednakosti

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
1. 1. naéin

Zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ +02+ 2+ +a? > 2ab+ 2bc+ 2ca

Oduzimanjem 2ab + 2bc 4 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:

(a—b)2+(b—-c)+(c—a)?>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem
nejednakosti dobivamo da je i ona nenegativna.

2. nacin - prikazan je dokaz za pozitivne realne brojeve, razmislite kako biste ga prilagodili da
vrijedi za sve realne brojeve

Kao u prvom rjesenju, zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ +02+ 2+ +a? > 2ab+ 2bc + 2ca

Primijenimo AG nejednakost na # i dobivamo:

a® + b% > 2ab
Analogno dobivamo i

b? + ¢* > 2bc

2+ a? > 2ca
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo traZenu nejednakost.

Napomena.

Primijetite da je sljedeca nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:
T1+ 2o+ -+ Ty ZNYT122... Ty
2. Primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobivamo

(a+b)(b+c)(c+ a) > 2Vab - 2vbc - 2v/ca = 8abe

$to je i trebalo dokazati.
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. Kao i u prethodnom zadatku, primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobi-

vamo

(1+a®)1+a¥)(1+a%) >2vV1-a®-2V1-a¥ - 2V1- a* = 8Va*a¥a? = 8Vastv+2 = 8Va0 =8

AG nejednakost smijemo primijeniti s obzirom da su ¢lanovi na koje primijenjujemo pozitivni
brojevi.

Preostaje odrediti kada vrijedi jednakost.
Dokazali smo da jednakost vrijedi (samo) kada su svi ¢lanovi na koje primijenjujemo KAGH
nejednakosti jednaki. Dakle u ovom slucaju jednakost vrijedi ako i samo ako je
1+a°*=1+4+ad¥=1+4a"
Odnosno
a® =ad¥=a*

T=y=2

. Pomnozimo nejednakost sa v/z2 + 1 (kako je taj broj pozitivan, nejednakost i dalje vrijedi i

ekvivalentna je prethodnoj). Dobivamo

2 +2>2Vz2+1

= (2+1D)+1>2Vx2+1
Primjenom AG nejednakosti na (22 + 1) + 1 dobivamo trazenu nejednakost.

Analogno, jednakost vrijedi ako i samo ako je

. Primjenom AG nejednakosti na ag + 1 dobivamo:

ar + 1> 2y/ax

Dobivamo:

(a1 +1)(a2+1)---(an+1) > 2" /a1a2---an

Koristenjem uvjeta zadatka vrijedi

iz Cega slijedi i trazena nejednakost.

Jednakost vrijedi ako i samo ako a; = 1,02 =1, ...,a, = 1.

. Primjenom AG nejednakosti na 2% + = + 1 dobivamo:

22 +z+1>3Ve2.2-1=32

Analogno dobivamo;
Y +y+1>3y

Mnozenjem ovih nejednakosti dobivamo traZenu nejednakost

(> +z+1)( 2 +y+1) > 9y



7. KA nejednakost

Zelimo dokazati:

|22 + ... + a2 STt Tt .+ Tn
n - n

Prvo dokazimo nejednakost za sve nenegativne realne brojeve.

Lako se dokaze da je nejednakost ekvivalentna sljede¢oj nejednakosti:

22+ ... +x2 S (x1+ 22+ ... +25)?
n - n2

= (P4 .. 4+ 22) > (21 F 22+ .+ )2

Sada raspisivanjem izraza s desne strane, prebacivanjem na lijevu stranu nejednakosti i zapisi-
vanjem izraza u obliku sume kvadrata binoma dobivamo ekvivalentnu nejednakost:

Z (; — 117j)2 >0
4,117
Ta nejednakost vrijedi s obzirom na Cinjenicu da je svaki kvadrat nenegativan.

Sada dokazimo da KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

Po prethodnom dokazu imamo

|22 .. 4+ a2 STt Tt .+
n - n

za nenegativne realne brojeve.

Uzmimo z} = |z;|, dakle vrijedi:
|22 + ...+ 22 S i+ zh+ ...+,
n - n

\/w%—i—...-l—w% _\/:c’lz-l-...-l-x;% S i+ zh+ ...+, STt Tat .+ T
n B n o n o n

No, takoder imamo:

¢ime je dokaz zavrsen.
GH nejednakost

Zelimo dokazati

s$to je ekvivalentno sa:

Po AG nejednakosti imamo:
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8. Za minimalnu vrijednost izraza (oznacimo ju sa t) mora vrijediti sljedece:
o izraz je uvijek vedi ili jedak od te vrijednosti (z + 1 > ¢)
e moguce je postiéi tu vrijednost

Ako primijenimo AG nejednakost na zadani izraz, dobivamo

1 [ 1
T+ —2>22/z-—=2
x x

Sada dokazimo da je moguce posti¢i da izraz poprima vrijednost 2.

Jednakost se poprima ako i samo ako je

1
xr ==
i
— z2=1
<— =1

(s obzirom da je zadano da je x pozitivan). Kako zadana jednadzba ima rjeSenja (ima jedinstveno
rjeSenje), vrijednost 2 se postize, a lako je i uvrstiti z = 1 te se vidi da se vrijednost 2 stvarno
postize.

9. Za Nesbittovu nejednakost postoji vise dokaza, ovdje éu prikazati jedan od njih.

Krenimo od lijeve strane nejednakosti;

b b b b 1 1 1
¢ 40 4 ¢ _afofe atote ot +c—3=(a—|—b+c)( +——+ )—3
b+c c+a a+bd b+c c+a a+b b+c c+a a+bd

Uvedimo nove oznake:

r:=a+b
y:=b+c
z:=c+a

Vrijedi (a + b+ ¢) = ZH+2

Sada imamo:

1 1 1 z+y+z/1 1 1
b 3= (44
(a+ +C)(b+c+c+a+a+b) 3 ( TyT ) 3

i trebamo dokazati;

SNESTETE
2 T Yy =z 2
+

1 1
= (z+y+2) ;+§

MnozZenjem izraza na lijevoj strani dobivamo:
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111
m+y+d(—+—+—)—6=—+ R A e Lk S A
'y 2 y y y y y

Po zadatku 8. vrijedi da je

Tri>2
Yy T
Y
z T
Y4+Z>2
: 'y

Pa je
X r Zz z
344+ T 2 Y% 6>3424242-6=3
y T z x z

sto je i trebalo dokazati.

. Zadana nejednakost je ekvivalentna sljedecoj:

ﬁ+w>w+m2
2 = 4

— a2 + b2 S a+b
2 - 2

pri ¢emu ova zadnja nejednakost vrijedi po KA nejednakosti.

. Po AG nejednakosti vrijedi:

2
b be s 9| PC o
c a ac
Analogno vrijedi:
ab ca

— 4+ =>2
c+b @
b—c+%>20
a b

Zato vrijedi:

ab e ca 1(@+l—’5+91—’+ﬂ+b—c+fﬁ)21(2a+2b+2c):a+b+c
2\ ¢ a c b a b 2

c a b

s$to je i trebalo dokazati.

. Vrijedi:

bt = "/abb b < a+b+b+..+b:a+nb

n+1 n+1

pri ¢emu srednja nejednakost vrijedi po AG nejednakosti na brojevima a, b, ...,b (b se ponavlja
n puta), a iz ovoga slijedi tvrdnja zadatka.

. Vrijedi:

1 1 3o (h—a) =
bt e = O ay+a+5@j2523¢ 6-a) 5 =?

Dakle, izraz je vedi ili jednak 3, a za a = 1,b = 2 se postize vrijednost 3, dakle to je i minimum
izraza.
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14. Drzavno natjecanje 2019., SS A-1.3.
15. DrZavno natjecanje 2019., SS A-3.4.
16. Drzavno natjecanje 2009., SS A-4.2.
17. DrZavno natjecanje 2015. SS A-1.3.
18. DrZavno natjecanje 2015. SS A-2.4.

19. Volumen kutije je (a — 2x)3x, vrijedi a,z € R,2x < a i z,a > 0.

Trebamo odrediti maksimalnu vrijednost tog izraza.

(a —2x)%z = (a — 2z)(a — 22)x = le(a —2z)(a — 2z2) - 4z

Po AG nejednakosti vrijedi:

a—2r+a— 2z +4x
3

> \:*/(a—2ac)(a—2$) Az

(a—2x+a—2w+4x

3
3 > > (a—2z)(a—2z) -4z

a—2x+a—2x+4x)3

(a—2m)(a—2w)-4:c§( 3

Uvrstavanjem ove nejednakosti u gornju nejednakost dobivamo:

1 l/a—2z+a—2x+4z\® 1 [2a\® 243
—(a—2 —2z) -4z < - =-. (=) ===
s 20— ””—4( 3 ) 4 (3) 27
Cilj je dokazati da je to maksimum i odrediti za koji « se postize.

Jednakost u ovoj AG nejednakosti vrijedi ako i samo ako je

a—2r=a— 2z =4x

6xr =a
s @
6

Dakle, postoji rjeSenje ove jednadzbe za svaki a pa se postize jednakost, odnosno dobivena
vrijednost je maksimum. Tada vrijedi z = g pa je to rjeSenje.
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/2009-SS-drz-A-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

C2: Matej Vojvodic¢ - Invarijante

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Ovo ¢emo zajednickim snagama...

1. Svaki potez mijenja broj ¢asa popunjenih sa sokom za +2, 0 ili -2. Dakle, kako smo krenuli s
jednom punom ¢asom, ne mozemo doéi do situacije kada imamo nula punih ¢aSa jer je parnost
ocCuvana. Znaci, koliko god Marko popio soka, nikada nece moéi popiti sve.

2. Zamislimo opisani zapis kao binarno stablo u ¢ijem je svakom ¢voru napisano koliko djece ima.
Vrijedi da sve prazne kutije imaju 0 djece. Za sve ostale kutije vrijedi da imaju 2 + broj kutija u
prvoj kutiji + broj kutija u drugoj kutiji. Dakle, svaka kutija u sebi imaju parno mnogo kutija.
Kako je Matej Ivi poklonio vanjsku kutiju koja u sebi ima parno mnogo kutija, onda nije mogudée
da joj je poklonio to¢no 1000 kutija.

3. Obojimo Sahovski plo¢u. Svaka domino plocica pokrit ¢e to¢no jedno bijelo i jedno crno polje,
a kako polja jedne boje ima 30, a druge 32, onda nikako neéu moéi postaviti zadnju domino
plocicu jer bi ona trebala prekrivati dva polja iste boje.

4. Primijetimo da u nizu od prvih 1000 prirodnih brojeva ima puno prostih brojeva (otprilike 180).
Promatrajmo sada niz brojeva od 2 do 1001. Broj prostih brojeva se promijenio ili za 1, 0 ili -1.
To ¢ée vrijediti i za sljedeéi niz brojeva od 3 do 1002, i niz od 4 do 1003... Dakle, ako smo krenuli
s 180 brojeva, i uspijemo pokazati da mozemo postiéi da broj prostih brojeva bude manji od 37,
onda smo po putu sigurno morali pogoditi tocno 37 prostih brojeva.

Koristimo standardni trik kada Zelimo niz od uzastopnih n slozenih brojeva - biramo brojeve
m+D)!4+2,(n+1)!+3,(n+1)!+4,...,(n+ 1) +n,(n+ 1)+ (n+1) - svi moraju biti sloZzeni
jer ¢ée prvi broj biti dijeljiv s 2, drugi s 3, treéi s 4... i posljednji s n+ 1. Dakle, za dovoljno veliki
broj, sigurno ée niz od tih 1000 brojeva imati nula prostih brojeva. Dakle, gotovi smo jer smo
pokazali da mozemo doéi od 180 do 0, mjenjajudéi broj za najvise jedan po apsolutnoj vrijednosti,
pa smo po putu sigurno morali pogoditi to¢no 37 prostih brojeva.

Sto je uopée optimalna strategija?

5. Primijetimo da krec¢emo iz jednog dijela veli¢ine n x m, a igra zavrsava kada ostane nm dijelova
velicine 1 x 1. Kako svaki potez stvara tocno jos jedan dio, to znaci da bez obzira na poteze
igracica, igra traje to¢no nm — 1 potez. Dakle, ako su i n i m neparni, onda je Anja pobjednica,
a ako je barem jedan od brojeva paran, onda je Lucija pobjednica.

6. Slicno kao u prethodnom zadatku, igra traje fiksan broj poteza. Po Gaussu slijedi da ¢e na kraju
(n+1)

n
iore biti
igre biti 5

jednu novu hrpu, igra traje

hrpa od po jednog Zetona, a kre¢emo s n hrpa. Kako svaki potez stvara jos
n(n —1)
2

ukoliko n daje ostatak 2 ili 3 pri dijeljenju s 4, a inace pobjeduje Mare.

, pa pobjednik ovisi o parnosti tog broja - Lana pobjeduje

7. Pretpostavimo da je igra zavrsila tako da su oba igraca stavili sve znakove plus. Znaci, rezultat
bi bio 21 i pobijedio bi Martin. No, ako ispred bilo kojeg broja x stavimo znak minus umjesto
plus, konaé¢ni rezultat ée se promijeniti za 2z (jer neéemo dodati z, i jo§ éemo ga i oduzeti).
Dakle, bez obzira gdje stavimo i minuse, rezultat ée i dalje ostati neparan - optimalna strategija
ne postoji jer bez obzira na poteze ée konacni rezultat biti neparan.

199



10.

11.

12,

13.

14.

15.
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. Ako je neka od igradica izabrala dvije jedinice, onda je na plo¢u dodala dvojku, pa se broj

jedinica i dvojka promijenio za (-2, 1). Ako je pak izabrala dvije dvojke, onda bi jednu ponovo
napisala pa bi promjena bila (0, -1). Kona¢no, ako je izabrala razli¢ite brojeve, zapisat ée 1, pa
je promjena bila (0, -1). Dakle, broj jedinica moZemo ili ne promijeniti ili smanjiti za to¢no 2.
Kako smo krenuli sa 100 (parno mnogo) jedinica, nikada na plo¢i ne moze ostati to¢no jedna
jedinica. Dakle, bez obzira na poteze, Maja pobjeduje.

. Kada Mihael izabere dva parna ili dva neparna broja, na ploc¢u ée zapisati paran broj, a ako

izabere jedan paran i jedan neparan broj, na plocu ¢e zapisati neparan broj. Zadatak dovrsavamo
slicno kao i 5. zadatak: poSto je parnost broja neparnih brojeva invarijanta, onda ée na ploéi
ostati paran broj ako smo krenuli s parno mnogo neparnih brojeva (kad je n pri dijeljenju s 4
daje ostatke 3 i 0), a ostat ¢ée neparan broj ako smo krenuli neparno mnogo neparnih brojeva
(kad je n pri dijeljenju s 4 daje ostatke 1 i 2).

Bez obzira koji par brojeva izaberemo, parnost broja brojeva svake vrste se mijenja svakim
potezom jer smo dva broja smanjili za 1, a treéi povecali za 1. Dakle, parnost broja nula i dvojki
je ista, a broja jedinica suprotna.

a) Ako je ostao samo jedan broj, morala je ostati jedinica, jer da je ostala nula ili dvojka, morala
bi ostati i dvojka ili nula (jer ako je broj nula neparan, onda je i broj dvojki neparan i obratno).

b) Ako su ostale samo nule, gledajmo parnost broja tih nula. Ako je parno mnogo nula, tada
mora, biti neparno mnogo jedinica, pa se medu nulama nalazi i barem jedna jedinica. A ako je
neparno mnogo nula, tada mora biti i neparno mnogo dvojki, pa se medu nulama nalazi i barem
jedna dvojka. Dakle, nemoguce je da su ostale samo nule na plo¢i.

Obojimo mjesta cikli¢no u tri boje: recimo crvena, bijela i plava. Jedan potez mijenja broj macaka
u svakoj bojama za 1 ili -1. BSOMP da je pocetni par bio na bijeloj boji, pa smo krenuli iz trojke
(4, 3, 4). Zato parnost macaka na plavoj i crvenoj boji moraju biti iste, pa nije moguée da bude
na jednoj boji budu 3 macke, a na drugoj 4 macke (Sto bi zahtijevala kona¢na konfiguraciju koju
zelimo postié¢i). Dakle, nije moguée da se jedini pas pomakne na mjesto pored pocetnog.

Izvor ideje: IMO Shortlist 2009. C1 (str. 28)

Zadatak rjeSsavamo koristedi istu ideju kao i u sluzbenom rjeSenju: promatrajmo samo karte koje
imaju oznake djeljive s 50, jer svaki potez zapravo mozemo svesti okretanje neke od tih karata.
U trenutku kada ée igra zavrsiti, sigurno vrijedi da ¢ée sve karte biti okrenute na plavu stranu.
Primijetite da potez prvog igraca uvijek ostavlja neparan broj tih karata (kojih ima 40) okrenut
na plavu stranu, a potez drugog igraca uvijek ostavlja paran broj tih karata okrenut na plavu
stranu. Zato, bez obzira na igru, drugi igrac¢ uvijek pobjeduje - strategija zapravo samo odreduje
duljinu igre: najbrza igra traje 40 poteza, a najsporija otprilike 22090 poteza.

Invarijante na plocama

Oznadimo s C; ;) polje ploCe koje se nalazi u i-tom redu i j-tom stupcu. Obojat ¢emo polje C; ;)
ako i samo ako vrijedi i + j = 3 (mod 4) (pogledaj skicu za pojasnjenje).

Kako takvih polja ima 26, a kako svaka ploCica moze pokriti najviSe jedno polje, onda nije
moguce pokriti cijelu plo¢u navedenim plocicama.

Primijetimo najprije da kako ploca ima 100 polja, a svaka tetranomina 4, moramo ih koristiti
25 da bi ju poplocali.

Primijenimo Ssahovsko bojanje: tada tetranomina moze prekriti ili 3 ili 1 crno polje. Kako ima
neparno mnogo plocica, i svaka prekriva neparno mnogo crnih polja, ukupan broj prekrivenih
polja biti ¢e neparan. No, na ploéi je 50 crnih polja pa zato nije moguce poplocati plocu.

Koristimo bojanje koje polja u presjeku parnih redova i parnih stupaca boja u crno, a inace u
bijelo. Takvo bojanje ée imati nm crnih polja i 3nm bijelih polja. Motivacija za ovo bojanje je


https://www.imo-official.org/problems/IMO2009SL.pdf

16.

17.

18.

19.

E'm

Slika 18.1.: Skica zadatak 13.

kako bi svaka plocica dimenzija 2 x 2 prekrila to¢no jedno crno polje, no bitno je i da plocice
dimenzija 1 x 4 pokriva ili 2 crna ili nijedno crno polje. Dakle, sigurno neée biti mogudée poplocati
pod kada neku ploc¢icu zamijenimo onom druge vrste.

Uzmimo Sahovsko bojanje, tako da su kutna polja crna. Da nema "maknutih" polja (tj. onih koja

2n +1 2n+1)+1
(2n+1) x(2n+1) + = 2n? 4+ 2n + 1, no metodom je

(2n+1) x (2n+1)—1

ne treba poplocati), crnih polja bilo bi

2

maknuto toéno n* crnih polja. Bijelih polja pak ima

= 2n? + 2n, i nije

maknuto ni jedno bijelo polJe Dakle, da bi ploca blla poplociva domlnama broj crnih i bijelih
polja mora biti jednak: n? 4+ 2n + 1 = 2n? + 2n = n? = 1, pa je moguée plo¢u poplodati samo
za n = 1. Primjerom zaista i pokaZzemo da je n = 1 rjeSenje, a za sve ostale n zbog invarijante
sigurno necée postojati rjesenje.

Ne moze. Obojimo prvi i Cetvrti red u jednu boju, a drugi i treéi u drugu boju. Primijetimo
da sigurno skakac¢ ne moze skociti iz prve boje u sljede¢em potezu ponovo na polje prve boje
- dakle mora nuzno u polje druge boje. Kako ima jednaki broj polja obje boje, onda slijedi da
svaki potez mora mijenjati boju.

No, to nije moguce jer ako uvijek skacemo iz druge boje u prvu, da nikad ne¢e moéi promijeniti
boju u Ssahovskom bojanju. Dakle, nije na taj nacin moguée posjetiti ni sva polja druge boje, pa
sigurno nece modi posjetiti ni sva polja. Opéenito, u dokazu nigdje nismo koristili da je druga
dimenzija 8: ni jedna ploca veli¢ine 4 X n nije moguce obiéi skakaCem.

Neke trivijalne transformacije

Primijetimo da podetni broj 20212°22 nije djeljiv s 9 jer je umnozak brojeva koji nisu djeljivi s
9. Primijetimo da je potez invarijantan na ostatak pri dijeljenju s 9. Dakle, kada ostane samo
10 znamenaka, ni taj broj i dalje ne moze biti djeljiv s 9. Dakle, nemogudée je da je ostalo 10
razlicitih znamenaka jer bi tada 0+ 1+ 2+ --- + 9 = 45 preostali broj bio djeljiv s 9.

a) Primijetimo da svaki potez ¢uva zbroj brojeva (jer je a+b+c = (2a—b)+ (2b—c¢) + (2¢ — a),
a druga dva broja ne mijenjamo). Kako je zbroj petorki razli¢it (61 # 63), onda sigurno nije
moguce postié¢i petorku iz pocetne.

b) Da, petorku je moguée postiéi: u prvom potezu odaberemo trojku (10,12, 15) pa éemo dobiti
brojeve (8,9, 20) (tj. petorka je 7, 8, 9, 17, 20). Sada biramo trojku (7,8,9) i dobit éemo trojku
(6,7,11) - i dobivamo traZenu petorku 6, 7, 11, 17, 20.

c¢) Primijetimo da potez ¢uva broj parnih brojeva - jer je 2a sigurno parno, a —b iste parnosti
kao i b (analogno slijedi i za druga dva broja). Dakle, kako poc¢etna petorka ima samo dva parna
broja, a konacna cetiri, nije mogucée doéi do te petorke.
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Slika 18.2.: Skica zadatak 24.

Promatrajmo brojeve y; = z; + 1. Dakle, kada promatramo potez dobit éemo novi broj (y; —
)(y; — 1)+ (yi — 1) + (y; — 1) = yiy; — 1. Ponovo smo dobili broj slicnog oblika. Lako se moze
pokazati da kada spajamo brojeve oblika a — 1 i b — 1 da ¢emo dobiti broj oblika ab — 1. Kako
je mnoZenje komunikativno, nije bitno kojim redom biramo brojeve. Konkretno, invarijanta
u ovom zadatku je da koji god brojevi a;...ax piSu u nekom trenutku na ploci, vrijedit ée
(a1 + 1)(ag +1)...(ag + 1) = (z1 + 1)(z2 + 1)... (2, + 1). Dakle, konaéni rezultat ée biti
Y1y2...Yn — 1, odnosno (1 +1)(z2+1)...(zp, +1) — L.

Promatrajmo $to se dogada s koordinatama tocke A’ pri potezu. Vrijedi z4r = x4+2X (xp—2x4) i
yar = ya+2x (yp—ya). Kako drugi pribrojnik mnozimo s 2, on je uvijek paran, pa otkrivamo da
parnost koordinata tocke A’ ovisi iskljudivo o parnosti koordinata tocke A. Kako medu podetnim
tockama nemamo tocku s obje neparne koordinate, onda nije moguée ni sa jednom tockom doéi
u tocku s obje neparne koordinate.

Primijetimo da potez mijenja boje kameleona za (—1,—1,2), pa zato ima smisla promatrati
invarijantu modulo 3 (jer je —1 =2 (mod 3)). Kako brojevi (100, 200, 300) ¢ine potpuni sustav
ostataka modulo 3: (1, 2, 0), a svakim potezom se svaki broj smanji za 1, pa ¢emo opet dobiti
potpuni sustav ostataka modulo 3. Dakle, postoje barem dvije vrste koje imaju barem 2, odnosno
barem jednog pripadnika. Stoga trenutno nije moguée postiéi da su svi kameleoni jednake boje.

Zanimljivo je primijetiti da bez obzira koje boje dodamo kameleona, moéi éemo postié¢i da svi
budu na kraju iste boje. Ako dodamo zelenog kameleona, onda moZemo posti¢i da svi kameleoni
budu plavi - mozemo iz (101, 200, 300) doéi do (167, 167, 277) (tako da spojimo 33 parova
crvenih i plavih kameleona), pa u (0, 0, 601) (da samo spajamo crvene i zelene kameleone).

Sli¢ne algoritme moZemo pronaéi da ako dodamo crvenog kameleona ¢e svi mogu postati zeleni,
odnosno ako dodamo plavog da svi mogu postati crveni.

Primijetimo da je zbroj z2 + y? invarijantan jer je (0.6z + 0.8y)? + (0.8z — 0.6y)? = 0.3622% +
0.96zy + 0.64y2 + 0.642% — 0.96xy + 0.36y? = x2 +y2. Dakle, iz (3,7) (32 + 72 = 58) nije moguée
doéi u tocku (4,5) (42 + 5% = 16 + 25 = 41).

U ovom zadatku koristit ¢emo monovarijantu koja opisuje opseg polja obraslih korovom. Primi-
jetimo da ako su to¢no dva susjeda nekog polja obrasla korovom, tada se opseg neée promijeniti,
a ako ih je viSe obraslo, onda ¢e se nuzno smanjiti.

Dakle za vrt dimenzija 10 x 10, konac¢ni opseg ¢e biti 40, pa sigurno trebamo barem 10 polja.
Tih 10 polja mozemo trivijalno rasporediti po glavnoj dijagonali §to je dobro rjesenje.

Za vrt oblika 5 x 10, opseg je 30, pa trebamo barem 8 polja za pocetak. Skica prikazuje jedan
moguéi primjer (crvena polja oznacavaju polja koja su na podetku bila obrasla korovom).

Primijetimo da je invarijanta na potez da je o¢uvan ged (x,y) jer je potez zapravo jako sli¢an
Euklidovom algoritmu. Dakle, nije moguée iz (19,94) doéi do (19,95) jer je gcd (19,94) =1, a
ged (19,95) = 19.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Euklidov_algoritam

S druge strane, mogude je doéi do (19,96). Opéenito, mogudée je iz bilo kojeg para (a,b) doéi do
para (c,d) ako i samo ako ged (a,b) = ged (¢, d). Neka je D = ged (a, b). Tada je iz (a,b) doéi do
(D, D) koristeéi Euklidov algoritam, a zatim iz (D, D) mogudée doéi do (¢, d) koristeéi "inverzni"
Euklidov algoritam.
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G2: Patricija Dovijani¢ - Tetivni Cetverokuti

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Laksi zadaci

o o~ b=

MNM on-line predavanje, Tetivni ¢etverokuti, zadatak 3.
2015.02A.2

MNM on-line predavanje, Tetivni ¢etverokuti, zadatak 8.
2016.02A 4

MNM on-line predavanje, Tetivni ¢etverokuti, zadatak 11.

2016.3A.3

Tezi zadaci

7.
8.
9.
10.
11.
12.

13.

14.
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2011.D1A.4
2017.72A.4
2009.D4A.1
2018.D4B.5
2018.7Z4A.3

Izvor: staro predavanje.

Skica rjesenja. Neka, je E noziste visine iz vrha C, i G sjeciste CE i FH. Cetverokut EMGH je
tetivan (razmislite zasto), i G je teZiste trokuta ABC, pa je |GE| = 1, odakle je [EM| = 3|BE].
Po poutku SK S, trokuti BHF i EBC su sli¢ni, pa je ZEMG = /CAB = /CBA = a. EF je
srednjica trokuta ABC, pa jei /ZFEB = «. Sada je ZEMF = 180° — ZEMG = 180° — «, pa
je EBHF tetivan, odakle slijedi tvrdnja zadatka.

Izvor: staro predavanje.

Skica rjesenja. Uvedimo oznaku o = ZAM B. Slijedi /KBC = /BCK = 90°—a i ZBKC =2a.
Promotrimo kruznicu BCM. Kako je ZCM B = 180° — «, drugi obodni kut nad BC jednak je
a. Bududi da je ZBKC = 2a i |BK| = |CK]|, K je srediSte kruznice BCM i vrijedi |[BK| =
|CK|=|MK]|.

Oznacimo s E sjeciSte pravaca KM i AD. Dokazujemo da je ZDEM = 90°.

Vrijedi ZACB = ZADB = ZEDM = §, jer se radi o obodnim kutevima nad lukom AB. Kako
je trokut CM K jednakokracan, /CMK = /ZMCK = 90° — 5. Takoder, /DMC = a.

Buduéi da su tocke E, M i K kolinearne (leZe na istom pravcu), vrijedi ZDMFE + ZDMC +
ZCMK = 180°, odakle je /DM E = 90° — , i kona¢no, promatraju¢i unutarnje kutove trokuta
DEM, dobijemo /DEM = 90°, §to je i trebalo dokazati.

Izvor: drzavno 2007. 3A.3

Skica rjesenja. Neka je H' osnosimetri¢na slika ortocentra preko AB i D noZiste visine na stranicu
AB, tj. presjek pravaca HH' i AB. Kako je trokut AOH jednakostranifan (razmislite zasto),
vrijedi ZAOH' = 60°, pa je njegov obodni kut LACH' = ZACD jednak 30°. Buduéi da je
trokut AC'D pravokutan, slijedi /CAD = Z/CAB = 60°.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://www.youtube.com/watch?v=mrxStGkJzko&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://www.youtube.com/watch?v=kGAnUOWTCfQ&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm

N2: Paula Horvat - Kongruencije

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

Svaki prirodan broj n moze davati ostatak 0, 1,2 ili 3 pri dijeljenju s 4, odnosno zapisano pomocéu
kongruencija: n = 0,1,2 ili 3 (mod 4). Znamo da a = b (mod ¢) = a* = bv* (mod c) za svaki
k € N pa je n? = 0%,12,22 ili 32 (mod 3), odnosno n? = 0,1,4 ili 9 (mod 4). Medutim, kako je
4=0 (mod 4)i9=1 (mod 4), onda je n? = 0ili 1 (mod 4).

. Primijetimo kako vrijedi:

31 =3 (mod 10)
32=9 (mod 10)
33=7 (mod 10)
3'=1 (mod 10)
3°=3 (mod 10)

Zato zakljucujemo da je 333 = 3-(3*)8 = 3.1 = 3 (mod 10) pa je zadnja znamenka danog broja
3.

a) Ako je n paran n? 4 2n — 1 je neparan pa nije djeljiv s 4.
Ako je n neparan, tada jen = —1, 1 (mod 4), pajen®+2n—1=(-1)2+2-(-1)—-1= -2
(mod 4) ilin?+2n—1=124+2-1—1=2 (mod 4), u oba slucaja opet nije djeljivo s 4.
b) 27+2 4320+l =4.9" + 3.9" = (-3)-2" +3-2" =0 (mod 7), pa je izraz djeljiv sa 7.
. Zadatak 3.
. 22 + 3 = 4 (mod 7). Nakon sto od obje strane kongruencije oduzmemo 3 dobivamo 2z = 1

(mod 7). Bududi da taj izraz Zelimo podijeliti s 2, zapisat ¢emo ga tako da se na desnoj strani
nalazi paran broj, odnosno 2x = 1 = 8 (mod 7). S obzirom na to da su 2 i 7 relativno prosti
kongruenciju smijemo podijeliti sa 2 iz ¢ega slijedi x = 4 (mod 7).

. Uolavanje 22 = x (mod 2) i 23 = z (mod 3) = 23 = z (mod 6), Vz € N, iz ega slijedi

tvrdnja zadatka.

212TL+9 — 23(4n+3) — 84n+3 = (_5)41’L+3 = _547’L+3 (mod 13).

212n+9 _ 54n+1 = _54n+3 _ 54’!‘L+1 = _54n+1(25 + 1) = O (mOd 13)

. Zupanijsko natjecanje 2009., SS A-2.4.

. Prvo moramo uo¢iti da za sve proste p,q > 3, p = 1 ili —1 (mod 6). Razlikujemo sada dva

slucaja:

a) Za p > 31iq> 3slijedi da je p> =1 (mod 6), isto tako je ¢> =1 (mod 6) pa je p? — 2¢° =
1-2= -1 =5 (mod 6). Desna strana jednadzbe je kongruentna 1 (mod 6) stoga jednadzba
nema rjesenja za p,q > 3.
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https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/kongruencije.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2009-SS-zup-1234-A-rj.pdf

10.

11.

12.
13.
14.
15.
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b) Jedan od brojeva p,q je 2 ili 3. Ako je p = 2, dobivamo da je 2¢> = 4 — 1 = 3 $to nema
rjeSenja u cijelim brojevima. Sliéno za ¢ = 3 dobivamo da je p? = 1 4 18 = 19, $to isto
nema rjesenja u cijelim brojevima. U preostala dva slucaja rjeSavanjem kvadratne jednadzbe
dobivamo isto rjesenje (p,q) = (3,2).

Dakle, jedino rjesenje je (p,q) = (3,2).
Za bilo koji takav raspored mozemo pronadi nenegativne cijele brojeve x1, x2, ..., £2gos takve da

je dobiveni broj jednak 1! - 10%t + 22 . 102 + ... 4 20082008 . 10*2008, Na primjer, za raspored
331122 = 2714, vrijedi 2714 = 33 - 10% + 11 - 10* + 22 - 10°.

Kako je 10 = 1 (mod 3) vrijedi 11107t +22.10%2 +... 420082008 . 10%2008 = 11 422 4. 420082008
(mod 3).

Lako se provjeri da vrijede sljedeée tvrdnje

Ako je a =0 (mod 3) onda a®* =0 (mod 3).

Ako je a =1 (mod 3) onda a® =1 (mod 3).

Ako je a =2 (mod 3) i a paran onda a* =1 (mod 3).

Ako je a =2 (mod 3) i a neparan onda a* =2 (mod 3).

Koristeéi gore navedene tvrdnje vidimo da izraz 1' 422 433 + 44 + 5% + 66 + 7" = 0 (mod 3).
Analogno 8 +...+141* =0 (mod 3) pa vrijedii 1' +22+...4+2002%20°2 = 0 (mod 3). Sada vidimo
da je izraz 1! + 22 4 ... + 20082008 = 20032003 + 20042004 + 20052005 + 20062006 + 20072007 = 2
(mod 3). Medutim, po primjeru 1.2., kvadrat cijelog broja ne mozZe dati ostatak 2 pri dijeljenju s

3. Stoga zaklju¢ujemo da nije moguée posloZiti brojeve 11,22, ..., 200829 jedan za drugim tako
da dobiveni broj bude kvadrat nekog prirodnog broja.

Iz dokazane tvrdnje 2. zadatka, znamo da vrijedi S(2") = 2™ (mod 3). Neka je a zadnja zna-
menka broja 2". Imamo:
a(S(2") —a)=a(2" —a) (mod 3).

Sada uo¢imo da, za parni n, 2" = 1 (mod 3), dok za neparni n 2" = 2 (mod 3). Gledamo
slucajeve ovisno o kongruenciji od n (mod 4):

1) n=0 (mod 4) = a = 6ili 2" = 1. U oba slucaja dobivamo a(2" — a) =0 (mod 3).

(
(mod4) = a=41i2"=1 (mod 3), pa a(2” —a) =4(1 —4) =0 (mod 3).
(mod 4) = a=8i2"=2 (mod 3), pa a(2" —a) =8(2 —8) =0 (mod 3).

Skolsko natjecanje 2016., SS A-3.7
Drzavno natjecanje 2014., SS A-2.3
JBMO shortlist 2020.
JBMO shortlist 2020.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-rj-ispravljeno.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2021/07/jbmo_shortlist_2020.pdf
https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2021/07/jbmo_shortlist_2020.pdf

X2: Lucija Reli¢ - Indukcija

Link na zadatke. Link na hintove.

Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 1

. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 3a
. Problem 2.a)
. Problem 5.

. Ako raspiSemo traZeni zbroj S(n) za prvih nekoliko n € N vidimo da bi trebalo vrijediti S(n) =

n P . 3K . . y& . . . . .o .
741 Bazu smo vec provjerili raspisuju¢i male primjere. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

S(n) = ;47 Sada imamo

1 1 1

i Sl prarg ey Sl Ol a3 ey
n 1

“nri T i DmT2)

n?+2n+1 _n+1

C (n+1)(n+2) n+2

1
—+

1
1.9 m—F...-l—

pa smo pokazali korak indukcije, tj. indukcijom smo pokazali da je trazeni zbroj jednak -7 za
svaki prirodni broj n.

. MNM online predavanje, zadatak 6

. Za bazu uzmimo n = 1, jedan pravac sam sa sobom sijece se u 0 tocaka pa smo provjerili bazu.

Pretpostavimo da za neki proizvoljan n € N vrijedi da se n pravaca u opéem polozaju sijeku u
@ tocaka.

Sada promatramo broj sjecista (n+1) pravaca u opéem polozaju. Izdvojimo jedan od njih; preos-
talih n po pretpostavci indukeije ima “™=Y gjeciita. Izdvojeni pravac sijede svaki od preostalih
n to¢no jednom (ne postoje 2 paralelna pravca niti 3 koja se sijeku u istoj tocki), ¢ime doprinosi

broju sjeciSta sa n. Zato je ukupan broj sjecista (n + 1) pravaca jednak

n(n —1) ~n*—n+2n _ (n+1)-n

g tn 2 2

¢ime smo pokazali i korak indukcije pa tvrdnja zadatka vrijedi po principu matematicke induk-
cije.

. Elementarna matematika 1, materijali za vjezbe, zadatak 7

. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 10
10.
11.

MNM online predavanje, zadatak 9.

Lako vidimo da ploc¢u 2 X 2 mozZemo poplocati jednom ploc¢icom koje god polje bilo uklonjeno.
Pretpostavimo da za neki n € N mozemo sahovsku plo¢u 2" x 2™ s uklonjenim bilo kojim poljem
poplocati trominama. Promatramo plo¢u veli¢ine 2"t x 2"+1 s uklonjenim nekim poljem. Ona,
je sastavljena od 4 ploce veli¢ine 2" x 2", a uklonjeno polje nalazi se u nekoj od tih cetvrtina.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da se uklonjeno polje nalazi u gornjoj lijevoj
¢etvrtini, pa tada tu Cetvrtinu po pretpostavci indukcije moZemo poplocati trominama. Promo-
trimo sada 4 polja koja se nalaze tofno u sredini velike ploce. Jedno od njih (gornje lijevo) veé

207


https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/materijali/vjezbe/EM1-3-Matematicka-indukcija-zadaci.pdf
https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf

12,
13.
14,
15.
16.

17.
18.
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smo poplocali, pa na preostala 3 moZemo pravilno postaviti jednu trominu. Medutim, ta tro-
mina nalazi se u svakoj od preostalih ¢etvrtina ploce (to¢no s jednim poljem), pa i te Cetvrtine
sada mozemo promatrati kao ploce 2" x 2™ s uklonjenim jednim poljem, a to po pretpostavci
znamo poplocati trominama. Tako smo poplocali cijelu veliku plo¢u (osim naravno onog jednom
uklonjenog polja) pa smo pokazali i korak indukcije.

Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.5, Exercise
Clanak iz Poudka, zadatak 10.

Problem 35.

The Counterfeit Coin Problem, slajd 121

Dokazujemo tvrnju indukcijom.
Neka je T;, tvrdnja zadatka za n automobila. Baza n = 1 vrijedi trivijalno.

Sada pretpostavimo da vrijedi T}, za neki n € N. Neka imamo n+1 automobila na cesti. Dokazimo
da postoji automobil koji sa svojim gorivom moze sti¢i do prvog sljededeg.

Pretpostavimo suprotno, niti jedan automobil ne moze sti¢i do prvog sljedeceg. No tada je zbroj
koli¢ine goriva manji od goriva potrebnog za cijeli krug, iz ¢ega slijedi kontradikcija. Dakle,
postoji automobil koji moZe sti¢i do sljedeéeg. No, ta situacija je ekvivalentna situaciji da taj
automobil ve¢ na pocCetku ima svoje gorivo i gorivo sljedeéeg automobila, a da sljedeceg auto-
mobila uopée nema, a to je upravo tvrdnja 7, koja vrijedi.

Dakle, dokazali smo T;,, = T,+1 pa po principu matematicke indukcije sada vrijedi T;,,Vn € N
¢ime je dokaz zavrsSen.

Zupanijsko 2012. 4A, 5.

Mogucée je! Lako provjerimo da je za 4 to moguée, pa indukcijom pokazemo da moZemo prijedi iz
n u 2n i to tako da prvih n brojeva budu neparni, a zadnjih n parni i poslozeni analogno rjesenju
za n. Tada te polovice nemaju konflikte (transformacijama k — 2k i k — 2k + 1 ne kvarimo
uvjet prosjeka), a zbroj dva broja iz razli¢itih polovica je neparan pa se njihov prosjek ne nalazi
u nizu. Sada moZemo napraviti konstrukciju za sve 27, a ¢m to preraste 20202°2° poslozimo te
brojeve (za 27, gdje je n dovoljno velik) te izbacimo one veée od 20202°20 i tako dobivamo dobar
raspored.


https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/337169
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://web.stanford.edu/class/archive/cs/cs103/cs103.1126/lectures/03/Slides03.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf

Rjesenja za trecu grupu

A3: Mateo Duji¢ - Teleskopiranje

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Laksi zadaci

1. Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi

k2 +1 2 1 1
- =1l4+—FF==14 — - —.
o1 T h-DE+D  TE-1 k+l
Danu sumu sada moZemo zapisati kao
PR DPUE U I U S S Sy S P
1 2 "7 'n-1 3 4 7 n+4+1 2 n n+l
. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
1 v/ —
= Fil-vk =vVk+1-Vk,
VE+vE+1T (VEF1+VE)(WVEk+1-VE)
$to znaci da danu sumu moZemo zapisati kao
V2-V14+V3—V24+...+Vntl—vn=|vVn+1-1
. Primijetimo da za svaki kK € N, k > 1 vrijedi
1 k-1 (k—-1)(k+1)
RT e T K2
$to znaéi da dani umnozak moZemo zapisati kao
2-1)(2+1) (3-1)(3+1) (n—1(n+1) 1.2.32.42.....(n—12-n-(n+1)
22 ' 32 n?2 B 22.32.. .. .n2 -
n+1
2n
. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
6 _2__2
k(k+3) k k+3’
$to znaéi da danu sumu moZemo zapisati kao
2 2+ +2 2 2 2 o414 2 2 2
1 2 77'n 4 5 77 n4+3° 3 n+l n+2 n+3
11 2 2 2
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Umjereni zadaci

5. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

2 2 _ 1
42 -1 (2k—1)(2k+1) 2k—1 2k+1’

$to znadi da danu sumu moZemo zapisati kao

1 1 _l4 1
n—1 2n+1 nm+1

11+11++
1 3 3 5

6. Nejednakost koju trebamo dokazati mozemo zapisati kao

1 1 1
To—T1+ L1 — . —Tp—1+ Tp—1 — Ty + + ++t—22n.
To — X1 Tl — T2 Tp—1 — Tn

Neka je a1 = 9 —x1, a3 = 1 — T2, ... Ap = Ap—1 — 6y,. Tada je lijeva strana nejednakosti jednaka

11 1 & 1
a1taz+ o tant+—+—++—=> (a;i+—).
a1 a9 an i—1 a;

Zbog uredenosti xg > x1 > x93 > --- > T, je svaki a; > 0 pa je a; + ai > 2, odnosno > i ;(a; +

a%) > 2n, §to je i trebalo pokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je a; = 1 zasvakii = 1,2, ...n,

odnosno g — 1 =21 — 9 = ... = Tp_1 — Tp, = 1.

7. Za x =1 vrijedi
l+z+22+...+2"=14+1+...+1=|[n+1]

Za = # 1 moZemo danu sumu pomnoziti i podijeliti s 1 — z, $to znaéi da je ona jednaka

1-2)Q4+z+2?+...+2") l1-—z+z—a’+z>—23+... 42" —2""!
l-=2 B l-2

1— xn—i—l

l1—z

8. Za z =1 vrijedi

1 2
14224322 +...+(n+1)z"=14+243+...+n+1= (n+ )2(n—|— )

Za x # 1 moZemo danu sumu pomnoziti i podijeliti s 1 — z, $to znaéi da je ona jednaka

— 2 n
LHS = 1-2)1+2z+3z°+...+(n+1)2") _

l1-=z
1-z+4+22-222+322 -3z + ...+ (n+ 1)z" — (n+ 1)z"*!
- — -
_lt+z+zi+.. 42" (n+1)z"H!
B l—z C 1-z

Sada moZemo iskoristiti rezultat iz prethodnog zadatka, pa je dana suma jednaka

1—gntl B (n+1)z™H
(1—=z)? l—-z
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9.

10.

11.

12,

Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
k-k'=(k+1)-kl—k'=(k+1)! -k,
§to znaéi da danu sumu mozemo zapisati kao

20-114+3-21+... +(n+ 1) —nl=|(n+ 1) -1

Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
(4+k+1)-K=(k+1)2—k) -K=Ck+1D2 -k -k -kl=(k+1)-(E+1) —k-k,

$to znaéi da danu sumu mozemo zapisati kao

2:20—1-1143-31 =221+ ...+ (n+1)-(n+ 1)l —n-nl=|(n+1)- (n+1)! - 1|

1
Rastavimo izraz K+ 1)k +2) na parcijalne razlomke:

1 a b c

KE+DR+2) k k+1 kt2

Odredimo koeficijente a, b, c € R. Svodenjem desne strane na zajednicki nazivnik, dobivamo

g_i_ b c  a(k+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1)
E k+1 k+2 k(k+1)(k+2) B
(a+b+c)k? + (3a+2b+c)k + 2a
kE(k+1)(k+2)
1
Usporedimo li dobiveni brojnik s brojnikom izraza R+ 1)k +2) i izjednacimo li koeficijente

uz k2, k te slobodne koeficijente, dobivamo sustav od tri linearne jednadzbe:

a+b+c=0, a=%,
3a+2b+c=0, = {b=-1,
20 =1 c=%.

Dakle vrijedi

1 _1(1_L+;)
k(k+1)(k+2) 2\k k+1 k+2/°

Danu sumu sada moZemo zapisati kao

1<1+1+2+2+ +2+ 1 N 1 2 2 2 )_
2\1 2 3 4 7' n n+l1 n+2 2 3 7 n+4+1)
1(1+ 1 1 1 )_1+ 1 1
2 n+2 2 n+1/) |4 2n+4 2n+2

Primijetimo da za svaki k € N, k > 2 vrijedi
ax—1=24+apay...a,_9 = agai...0_2 = Gp_1 — 2,
Sto znadi da za svaki k > 2 vrijedi
ar =2+ apai...ag—2 - ax—1 =2+ (ag—1 — 2)ax—1 = ai_l —2ap_1 + 2.

Dokazimo sada principom matematicke indukcije da vrijedi za svaki n > 1 a,, = 22" + 1.
Baza.n=1, a; =2+3 =22 +1.
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Pretpostavka. Za neki n € N vrijedi a,, = 22" 4 1.
Korak. Dokazimo da vrijedi a,+1 = 22" 4 1. Koristenjem formule koju smo gore dokazali,
imamo da vrijedi

np1 = a2 —2a, +2= (2" +1)2 - 202¥" +1) +2=2""" +1,

v . v . .o . . 2007
&ime je zavrSen korak indukcije. Iz ovoga slijedi | agooy = 22 + 1.

13. Primijetimo da se nazivnici mogu faktorizirati na sljede¢i nacin:
B +1=F+1)2 - =F+k+1)E -k+1).

Ono $to je zanimljivo kod ove faktorizacije jest da je jedna zagrada zapravo jednaka drugoj
zagradi uz translaciju varijable za jedan, odnosno vrijedi

B —k+1=(k-124+(k—-1)+1.
Tu Cinjenicu éemo iskoristiti da bi izveli teleskopiranje. Rastavljajuéi izraz
k —
K*+k2+1  (K2+k+1)(k2—k+1)

na parcijalne razlomke, dobivamo da vrijedi

k 1 1 1 1
KA k2+1 2(k2—k+1) 22 +k+1) _5<(k—%)2+ ((k+1)_%)2+%)’

pa je dana suma jednaka

[

1 1 1 |1 1
2\(1-12+3 (m+1-1243) |2 224+2n+42

Tezi zadaci

14. Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi
1 1 1

1
B kE-—D k-1 &

pa je dana suma manja od

141

1 1 1 1 1
1 2

— o4+

1
+§ 3 n—1 n n

15. Primijetimo da za svaki k € N, k > 1 vrijedi

1 1 _i( 11 )_ 11
Fyp_1Foy1 Fo1(Fr—1+Fy)  Fp \Fr—1  Fr1+ Fy Fy1Fy, FpFpp’

Sto znaéi da danu sumu mozemo zapisati kao

1 1 4 1 1 P 1 1 _I1 1
PF, FRF; FRF FBF,  FaF, FFq FrFni1
16. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi
6k‘ 2k 2k‘~|—1
(3k — 2)(3F+1 — gh+1) ~ 3k _2k  3k+l _ okt
$to znaéi da danu sumu moZemo zapisati kao
2 22 22 23 on 2n+1 2n-|—1
- + - +...+ - =|2— —/—.
3-2 32 _92 32 _92 33 _93 3n — 9n 3n+l _ 9n+1 3n+l _ 9n+l

17. RjeSenje
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https://artofproblemsolving.com/community/c7h1885809p12847890

C3: Andrija Tomorad - Bojanja i poplocavanja

Link na zadatke. Link na hintove.

RjesSenja

1.

Prvo rjesenje: obojimo ploc¢u u 4 boje tako d je boja 1 u gornjem lijevom kutu, te nastavljamo
niz (ciklus) 1,2,3,4 nadolje i nadesno. Svaka plo€ica pokriva jedno polje svake boje, ali brojevi
polja nisu jednaki.

Drugo rjesenje: dekomponiramo ploc¢u na 2 x 2 kvadrate te novodobivenu plo¢u obojimo sahovski,
svaka plocica pokriva dva crna i dva bijela polja, a brojevi polja su nejednaki.

. Obojimo ploc¢u Sahovski, neka su crna polja u kutovima. U potezu promjene broja Zetona na

crnim i bijelim polja mogu biti (2, —2), (0,0), (—2,2), zato je parnost tih brojeva invarijanta. Svi
Zetoni ne mogu biti na bijelim poljima, jer je na poéetku taj broj 12, (parnost se ne mijenja)
pa ne moze biti 25. Sto se crnih polja ti¢e, na crnim poljima mogu biti svi Zetoni. Odaberimo
proizvoljno crno polje i oplo¢imo plo¢u bez tog polja dominima (to moZemo, lako za provjeriti).
U prvih svakom od prvih 6 poteza odaberimo dva domina i postignemo da se Zetoni u njima
nalaze na istom polju. Nakon toga pomicemo parove Zetona s istog polja zajedno.

. Obojimo ploc¢u u tri boje, slicno kao u prvom zadatku. Promatramo brojeve vNakon svakog

poteza, na pocetku je (3,3,3) a nakon svakog poteza, jedan od njih se poveéa za 1, a ostali se
smanje za 1. To znaci da su nakon svakog poteza ili su svi parni ili su svi neparni; ne mozemo
postiéi (1,0,0).

. Za 2 i 5 mozemo (konstrukcija). Za sve parne brojeve mozemo kao spajanje oploenih 2 x 9

ploca, a za neparne kao spajanje jedne 5 x 9 i nekoliko 2 x 9 ploca. Za 3 ne mozemo. Obojimo
plocu sahovski tako da su crna polja u kutu, ali onda crna polja u drugom redu obojimo natrag u
bijelo. Tako dobijemo bojanje s 10 crnih polja smjestenih na nacin da jednim trominom mozemo
pokriti najvise jedno. Tromina ima 9, a crnih polja ima 10, pa je oplocavanje nemoguce.

. Obojimo sva rubna polja koja nisu u kutu. Svi moguéi potezi okreé¢u paran broj (2 ili 0) Zetona

na obojanim poljima. Na pocetku je neparan broj pisama, a na kraju treba biti paran.

. Za kraljeve, dame i topove oplocitimo plo¢u dominima. Strategija igraca B je u svakom potezu

pomaknuti figuru u drugo polje istog domina. Na taj nacin nikad nece ostati bez poteza. Za
lovce i skakace ista ideja uparivanja polja prolazi. Za lovce uzimamo 2 x 2 kvadrate (u svakomu
su dva polja na kojima se lovac uopée moze zaustaviti). Za skakace podijelimo plo¢u na 2 x 4
pravokutnike, u svakomu su Cetiri para polja koji odgovaraju dominima u slucaju s kraljevima,
topovima ili damama.

. Podijelimo ploc¢u na 2 x 2 kvadrate. U svakomu imamo 4 polja, sva medusobno prijateljska. Na

njima su onda Cetiri broja medu kojima najvise jedan moze biti djeljiv s 2 i najviSe jedan moze
biti djeljiv s 3. Na preostala dva polja mogu biti samo brojevi 1, 5, ili 7. To je ukupno 50 polja
na kojima je broj 1, 5, ili 7. Po Dirichletovom principu postoji broj koji se pojavljuje barem 17
puta.

. DRZAVNO 2018., 2. RAZRED
. DRZAVNO 2012., 2. RAZRED
10.

Podijelimo plo¢u na stupce i obojimo svakog drugog. Na pocetku sve automobile usmjerene
lijevo ili desno koje se nalaze u neobojanom stupcu pomaknimo za jedno polje u obojani stupac.
Nakon toga svi automobili na neobojanim poljima okrenuti prema gore ili mogu izaé¢i. Nakon Sto
oni izadu, pomaknimo sve automobile (tada na obojenim poljima) za jedno polje, te izadimo i s
automobilima okrenutim gore ili dolje na obojanim poljima. Nakon toga izadimo i s automobilima,
okrenutim lijevo ili desno.
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11. DRZAVNO 2019., 2. RAZRED U rjefenju se spominje alternirajuéa suma. Moja (ekvivalentna)
ideja bila je obojati brojeve Sahovski te promatrati razliku suma crnih i bijelih brojeva.

12. DRZAVNO 2016. 2. i 3. RAZRED
13. MEMO 2018.
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G3: Nika Utrobici¢ - Klasicne konfiguracije

Link na zadatke. Link na hintove.

Rjesenja

1. Neka je tocka S presjek opisane kruZnice trokuta AABC sa simetralom kuta pri vrhu A.
A

<
S
Uoc¢imo da je
/SBC = /S5AC = /SAB = /5CB
pri ¢emu prva jednakost vrijedi zbog tetivnosti, druga zbog cinjenice da je AS simetrala kuta,
a treta opet zbog tetivnosti. Dakle, trokut ASBC je jednakokraan, odnosno, |SB| = |SC].
Dakle, tocka S je na simetrali duzine BC, no, iz definicije je ujedno i na simetrali kuta, a kako

je presjek dva pravca jedinstven, slijedi da je presjek simetrale stranice i simetrale kuta tocka S
koja lezi na opisanoj kruznici.

2. Uocimo da je povrsina trokuta ABIC jednaka

r-BC ra
2 27

pri ¢emu koristimo da je radijus upisane kruznice ujedno i visina u tom trokutu. Koristeéi

analogne tvrdnje za ostale trokute i koristeé¢i o€itu ¢injenicu da je trokut AABC rastavljen na
trokute AAIB, ABIC, ACIA, vrijedi

PprBrc =

rct+ra+rb  a+b+c

Paapc = Paar + Papic + Pacia = 5 =T =TS

gdje je s standardna oznaka za poluopseg.

3. Slijedimo skicu.

Oznacimo s a kut izmedu tetive i tangente (zeleni na skici). Onda je iz definicije tangente i uz
¢injenicu da je O centar kruznice

ZOCA = Z0AC = 90° — q,
a iz sume kuteva u trokutu AOCA dobivamo
ZAOC =180° —2/Z0AC = 180° — 2(90° — ) = 2a.

Naposljetku, uo¢imo da su kutevi ZAOC i ZABC sredi$nji i obodni pa prema veé¢ poznatom
teoremu vrijedi ZABC = « §to smo Zeljeli i pokazati.
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4,

Slijedimo skicu.

=
(@)

Ia

Znamo da su srediSta upisane i pripisane kruznice zapravo sjeciSta simetrala unutrasnjih, od-
nosno, vanjskih kuteva pa je zbog toga

ZBIC =90° = ZBI4C.

Iz toga direktno slijedi da je ¢etverokut BIC1,4 tetivan (suma nasuprotnih kuteva je 180°) pa
samo jos treba dokazati da je M srediSte te kruznice.

No, zbog ¢injenice da su kutevi Z/BIC i /BI4C pravi, zbog Talesovog teorema znamo da
je srediSte opisane kruZnice tog &etverokuta upravo poloviste duzine IT4. Ujedno, srediSte te
kruZnice se nalazi na simetrali duzine BC. Dakle, sredi§te opisane kruznice tom &etverokutu
mozemo dobiti kao sjeciSte simetrale duzine BC i pravca II4. Iz prvog zadatka vidimo da je taj
presjek upravo tocka M.

5. Imamo dva dijela.

216

a) U prvom dijelu, imamo sljedecu situaciju.

Neka je H' preslika to¢ke H preko BC. Tvrdimo da je etverokut ABH'C tetivan. Dokazati
¢emo da je /ZBH'C + /BAC = 180°.

Naime, vrijedi
/BH'C=/BHC = /EHF =180 — /FAE — /BH'C + /BAC = 180°

pri éemu prva jednakost vrijedi zbog toga $to je H' preslika od H, a druga jer je Getverokut
(AFHE) tetivan. Kako je suma nasuprotnih kuteva u etverokutu ABH'C jednaka 180°,
znamo da je taj Cetverokut tetivan.

b) U drugom dijelu, radimo sli¢an postupak.



H//
Neka je H” preslika totke H preko tocke M. Jasno, Zelimo pokazati da je Cetverokut
ABH"C tetivan.

Uocimo da je BHCH" paralelogram zbog toga $to se dijagonale raspolavljaju pa je
/BH"C = /BHC.
Koristeéi iste argumente kao i u prethodnom dokazu, imamo da je traZeni cetverokut teti-

van.

6. Neka je D sjeciste simetrale kuta pri vrhu A sa stranicom BC. Zelimo dokazati ﬁ—g = %.

A

F
B D C

Neka su E i F nozista visina iz D na AC i AB. Znamo da je onda |DE| = |DF|. Uoéimo da
trokuti AABD i AACD dijele visinu iz A. Oznac¢imo duljinu te visine s h. Vrijedi

h-|BD| h-|CD| Paapp BD
P = - P = :> = —.
AABD 5 AADC 9 Prapc  DC
U drugu ruku, imamo i da je
DF - AB DE - AC Prapp AB
P = P = [
AABD 9 ) AADC 2 g Prapc  AC

odakle tvrdnja zadatka lagano slijedi.

7. Imamo sli¢nu konfiguraciju kao u zadatku 5. b).
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Kako je BHCH" paralelogram, imamo

/H"BC = /BCH

pa je
/H"BA=/H"BC + /CBA = /BCH + /CBA = 90°

odakle direktno slijedi da je AH” promjer.

. Situacija je sljedeca.

B C

Iz proslog zadatka lagano vidimo da je AH = 20M te je poznato da teziSte dijeli teziSnicu u
omjeru 2: 1, odnosno, AG = 2G M. Takoder, zbog paralelnosti, imamo da /GAH = Z/GMO pa
su trokuti AAHG i AMGO sliéni prema S — K — S poucku. Posebno, to zna¢i ZHGA = ZMGO
§to uz Cinjenicu da su A, G i M kolinearne te konfiguraciju daje da su H, G i O kolinearne te
vrijedi HG = 2GO.

Za alternativni dokaz, pogledajte predavanje iz homotetije za 5. grupu.

. Prvo ¢emo dokazati da su tocke D, E, F' i M na jednoj kruznici $to se analogno prosiri i na

ostala polovista, odnosno, dokazati ¢emo da noziSta visina i poloviSta stranica leZe na jednoj
kruznici.
Uocimo da je ¢etverokut BF EC tetivan zbog Talesovog teorema te zbog istog vrijedi da je M
srediSte kruZnice opisane tom Cetverokutu. Iz teorema o obodnom i srediSnjem kutu, imamo da
je

/EMF =2/ECF = 2(90° — o) = 180° — 2a.
U drugu ruku, zbog tetivnosti ¢etverokuta (DFAC) i (BDEA), vrijedi

/DBF = /FAC =a=/BAE = Z/CDE.
Dakle, imamo
/FDE =180° — Z/BDF — Z/CDE = 180° — 2o = ZEMF

sto daje trazenu tetivnost.

Naposljetku, uo¢imo da je Cetverokut (HF AE) tetivan te zbog pravih kuteva vrijedi da je A’

sredisSte kruznice opisane tom cetverokutu. Zbog obodnih i sredisnjih kuteva vrijedi
/FAE=2/FAE =2a =180° — Z/ZFDE

Sto daje da je Getverokut FA’ED tetivan. Naravno, potpuno analogno dokaZemo i za B’ i za C’

$to daje svih 9 tocaka.

Za, alternativni dokaz, pogledajte predavanje iz homotetije za 5. grupu.

10. Imamo cetiri dijela:
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o Koristimo oznake sa skice. Generalno je poznato da je |BD| = s — b (oznadimo duljine
odsjeCaka s z, y i z i direktno vidimo). Oznac¢imo |CE| = u. Koristimo standardne oznake
za stranice i poluopseg. Vrijedi

CL=CE=uw, BM=BE=BC-CE=a-u.
Sada iz ¢injenice da je AM = AL dobivamo
b+u=c+(a—u) = u=s—b=BD

$to smo htjeli i dokazati.

o Homotetija koja Salje upisanu u pripisanu kruznicu Salje “najvisu tocku” upisane kruznice
u “najvisu tocku” pripisane kruznice, no to su upravo tocke D’ i K.

« Homotetija koja Salje upisanu u pripisanu kruznicu Salje “najnizu toc¢ku” upisane kruznice
u “najniZu tocku” pripisane kruZnice, no to su upravo tocke D i K.

o Promotrimo homotetiju iz K koja Salje trokut AKD’'D u trokut AKAN. Poloviste se Salje
u poloviste pa se I Salje u P, odnosno, K, I i P su kolinearne. Za drugu kolinearnost,
radimo istu stvar, samo za trokute AAND i ADKK'.

11. Slijedimo skicu.

ch
Zbog teorema o obodnom i srediSnjem kutu, vrijedi

LAOC =2/ABC =2/ABN.

Sada imamo

ZOAC =90° — ZA2OC =90°—- ZABN = /BAN.
12. Kako je AE promjer, imamo ZACE = 90°.
C
B D
A E

Uocéimo da zbog tetivnosti vrijedi
/ABC =180° - ZCEA, /ZCDE =180° - LZCAE.
Zbog toga, i Cinjenice da je trokut AACE pravokutan,

ZABC + ZCDE = 360° — ZCAE — ZCEA = 270°.

13. Zupanijsko 2018. 4.r.
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
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Slijedimo skicu.

Kako su DI, i DI, simetrale kuta, imamo da je ZI1 DI, = 90° pa je dovoljno isto dokazati i za
kut AT 1EI2.

Oznacimo radijuse upisanih kruznica trokutima AABD i AADC s r1 i ry. Zbog ¢injenice da su
trokuti AFI1 D, AI1DIs te AI;DG pravokutni, imamo da su trokuti AFI; D i AL DG sli¢éni,

odnosno,

T1 DF
LT il — DG - DF.
DG T - TiT2 G

Koristeéi poznati identitet o duljini odsjecka tangente za upisanu kruznicu (onaj |[BD| = s —a
iz desetog zadatka), imamo da je

AB+BC—-AC AB+BD-AD CD+AD-AC _

FE=BFE - BF = DG.

2 2 2
Sada iz ovog direktno slijedi
_ 1 _ EG
7‘17‘2—FE EFG = EF— 7‘2.

Kako su trokuti AL FE i AEI,G pravokutni i vrijedi prethodni omjer, iz S — K — S poucka
o sli¢nosti dobivamo da su ti trokuti sliéni, a zbog toga je onda /I;EI, pravi (lagani angle
chasing).

Uodite, nigdje u zadatku nismo morali koristiti da je to¢ka D zadana kako je u zadatku, odnosno,
tvrdnja vrijedi za proizvoljnu tocku unutar duzine BC'

Zupanijsko 2009. 2.r.
Drzavno 2012. 4.r.
Zupanijsko 2017. 4.r.
Drzavno 2010. 2.r.
Drzavno 2017. 2.r.

IMO SL 2015. G1


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2009-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1268782p6621351

N3: Laura Horvat - Mali Fermatov teorem i kvadratni ostatci za
male brojeve

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Zadaci za MFT

1.

2
3.
4
5

Fermat’s Little Theorem Solutions, 5.

. Olympiad Number Theory Through Challenging Problems, str.45. Example

prema: Fermat’s Little Theorem Solutions, 11.

. Fermat’s Little Theorem Solutions, 12.

c(a+1)P =30 (,’;)ak.

Za ke {1,...,p—1} vrijedi (}) = p'(p_l)";i(p_kﬂ). To je cijeli broj takav da p dijeli brojnik, ali
ne i nazivnik (jer je k < p), iz ega slijedi da p | (£).

Dakle, (a+1)? = a? + 1+ 32_1 (?)a* = a? + 1 (mod p).

. Evaluation Test 2, 4.

. Fermat’s Little Theorem Solutions, 13.

Olympiad Number Theory Through Challenging Problems, Example 4.2.8.

Zadaci za kvadratne ostatke

9.
10.
11.
12,

Quadratic residues, 8.1.1. b)
Quadratic residues, 8.1.1. ¢)
An Introduction to Diophantine Equations, str.30., Example 3.

Pretpostavimo da je ¢ hipotenuza, odnosno a < b < c.

60 | abc <= 3| abc, 4| abcib | abe.

Pokazimo najprije da 3 | abc. Pretpostavimo suprotno, nijedna od duljina stranica nije djeljiva

brojem 3. Tada vrijedi: a,b,c = 1,2 (mod 3), odnosno a?,b?,c2 = 1 (mod 3). S druge strane,

c? = a® +b? =2 (mod 3), $to je kontradikcija. Dakle, 3 dijeli barem jednu od duljina stranica,

iz Gega slijedi 3 | abc.

Nadalje, pretpostavimo da duljina nijedne stranice nije djeljiva brojem 5. Moguénosti su sljedeée:

a,b,c=1,2,3,4 (mod 5), odnosno a?,b?,c?> = 1,4 (mod 5). S druge strane, 2 = a®>+b*> =0,2,3

(mod 5), Sto je ponovno kontradikcija. Dakle, 5 dijeli barem jednu od duljina stranica, $to znadi

da dijeli i njihov umnozak.

Konaénoz) pokazimo da 4 | abe. Iz Pitagorinog poucka slijedi a? = ¢ — b% = (¢ — b)(c + b), ili
a_ __ ctb _

-2 = 2 =", gdje su m i n relativno prosti.

Dobivamo sustav:

c b m

44— ==

a a n

c b n

a a m
. . N 24n? . 2_p2 .
RjeSavanjem proizlazi ¢ = ™ E0- j & = M =0~ odnosno ¢ = k(m? 4+ n?), b = k(m? — n?) i

a = 2kmn.
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https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-27-15-solutions.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-27-15-solutions.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-27-15-solutions.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/mod2.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-27-15-solutions.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://dms.umontreal.ca/~revealed/HW8.pdf
https://dms.umontreal.ca/~revealed/HW8.pdf
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view

Ako je barem jedan od m i n paran, tada 4 | a pa tvrdnja vrijedi.
Ako su oba neparni, tada je primjerice m? + n? paran pa 2 | ci 2| a, stoga 4 | abc.

13. An Introduction to Diophantine Equations, str.181., Example 3.
14. An Introduction to Diophantine Equations, str.219., 2.

15. Art of Problem Solving

16. An Introduction to Diophantine Equations, str.224., 9.

17. Stack Exchange
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https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://artofproblemsolving.com/community/c6t248f6h1871859_if_abc__k2__1_in_n_then_one_of__a__1_b__1_c__1_is_a_composite
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://math.stackexchange.com/questions/821483/sum-of-all-4-digit-squares-of-a-specific-form

X3: Luka Buli¢ Braculj - Princip ekstrema

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Zadaci su iz sljedeéih materijala pa tamo mozZete pronadi rjeSenja:
1. Arthur Engel: Problem solving strategies
2. MNM online predavanje - Princip ekstrema

Tamo takoder moZete pronadi i rjeSenja primjera.

Laksi zadaci

1. Online predavanje, zadatak 5.
2. Online predavanje, zadatak 7.

3. Online predavanje, zadatak 10.

Umjereni zadaci

. Online predavanje, zadatak 15.

. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, E4 (example 4.).

4
5

6. Online predavanje, zadatak 11.

7. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, E14 (example 14.).
8

. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, E9 (example 9.).

Tezi zadaci
9. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, 40. zadatak.
10. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, E10 (example 10.).
11. A. Engel - PSS, 3. poglavlje, 21. zadatak.
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http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Princip_ekstrema.pdf

Rjesenja za Cetvrtu grupu

A4: Nika Utrobici¢ - KAGH+CSB

Link na zadatke. Link na hintove.

RjesSenja

1
1. Primijenimo li AG nejednakost na a; =z > 01iay = — > 0 dobivamo
x

224

x—l—%

odnosno

Sto je trebalo i pokazati.

. Pokazujemo

a®+adb+d®+1 24(14.
Oznadéimo a; = a® >0, a2 =a% >0, a3 =a®? > 0iay =1 > 0 i primijenimo AG nejednakost na

sredine brojeva a1, as,as,as:

a1+ az+a3z+ay

1 > V/a1a2a3a4
a®+af+a2+1
4

a®+ab+a2+1>4-vVal®=4.q*

> Va8 ab-a2-1= vad+6+2

Napomena: Za realan broj z > 0in,m € N vrijedi ¥/a" = zm.

. Po AG nejednakosti vrijedi:

Analogno vrijedi:

be ca

Zato vrijedi:

ab bc ca l(a_b bc ab ca be ca
c a b 2

1
— =+ =4+ —+—)>Z(2a+2b+2)=a+b
c+a+c+b+a+b)_2(a+ +2c)=a+b+c

$to je i trebalo dokazati.



4. 1z AG nejednakosti imamo da je
2 4y? > 2y = 222+ 202 > 2%+ 2y + 2 = (z 4+ y)2
Kako je 22 + y? = 1, vrijedi
(z+9)?<2 = —V2<z+y<V2
5. 1. nacin
Zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ 402+ + 2+ a? > 2ab+ 2bc + 2ca

Oduzimanjem 2ab + 2bc 4 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:

(a—b)2+(b—-0c)+(c—a)?>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem
nejednakosti dobivamo da je i ona nenegativna.

2. nacin - ovo je dokaz samo za pozitivne realne brojeve

Kao u prvom rjesenju, zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ 402+ + 2+ a? > 2ab+ 2bc + 2ca

Primijenimo AG nejednakost na “2‘{1’2 i dobivamo:

a? +b* > 2ab
Analogno dobivamo i

b2 + % > 2be

A+ a? > 2ca
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost.
Napomena.

Primijetite da je sljedeca nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:

14+ T+ -+ Ty Z>2NnYT1T2...Tn

6. Example 1.1.3
7. RijeSeni primjeri, zadatak 1.
8. Iz AG nejednakosti imamo
PP+1>2p = p’+p+1>3p

te potpuno analogno,
¢ +q+1>3q.

Kako su obje strane nejednakosti u oba sluéaja pozitivne, moZzemo pomnoziti te dvije nejedna-
kosti pa dobijemo

P*+p+1)(¢®+q+1) > (3p)(3q) = 9pg

Sto smo trebali i dokazati.

9. RijeSeni primjeri, zadatak 3.
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https://web.williams.edu/Mathematics/sjmiller/public_html/161/articles/Riasat_BasicsOlympiadInequalities.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf

10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

226

RijesSeni primjeri, zadatak 4.
Example 1.1.4.

Zadatak 3.

Inequalities - Problem 10.
Inequalities - Problem 17.
Inequalities - Problem 57.
Inequalities - Problem 59.
Inequalities - Problem 80.
DRZ 2016 3A

DRZ 2017 2A

ZUP 2009 1A

ZUP 2005 2

ZUP 2005 1

ZUP 2010 2A

ZUP 2011 3A

ZUP 2019 2A

DRZ 2015 3A

DRZ 2015 1A

DRZ 2015 2A

DRZ 2014 3A

DRZ 2009 2

DRZ 2015 4A


https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/diskont1-09.pdf
https://web.williams.edu/Mathematics/sjmiller/public_html/161/articles/Riasat_BasicsOlympiadInequalities.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/6646
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/2009-SS-drz-A-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

C4: Mislav Brnetic¢ - Igre

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

4,

Ovaj zadatak je zapravo generalizacija uvodnog primjera.

Kao i u primjeru, ovdje vidimo da su sve pozicije 1,2, ..., k pobjednicke (u jednom potezu moguée
je doéi do broja 0).

Medutim, tada vidimo kako je broj k + 1 gubitnicka pozicija, s obzirom da s nje mozemo doéi
samo na brojeve 1,2, ..., k koji su pobjednicke pozicije.

Sada, potpuno analogno, induktivno moZemo zakljuéiti da su (samo) pozicije oblika I - (k + 1),
[ € N gubitnicke, dok su sve ostale pobjednicke.

Dakle, prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju ako n nije oblika [ - (k + 1), inade drugi igra¢ ima
pobjednicku strategiju.

Sama strategija je prili¢no jednostavna, igrac¢ koji pobjeduje mora oduzeti takav broj da nakon

oduzimanja na plo¢i ostane broj oblika I-(k+1) (Sto sa svake pobjednicke pozicije sigurno moze),
a to je i korak indukcije u gornjem dokazu.

. Zelimo dokazati da su sve pozicije oblika 3I,1 € N gubitnicke, dok su ostale pobjednicke.

Naime, niti jedan od brojeva 1,2, ..., 2% nije oblika 3.

Tada zaklju¢ujemo da sa svake pozicije oblika 3! nuzno dolazimo na poziciju koja nije oblika 3!
(tj. poziciju oblika 3! + 1 ili 3l + 2). S tih pozicija uvijek mozemo doé¢i na neku drugu poziciju
oblika 3/, oduzimanjem brojeva 1 ili 2.

Sada, analogno kao u 1. zadatku, induktivno dokazujemo da su pozicije oblika 3l gubitnicke, a
ostale pobjednicke (baza indukcije n = 1,2, 3).

. Zelimo dokazati da Vlatka ima strategiju. Ovo je primjer strategije u kojoj jedan igra¢ samo

oponasa strategiju drugoga (simetrija).

Vlatka pritom prvi Zeton postavi na sredinu ploce.

Nakon svakog poteza drugog igraca, svoj Zeton postavlja na centralnosimetri¢no polje u odnosu

na sredinu ploce (takvim postavljanjem je i cijela ploéa centralnosimetri¢na pa je to uvijek

mogudée udiniti).

Dakle, drugi igra¢ ¢e u nekom trenutku ostati bez poteza pa pobjeduje prvi igrac.

a) Provjerom za male n nasluéujemo da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju za n = 4k, k €

N, a inace prvi.
Pokazimo to indukcijom s korakom 4. Baza uklju¢uje provjeru za n = 1,2, 3, 4.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve manje ili jednake od 4k, za neki k € N.

Tada ako je broj kamenci¢a na hrpi na pocetku 4k + 1,4k + 2 ili 4k 4+ 3, prvi igra¢ uzme
redom 1, 2 ili 3 kamenciéa, ¢ime na hrpi ostane 4k kamenciéa, a po pretpostavci ta pozicija
je pobjednicka za igraca koji tad nije na redu, dakle za onog koji je prvi uzeo kamencice s
hrpe.
Za n = 4k + 4 prvi igra¢ ne mozZe uzeti broj kamenciéa djeljiv s 4 (jer je to sigurno sloZen
broj), pa ée se, Stogod odigra, naéi u za njega gubitnic¢koj poziciji.

b) Provjerom za male n nasluéujemo da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju za n € {2,5,7},
a inace prvi.

Za n < 8 direktno provjerimo koji igra¢ ima pobjednicku strategiju.
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Pretpostavimo da za neki k > 8 vrijedi da jedino za n € {2,5, 7} drugi igra¢ ima pobjednic¢ku
strategiju.

Dokazimo da za n = k + 1 prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Ako je k + 1 paran broj, prvi igra¢ uzme k£ — 1 kamencié ¢ime ostanu samo 2, pa je to
pobjednicka pozicija za prvog igraca po pretpostavci indukcije. Inace prvi igra¢ uzme k —4
ili k—6 kamencica, ovisno o tome koji od tih brojeva je djeljiv s 4 (¢ime znamo da je slozen),
te ostaje 5 ili 7 kamencica, zbog ¢ega znamo da prvi igra¢ pobjeduje.

. MoZemo naslutiti da prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju onda kada je na pocetku na hrpama

razli¢it broj kamencica, a inace drugi.

Ako je na pocetku razli¢it broj kamencic¢a na hrpama, prvi igra¢ moze uzeti kamendiée s hrpe
na kojoj ih se nalazi viSe, i to tako da izjednaci broj kamenciéa na obje hrpe.

Igrac koji igra drugi tada mora uzeti kamenciée s neke od hrpa te ¢e tada broj kamencdiéa na
hrpama ponovno biti razlicit.

Prvi igra¢ zatim ponavlja svoju strategiju sve dok na taj naCin ne uzme i posljednji kamencié¢
(nakon $to je drugi igra¢ ispraznio jednu od hrpa). Ovo je sigurno mogudée s obzirom da se na
hrpama nalazi konacan broj kamencica te se u svakom potezu uzima barem jedan kamencié.

Ako se pak na pocetku na hrpama nalazi jednak broj kamendiéa, nakon poteza prvog igraca broj
kamencica ¢e sigurno biti razli¢it. Tada se drugi igra¢ nalazi u poziciji prvog igraca iz prethodnog
slucaja te ima veé opisanu pobjednicku strategiju.

. U ovom rjesenju ne¢emo odredivati strategiju, ve¢ samo dokazati njeno postojanje.

Pretpostavimo da drugi igra¢ ima strategiju kojom osigurava nerijesen ishod ili pobjedu. To
znaci da, neovisno o potezima prvog igraca, moze osigurati nerijesen ishod ili pobjedu.

Neka prvi igraC odigra svoja dva poteza nekim skakacem, tako da ga drugim potezom vrati na
pocetnu poziciju. Stanje na ploci je tada isto kao i na pocetku.

No, drugi igra¢ je tada u poziciji prvog igraca, a ta pozicija je po pretpostavci gubitnicka (odnosno
igra¢ koji tada nije na redu ima pobjednicku strategiju).

Dakle, dobili smo kontradikciju te drugi igra¢ nema pobjednicku strategiju, odnosno prvi igrac
moze osigurati nerijeSen ishod ili pobjedu.

. Dokazimo da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Podijelimo plo¢u u 4 kvadrata dimenzija 4 x 4, te svaki obojimo u 8 boja (ukupno 32 boje): ako
boje oznaéimo brojevima od 1 do 8, retke obojimo redom s (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), (2, 1, 4, 3),
te (6, 5, 8, 7) (bit je da su 2 po 2 polja obojena istom bojom i da skaka¢ moZe sko¢iti u jednom
skoku izmedu 2 polja iste boje).

Sada kada prvi igrac stavi skakacCa na proizvoljno polje, drugi igra¢ pomakne skakaca na preostalo
drugo polje te boje u istom kvadratu. Zatim prvi igra¢ sigurno mora pomaknuti skakaca na polje
dosad neposjeéene boje (ili na polje u drugom kvadratu). Medutim, onda drugi igra¢ sigurno
moze pomaknuti skakac¢a na drugo polje te boje, buduéi da je tek u prethodnom skoku skakac
po prvi puta posjetio polje te boje.

Dakle, nakon $to prvi igra¢ odigra potez, drugi igra¢ ¢ée takoder modéi odigrati potez. Stoga ée
prvi igraé¢ biti prvi koji neée moéi napraviti potez.

. Pretpostavimo da prvi igra¢ uvijek gubi.

Tada on gubi i ako odlomi samo kockicu u desnom donjem kutu. No, nakon $to drugi igrac¢ odigra
svoj potez, komad ¢okolade koji je ostao mogao je ostati i odmah nakon prvog igraca.

Stoga je drugi igra¢ u gubitnickoj poziciji, no to je nemoguée. Dakle, prvi igra¢ uvijek ima
pobjednicku strategiju.



9.

10.

11.

Zelimo dokazati da je najmanji takav n jednak 13.

Ako poljima pridruzimo oznake (4, j), gdje i oznacava redak, a j stupac u kojem se nalazi polje, te
Anica u crveno oboji polja (1,1),(2,2),...,(8,8),(1,8),(2,1),(3,2), (4,3), (5,4), Bozica ne moze
nikako prebojati sva crvena polja u crno na dopusteni nacin. Ostaje pokazati da kako god Anica
rasporedi 12 crvenih polja, BoZica ih moZe sve prebojati u crno.

U tu svrhu, uoéimo da 4 retka koja imaju najviSe crvenih polja moraju sadrzavati barem njih
8. Naime, u suprotnom bi jedan od tih redaka imao najvise jedno crveno polje. S druge strane,
preostala 4 retka imala bi barem 5 crvenih polja, dakle jedan redak bi imao barem 2 polja. No,
tada nismo odabrali 4 retka s najvise crvenih polja, ¢ime dolazimo do kontradikcije.

Sada ta 4 retka Bozica preboji u crno, a preostala do 4 crvena polja se ocito mogu prebojati

odabirom 4 stupca.

Pokazat ¢emo da Lazo uvijek moze namjestiti da nakon njegovog poteza suma ostane djeljiva
s p. Naime, podijelimo skup M u parove oblika (i,7 + p) : i € {1,2,3,...,p}. Lazo ¢ée u svakom
svom potezu odabrati drugi broj iz tog para. Ideja je da nakon svaka dva poteza eliminiramo
jedan uredeni par, te Lazo na taj nacin uvijek moze odigrati takav potez.

Sada preostaje dokazati da je nakon svaka dva poteza S djeljiv s p. To dokazujemo indukcijom.
Baza indukcije je S = 0, Sto je ocito djeljivo s p.

Sada pretpostavimo da je suma nakon k-tog poteza Sy djeljiva s p. Sada je Goci na potezu.
Goci odabire a i sada imamo

Sk+1 = p(a) — Sk.

Nakon toga Lazo odabire b takav da su a i b upareni. Tada imamo

Sk+2 = p(b) — Sk+1 = p(b) — p(a) + Sk-

Po pretpostavci indukcije p | Si. Preostaje dokazati p | p(b) — p(a). Vrijedi a — b | p(a) — p(b)
(razmislite zasto), a po nadinu biranja parava imamo da je a — b = +p pa je tvrdnja dokazana.
1. slucaj

7 je neparan.

Dokazimo da tada Anica ima pobjednicku strategiju.

Anica u prvom potezu briSe prvi broj s lijeve strane, a ostale brojeve dijeli u parove uzastopnih
brojeva.

Primijetimo da su dva uzastopna prirodna broja sigurno relativno prosta.

Dakle, Anica ima cilj da nakon njenog zadnjeg poteza ostane to¢no jedan od ovih parova brojeva.
To i moze lako uciniti tako da nakon svakog BoZic¢inog poteza obriSe drugi broj iz istog para u
kojem se nalazio taj broj.

2. slucaj

T je paran.

Dokazimo da tada BozZica ima strategiju.

Primijetimo da dva parna broja sigurno nisu relativno prosta, a Bozica ¢e igrati zadnji potez.
Na plo¢i se nalazi jednako parnih i neparnih brojeva.

Dakle, ako Anica u nekom trenutku obriSe neparan broj, BoZica pobjeduje (jer moZe lako ostvariti
da su svi neparni brojevi obrisani, odnosno na plo¢i ostaju dva parna broja).

Sada, ako Anica briSe samo parne brojeve, BoZica treba brisati samo neparne brojeve, sve do
zadnjeg poteza, kada ¢e na ploci ostati jo§ 3 broja.

229



12.

13.

14.
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Kako je na ploc¢i barem 12 brojeva, medu njima su barem 2 neparna koja su djeljiva sa 3, pa
Bozica, dok briSe neparne brojeve, treba za kraj "ostaviti" dva koja su djeljiva sa 3.

Tada u zadnjem koraku briSe preostali parni broj, a na plo¢i su ostala dva neparna broja, oba
djeljiva sa 3, ¢cime Bozica pobjeduje.

Dokazimo da BoZica moze ostvariti svoj naum.

Neka Bozica napiSe brojeve 1,1,1,1,1,1,1, 2,2 (bitno je da se parno mnogo puta ponavlja najveéi
broj).

Sada lako dokaZemo da ¢ée se, bez obzira na Anicine poteze, najveéi broj uvijek ponavljati parno
mnogo puta (promotrite sve slu¢ajeve izbora brojeva).

No, tada je nemogudée posti¢i da su svi brojevi jednaki (naime, tada bi bilo nuzno da se najveéi
ponavlja neparno mnogo puta), pa je dokaz zavrsen.

Provjerom malih primjera naslu¢ujemo da Bozica pobjeduje ako je n potencija broja 2.

Ukoliko n nije potencija broja 2, n moZemo zapisati u obliku n = 2% - m, gdje je k € Ng, a m
neparan prirodni broj veéi od 1.

. .o . . . . vz . v /
Anica slijedi ovaj algoritam: prvo Anica makne 2* novéiéa, a zatim kad BoZica makne 2F - m/

kamenéi¢a, Anica makne 2¥ kamenéica (koliko ih zaista smije uzeti). Uo&imo da je k' < k (jer
Bozica moze uzeti najvise 251 — 1 kamenciéa, te se analogno ovome k' iz poteza u potez neée
povedati. Stoga ée nakon Anifinog poteza broj kamenéiéa biti djeljiv s 2¥t1, a u sljedeéem
potezu Bozica moze uzeti najvise 2K'+1 _ 1 kamenéiéa, pa ne moze uzeti zadnji. Dakle, Anica ée
uzeti zadnji kamenci¢ u ovome slucaju.

Ukoliko je n potencija broja 2, Bozica ée igrati na isti nacin kao Anica u gornjem slucaju. Stoga
u ovom slucaju Bozica ima pobjednicku strategiju.

Pokazat ¢emo da su trazeni n oni koji se mogu prikazati kao zbroj razli¢itih potencija broja 2 s
neparnim eksponentima. Na pocetku uo¢imo da za neparne n Anica ima pobjednicku strategiju.
Naime, prvi broj koji ¢e Bozica napisati bit ¢e broj 2 (dakle paran), pa zatim ako Anica stalno
dodaje broj 1 prethodnom, BoZica ée stalno pisati parne, a Anica neparne, pa ée Anica biti ta
koja ¢e napisati broj n.

Nadalje, dokazujemo sljede¢u tvrdnju: Bozica ima pobjednicku strategiju za broj n ako i samo
ako ima pobjednicku strategiju za 4n i 4n+ 2. Neka Bozica ima pobjednicku strategiju za n. Ona
stoga moze igrati kao da se igra do broja n, ¢ime ée natjerati Anicu da prva napise broj j koji je
veéi od n (a on ée biti i manji ili jednak od 2n). Tada Bozica napiSe 27, te je 2n + 2 < 25 < 4n.
Sada je jedini dopusteni potez povec¢anje broja za 1, a kako su 2j,4n i 4n + 2 parni, jasno je da
¢e Bozica pobijediti.

Analogno zaklju¢imo da ako Anica ima pobjednicku strategiju za neki n, onda ju ima i za 4n i
4n + 2. Ovi zakljucci su dosta da na osnovi ru¢ne provjere za n = 1,2,3,4 dokazemo pocetnu
tvrdnju.



G4: Bernard Inkret - Nadodavanje i uvodenje tocaka

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Osnovne konfiguracije
1. Pogledajte "Proof by similarity of triangles", no mozete i ostale dokaze

2. Ako je ABCD tetivan, neka je E preslika tocke D preko srediSta kruznice. Iz Talesovog teorema,
imamo da je
/DAE = /DBE = /DCE = 90°,

odnosno, pravci AE, BE i CE su okomice iz A, Bi C na DA, DB i DC. Te okomice se o¢ito
sijeku u tocki E.

U drugu ruku, ako se te tri okomice sijeku u jednoj tocki koju oznacimo sa FE, iz Cinjenice da je
rije¢ o okomicama imamo
/DAE = /DBE = /DCE = 90°

pa iz obrata Talesovog teorema dobijemo da to¢ke A, B, C, D i E leze na kruznici s promjerom
DE.

3. Neka je M presjek pravca XY s AB.

A B
Promatrajuéi potenciju tocke M na kruznice imamo
MA?=MX-MY = MB> = MA=MB
Sto znadi da je M poloviste duZine AB.

4. Neka su X, Y i Z nozista visina iz D kao na slici.
A
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ptolemy%27s_theorem#Proof_by_similarity_of_triangles

Uocdimo da zbog pravih kuteva odmah imamo da su ¢etverokuti X BZD, XY CD i AY DZ tetivni.
Htjeli bi pokazati da je /BXZ = /Y XC jer bi onda to bili vr$ni kutevi pa bi i tocke X,Y, Z
bile na istom pravcu.

Vrijedi
LZDY = /BDC = /ZDB = /ZCDY

gdje lijeva jednakost vrijedi zbog tetivnosti ¢etverokuta ABDC i AZDY . Nadalje, iz tetivnosti
cetverokuta BZDX i XDCY uz prethodno dokazanu ¢injenicu imamo

/BX7Z =/BDZ = /CDY =/YXC

§to smo trebali i pokazati.

. Prvo, poznato je da se simetrala stranice BC i simetrala kuta pri vrhu A sijeku na opisanoj

kruZnici (pogledajte predavanje za 3. grupu) pa je M na simetrali kuta iz vrha A pa neovisno o
tome na koju stranicu spustimo okomicu, duljina te okomice je ista.

Dakle, moZemo uzeti da je D noZiste okomice iz M na pravac AC. Uvedimo to¢ku D’ takvu da
je AA'=2-AD.

A

U trokutu AAMA’, visina M D raspolavlja stranicu AA’ pa je odito rije¢ o jednakokra¢nom
trokutu. Zbog toga,

/IMAA = /MA'A.

Iz Cinjenice da je M A simetrala kuta vrijedi
/MAB = /MAC = /MA'C.
Naposljetku, s obzirom da je ¢etverokut ABMC tetivan, vrijedi

/MCA' = Z/ABM.

Kako je M B = MC i zbog dokazanih jednakosti kuteva, trokuti AABM i AMC A’ su sukladni,
dakle, CA’ = AB, odnosno,

AC + AB=AC +CA' = AA' =2AD

$to smo trebali dokazati.

6. Pogledajte rjesenja za 3. grupu.
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Zadaci s uvodenjem tocaka

7. Uvedimo F kao noZiSte visine iz P na BC.
A

l_

B F .......... M." C

Ideja je dokazati da je éetverokut DEF M tetivan. Naime, zbog ¢injenice da su D, E i F' nozista
visina iz P na stranice trokuta, dobivamo da su cetverokuti PEBF i PDCF tetivni. Koristeéi
obodne kuteve i uvjet dan u zadatku, dobivamo

/PFE = /PBE = /PCD = ZPFD

odnosno, PF' je simetrala kuta Z/DFE. Kako je MF | PF, MF je vanjska simetrala tog kuta
i analogno kao $to dokazemo u lemmi o trozubcu, direktno slijedi ME = M D.

Dakle, jedino preostaje dokazati da je cetverokut DEFM tetivan. Uvedimo tocke G i H kao
polovista duzina PC i PB. Kako je i M poloviste stranice, imamo da su MG i M H srednjice u
trokutu APBC'. Uo¢imo da vrijedi

/ZEHP =2/EBP =2/DCP = Z/DGP
zbog teorema o obodnom i srediSnjem kutu i uvjeta zadatka te takoder vrijedi
/PHM = /PGM
zbog paralelnosti koje dobivamo iz srednjica. Kombinirajuéi ove dvije tvrdnje, direktno dobivamo

/EFEHM = /EHP+ /PHM = /DGP + Z/PGM = ZDGM.

Takoder, uoc¢imo da je
HM =PG=DG, EH=PH=GM

$to direktno slijedi iz svojstava srednjica i pravokutnih trokuta pa zajedno s jednakosti kuteva
koju smo upravo dokazali, dobili smo da su trokuti AEHM i AMGD sukladni. Sada imamo

/DME = /GMH — /GMD — /ZEMH
= /BPC — /MEH — /EMH
= /BHM — /MEH — /EMH
—=180° — /PHM — /MEH — /EMH
— /PHE
= /DFE,
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gdje prva jednakost vrijedi direktno iz defincije, druga iz paralelnosti i sukladnosti, treéa iz
paralelnosti, etvrta iz vanjskog kuta, peta iz kuteva u trokutu AM HE, a zadnja je ve¢ dokazana
u prvom dijelu dokaza.

Iz jednakosti kuteva /DMFE i Z/DFE dobivamo da je cetverokut DEF M tetivan sto smo htjeli

dokazati.
8. HMOD 2020.
9. Uvedimo tocku D’ kao tocku na produZetku duzine BC preko vrha C takvu da je CD' = CD.
A
E
9
>
B C D’

Neka je E presjek pravca AD’ s pravcem BD. Dokazati éemo da je D srediSte opisane kruZnice
trokuta AABD'. Iz uvjeta, imamo

AB=BC+CD=BC+CD' =BD'

pa je trokut AABD' jednakokradan s bazom AD’. Kako je BD simetrala kuta pri vthu B u
jednakokra¢nom trokutu, ona je ujedno i visina, odnosno, simetrala stranice.

Takoder,
/DCB

ZDBC = =/DD'C

pri ¢emu prva jednakost vrijedi zbog simetrale kuta i ¢injenice da je AABC jednakokracan, a
druga jednakost vrijedi jer je trokut ADCD’ jednakokradan (iz konstrukcije) i vanjskog kuta. Iz
ove jednakosti kuteva dobivamo da je ABDD’ jednakokrac¢an, odnosno, DB = DD’, odnosno,
D je na simetrali duzine BD'.

Dakle, tocka D je na simetrali stranice AD’ te stranice BD' trokuta AABD’ $to znadi da je
srediSte opisane kruznice. Zboga toga je ZDAB = /DBA pa direktnim ra¢unom (suma kuteva
u trokutu AABC) dobivamo da je

/BAC =36°,Z/ABC = LZACB = 72°.

10. Neka je D na produZetku stranice AB preko vrha A takva da je AD = AC.
C

’ AvB
Kako je ZA = 2/B te je trokut ADAC jednakokraCan iz defincije, iz ¢injenice da je ZBAC

vanjski kut u trokutu ADAC, imamo

ZCAB

/ZDCA = = ZCBA.
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https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2022/01/HMOD2020_rje.pdf

Sada iz obrata poucka o kutu izmedu tetive i tangente, dobivamo da je DC' tangenta na kruZnicu
opisanu trokutu AABC. Takoder, analognim argumentom vidimo da je

/CDA = /CBA,

odnosno, trokut ACDB je jednakokracan.

Sada, gledajuéi potenciju tocke D na opisanu kruznicu trokuta AABC, dobivamo

DC? =DA-DB = BC? = AC(AC + AB) <= a*=b(b+c).

11. HMO 2019. prvi dan
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https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/01/HMO2019-rje.pdf

N4: Luka Buli¢ Braculj - Ako potenciramo mod n onda se ostatci
periodicno ponavljaju

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

10.
11.
12,
13.

14,
15.
16.
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Mozemo se pozvati na mali Fermatov teorem kako bismo ustvrdili da je 3¢ = 56 = 1 (mod 7).
Zapisemo li potenciju 100 kao 6 - 16 + 4, moZemo dobiti 3190 4 5100 — 36:16+4 | 56-16+4 —
(36)16 .34 + (5%)16 . 54 = 1.3% 4 1. 5% = 6. Dakle, 3'%° + 5100 daje ostatak 6 pri dijeljenju sa 7.

. Poglavlje 2.3., Example
. Kako bismo odredili 77" (mod 10), korisno je odrediti 77 (mod ¢(10)). Kako je ¢(10) = 4, 77 =

(-1)7 = —1 = 3 (mod 4). Iz toga slijedi da 77" moZemo zapisati kao 7413 gdje je k prirodan broj.
Sada pomocéu Eulerovog teorema mozemo zakljuciti da je 77 = 743 = (Tk.73=1-343=3
(mod 10). Odnosno, posljednja znamenka broja 77" je 3.

Problem 7.
Poglavlje 2.3., Example 2.3.6.
Poglavlje 2.3., Example 2.3.2.
250 problema elementarne teorije brojeva, 5
Poglavlje 2.5., Example 2.5.2.
Iz Malog Fermatovog teorema imamo a? = a (mod p) i ¥ = b (mod p), odnosno znamo da
vrijedi
a=b (mod p).

Zelimo pokazati p? | a? — bP. Dani izraz mozemo faktorizirati kao

a? — b = (a—b)(aP 4+ aP2b+ - -abP 2+ b7 L),

Iz pretpostavke zadatka dobili smo da p dijeli lijevu zagradu pa nam je dovoljno pokazati da p
dijeli i desnu zagradu. To nam slijedi iz Malog Fermatovog teorema i uvjeta a = b (mod p).

P P4+ aP b+ abP 4P =aP  aP T o+ aP T 40P (mod p)
=14+1+---+1+1 (modp)
=p=0 (mod p).
Buduéi da p dijeli obje zagrade u faktorizaciji izraza, tvrdnja zadatka vrijedi.
Poglavlje 2.5., Example 2.5.3.
Poglavlje 2.5., Example 2.5.8.
Poglavlje 2.3., Example 2.3.10.

Iz Eulerovog teorema slijedi da je af@"-1) =1 (mod a™ — 1), iz fega pomoéu Teorema 1.4
mozemo zakljuéiti da ordsn_1(a) | ¢(a™ —1). Ali mozemo primjetiti da je ordgn_1(a) = n iz Cega
slijedi n | p(a™ — 1).

250 problema elementarne teorije brojeva, 16
Poglavlje 2.5., Example 2.5.6.
IMO 2005 Problem 4.


https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/number-theory-09-27-15-solutions.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://www.isinj.com/mt-usamo/250%20Problems%20in%20Elementary%20Number%20Theory%20-%20Sierpinski%20(1970).pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://www.isinj.com/mt-usamo/250%20Problems%20in%20Elementary%20Number%20Theory%20-%20Sierpinski%20(1970).pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://www.georgmohr.dk/imo/imo05sol.pdf

X4: Boris Stankovi¢ - Uvod u funkcijske jednadzbe

Link na zadatke. Link na hintove.

RjesSenja

Laksi zadaci

1.

Iz uvrstavanja P(0,0) dobijamo f(0) = 0. Iz uvrStavanja P(x,0) dobijamo f(x) = x za sve
realne brojeve. Provjerom vidimo da ta funkcija zaista jeste rjesenje.

. Za y = 0 uvjet postaje f(z + f(z)) = f(2x) odakle je zbog injektivnosti f(z) = x za sve realne

brojeve. Provjerom vidimo da ta funkcija ne zadovoljava uvjet zadatka pa zaklju¢ujemo da ova
funkcijska jednadzba nema rjesenja.

. Radovanovié primjer 3

. Poredeéi P(z,y), P(y,z) imamo f(z + 3y) = f(y + 3x) za sve realne brojeve z,y. Stavimo li

y = —3z u taj uvjet imamo f(—6x) = f(0) za sve realne brojeve tj. f je konstantna. Odatle lako
slijedi f(z) =01li f(z) = % za, sve realne brojeve z. Obje ove funkcije jesu rjeSenja.

. Jasno je da postoji prirodan broj a takav da f(a) = 1. Ako je a > 1 tada je f(1) > f(a) Sto je

u kontradikciji s tim da je f strogo rastuéa. Dokazujemo f(n) = n indukcijom. Pretpostavimo
da je f(k) = k za sve 1 < k < n. Sada posmatramo u takvo da je f(u) = n + 1. Znamo da je
f(n+1) > f(n) =n. Ako je u > n+1 tada je f(n+1) > f(u) $to je u kontradikciji s tim da je
funkcija strogo rastuéa. Dakle f(n+1) = n+1 pa je f(n) = n principom matematicke indukcije
za sve prirodne brojeve.

. Iran MO 2004

. Iz P(n,2n) imamo n = gcd(f(n), f(2n)) za sve prirodne brojeve n, dakle n | f(n) za svaki

prirodan broj n. Pretpostavimo da postoji n takvo da je n # f(n) za neki prirodan broj n. Iz
P(n, f(n)) znamo da je n = f(n) kontradikcija. Dakle f(z) = x za sve prirodne brojeve $to jeste
rjesenje.

AQOPS

. Drzavno 4.2 A varijanta 2017.

Dva zadatka vezana za razumijevanje funkcija

10.

11.

Eventualno periodi¢na funkcija je ograni¢ena. Medutim za n = 999...99 dobijamo f(n) > k gdje
je k broj cifara broja n. Sada znamo da je f(n) neogranicena pa ne moze biti periodi¢na.

Ako je f bijekcija onda je i g. Znamo da postoji zo takvo da je f(zo) = 1. Za to z¢ vazi g(zo) = 1.
Takoder znamo da je f(1) + g(1) = 2 pa ovo zy zadovoljava uvjete zadatka.

Pretpostavimo da za neko a vazi f(f(a))+g(g(a)) = 2. Takoder znamo da je f(f(a))+g(f(a)) =2
pa je g(g9(a)) = g(f(a)) odakle je g(a) = f(a) poSto je g injekcija. Sada iz g(a) = f(a) slijedi
g(a) = f(a) = 1 odakle je a = x¢ jer su f, g injekcije.

Dvije cuvene funkcijske jednadzbe

12,

Cauchyeva funkcijska jednadzba

Zelimo dokazati da su rjeSenja sve funkcije oblika f(z) = kz. Sto se tice prve dvije verzije:
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https://web.math.pmf.unizg.hr/~mbasic/fun_jed_mr.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h368525p2028678
https://artofproblemsolving.com/community/c6h594308p3524692
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2017/04/drzavno_Avar_2017_rjes_2.pdf

13.

Uvrstimo (0,0) — (z,y) i dobivamo: f(0) = 2f(0) = f(0) = 0. Stavimo da je f(1) = k.
Onda je f(2) = f(1+1) = 2f(1) = 2k. Indukcijom mozemo dalje pokazati f(n) = nk,n € N.
Ako uzmemo sada n € N, te negativni —n dobivamo 0 = f(n + (—n)) = f(n) + f(—n) pa je
f(n) = —f(—n). Sada jos kao zadnji korak, neka je p € Z,q € N. Onda q(f(%’)) = f(p) =kp =
& ="
q q

U sludaju da rjeSavamo zadatak u sludaju f : Rt — R* primijetimo da na isti naéin i dalje vrijedi
f(2) =2 f(1) i da je f rastuéa. Promatrajmo funkciju g(z) = % Funkcija g(z) : Rt — R
takoder zadovoljava Kosijevu jednadzbu i takoder je rastuéa uz dodatan uvijet g(1) = 1. Zelimo
dokazati g(x) = = za sve pozitivne realne brojeve z. Pretpostavimo da postoji racionalan broj
x takav da g(x) > x. Tada postoji racionalan broj § takav da je g(z) > g(%) = ¢ > = Sto
je u kontradikciji s tim da je g rastuca. Slicno pokazujemo da je nemoguce da za neko x vazi
g(z) < z. Dakle g(x) = z za sve pozitivne realne brojeve x $to zaista jeste rjeSenje ove funkcijske
jednadzbe.

Jensenova funkcijske jednadzZba

Provjerom se lako utvrdi da svi polinomi prvog stupnja zadovoljavaju jednadzbu. Sada napravimo
transformaciju g(z) = f(z) — f(0). Dakle g(0) = 0. Takoder, dobije se g(z) + g(y) = 29(%”’)
Uvrstavanjem (0,t) dobivamo g(t) = 2g(% . To znadi da je g(z)+g(y) = g(z+y) = g(z) = k.
Dobili smo Cauchyevu jednadzbu.

Olimpijski zadaci

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
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Ovaj zadatak se moze uraditi na 4 razli¢ita nacina. Dajem linkove za sva 4 rjesenja (redom kojim
sam ih hintirao ranije):

o Benelux 2009 P1 1. rjesenje
¢ Benelux 2009 P1 2. rjesenje
o Benelux 2009 P1 3. rjesenje
e Benelux 2009 P1 4. rjesenje

Rumunjska EGMO TST 2022 P1
HMO 2020 2. dan 1. zadatak

IMO 2019 P1

APMO 2019 P1

MEMO 2017 I-1

HMO 2015 MEMO test 1. zadatak
HMO 2019 2. dan 4. zadatak
HMO 2010 1. dan 1. zadatak
Indian Team Selection Test 2015 Day 2 Problem 2
IMO 2010 P1

EGMO 2021 P2


https://artofproblemsolving.com/community/c6h388897p2161867
https://artofproblemsolving.com/community/c6h388897p2160758
https://artofproblemsolving.com/community/c6h388897p2161887
https://artofproblemsolving.com/community/c6h388897p22341751
https://artofproblemsolving.com/community/q1h2781228p24423881
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/01/HMO2020-rje.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1876068p12744859
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1854148p12519631
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1502364p8868742
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/12/2015_HMO_rjesenja.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/01/HMO2019-rje.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/2010_HMO_rjesenja.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/q2h1113226p5083635
https://artofproblemsolving.com/community/c6h356075p1935849
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2526701p21459592

Rjesenja za petu grupu

A5: Vedran Cifrek - Polinomi

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Laksi zadaci

1. Pretpostavimo da P(z) ima sve realne nultocke i nazovemo ih z,...z,. Tada je P(z) = (x —
z1)(x—x,), iz vietovih formula slijedi 1 +xo+. . .+, = —2n te T1T2+ 2123+ -+ Ty 17y, = 2n°.
Vrijedi da je (z1 + 22 +...7,)% = :c% + 422 +2- (2172 + 2123 + - - + Tp_12,) iz Sega slijedi
z2+...22 =0,tj 11 = 33 = - -+ = ,, = 0 5to je u kontradikciji s tim da je zbroj nultodaka —2n.

n —

2. Pretpostavimo da je P(z) stupnja barem 2. Neka je P(z) = anz" + an_12""! + ... + a12 + ay,

n(n —1)

an, # 0 da odreduje stupanj. Koeficijent uz "2 s lijeve strane je jednak a,, - 24+ ap_9-2,

a s desne strane je jednak 2 - a,_2, pa je a, - n(n — 1) jednak 0 Sto je kontradikcija.

3. Neka je A1 = a1 + a3 + ... (svi neparni indeksi) te Ay = az + a4 + ag + ... (svi parni indeksi)
Tada vidimo da je P(1) =1+ A; + Ag te je P(—1) = -1+ A; — A ili P(—1) = -1+ Az — A;.
U svakom slucaju su P(1) i P(—1) realni brojevi.
Takoder, neka je B = b; + by + - -+ + b,. Vidimo da je Q(1) = B + 1 tako da zapravo trebamo
dokazati da je @Q(1) realan.
Zapisemo P(z) i Q(z) preko nultocaka:
P(z)=(x—z1)...(z—2,) = PQ)=(1—-2z1)...(1—zy), P(-1) = (-1)"-(1+4z1)...(14+zp)
Q@) = (v—ab)... (- 22) — Q)= (1-a?)...(1- a2)
Uocavamo da je Q(1) = (1 —z1)(1 + 1) ... (1 — z,)(1 + z,,), pa je to realan broj te je B realan
broj sto je trebalo dokazati.

4. Definiramo novi polinom Q(z) = (z+1)P(z) —z Vz € R. Stupanj polinoma Q(x) je najvise n+1
jer je n stupanj polinoma P(x). Vrijedi Q(k) = (k+1)-P(k)—k =0zasvaki k € {0,1,2,...,n},
pa znamo n + 1 razli¢itih nultoc¢k9 od Q(z), a on ima najvise n + 1 razli¢itu nultocku pa su mu
to sve nultocke, tj. vrijedi Q(z) = a-(x —0)(z—1)...(z —n) gdje je a € R vodedi koeficijent od
Q. Uvrstimo = —1 u jednadzbu koja definira Q:

Q(-1) =0-P(0) — (-1) tj.

_ - Lo (=t
a-(-1-0)(-1-1)(-1-2)...(-1—n) = 1. Iz Cega slijedi a = et te je onda
—1)n+1 1
(n+2)-P(n+1) = a(n+1—0)(n+1—1) ... (n+1—n)+ (n+1), pa je P(n+1) = * )n+*'2”+ :

Tezi zadaci

Zadatci su iz knjige Functional Equations - Andresscru, Boreico (2007)
5. stranica 55, Problem 125.
6. stranica 58, Problem 127.
7. stranica 62, Problem 131.
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https://www.isinj.com/mt-usamo/Functional%20Equations%20-%20Andresscru,%20Boreico%20(2007).pdf

C5: Katja Varjaci¢ - Dvostruka prebrojavanja

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1. Oznacimo sa x broj Sahista, s y broj penzionera, a sa z broj onih koji su i Sahisti i penzioneri.

2.

3. Medu 15 uéenika imamo (7,

4,
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Tada vrijedi:

Y
z = ,Zzg

8

Odakle slijedi

r=4z,y =3z

42>32 = x>y

odnosno u dru$tvu ima viSe Sahista (naravno, pod pretpostavkom da je broj ljudi u drustvu veéi
od 0).

a)

d)

Promatrajmo n osoba te od njih biramo ekipu od & osoba.

S lijeve strane prikazan je broj mogucih odabira takve ekipe, a s desne strane broj odabira
osoba koje ne biramo u ekipu (drugim rije¢ima, izabrali smo sve osim onih koje Zelimo imati
u ekipi) te time izabrali i ekipu. Na taj smo nacin prebrojali istu stvar.

Promatrajmo n osoba te od njih biramo ekipu od & osoba.
S lijeve strane prikazan je broj mogucih odabira takve ekipe.
S druge strane, fiksirajmo jednu osobu.

Ako je ta osoba u ekipi, preostale ¢lanove ekipe biramo na (kﬁl) nacina. Inace, clanove
ekipe biramo na (Z) nacina (s obzirom da se fiksirana osoba ne nalazi u ekipi). Na taj smo

nacin prebrojali istu stvar.
Birajmo k-¢lanu ekipu te njenog kapetana.
To upravo moZemo napraviti na k(7) nadina.

S druge strane, ako prvo izaberemo kapetana, a zatim preostale ¢lanove ekipe, to mozemo

napraviti na n(z:i) nadina.

Biramo bilo koji broj ljudi (izmedu 0 i n) od n ljudi.

S druge strane, to je jednako broju 2", s obzirom da svaku osobu mozemo izabrati ili ne
izabrati (te primjenjujemo princip produkta).

razli¢itih parova, a kako svaki par zajedno cisti ucionicu

to¢no jednom, to je ujedno i ukupan broj parova ucenika koji zajedno éiste ucionicu. Svaki dan,
medu 3 ucenika, pojavljuju se tocno 3 razlicita para. Dakle, kako kamp traje k dana, broj parova

15-14

jednak je i 3 - k. Imamo 3k = =5, odnosno k = 35.

a)

b)

Desna strana odgovara broju nacina na koji mozemo izabrati ekipu od n ¢lanova od 2n
sportasa. Pretpostavimo sada da se medu 2n sportasa nalazi n djecaka i n djevojcica. Na
koliko nacina moZemo odabrati ekipu od k djevojéica i n — k djecaka? Ovaj broj je ocito
(0 (") = (po 2.a) = (Z)2 Sada samo sumiramo po moguéem broju djevojcica u ekipi.

Izmedu n osoba radimo uzi izbor od m osoba, a zatim medu njima biramo tim od r osoba.
S druge strane, prvo biramo tim od r osoba, a zatim preostale osobe koje su bile u uzem
izboru (drugim rijeima, namjestili smo izbor tima i prvo izabrali tim, a zatim prikazali tko
je jos bio u uzem izboru).



10.
11.

c¢) Desna strana odgovara broju odabira r—¢lanog podskupa m + n—¢lanog skupa S. Lijeva
strana takoder odgovara broju odabira r—Clanog podskupa m + n—¢lanog skupa S, s time
da odabiremo r—c¢lane podskupove na sljedeéi naéin. Particioniramo skup S na dva skupa
Ai B, gdje je A m—Clani, a B n—Clani skup. Svaki odabir r—¢lanog skupa od S odgovara
odabiru k—¢lanog podskupa od A i r — k—Clanog podskupa od B, za proizvoljan k izmedu
(i ukljucivo) 01 r.

d) Izraz na lijevoj strani moZemo interpretirati kao broj odabira podskupova skupa od n
elemenata u kojem jedan od elemenata podskupa obojamo u crveno. Znaci za svaki k
izmedu 0 i n na (}}) naéina odaberemo k-¢lani podskup, u kojem zatim imamo k moguéih
odabira elementa kojeg bojamo u crveno. S druge strane, mozemo prvo na n nacina odabrati
element kojeg Zelimo obojati u crveno i zatim preostalih n — 1 elemenata gledamo ho¢emo
ih izabrati u podskup ili ne, $to mozemo na 2"! naéina.

. Izraz moZemo intepretirati kao broj odabira r—¢lanih skupova n—Clanog skupa, te k—Clanih pod-

kupova odabranog r—¢lanog skupa, gdje je r prozvoljan broj izmedu (i ukljucivo) k i n. No mogli
smo prvo odabrati k—Clani podskup n—¢lanog skupa $to mozemo napraviti na (’,:) nacina, a zatim
odluditi koje ¢emo preostale elemente ukljuciti u nadskup izabranog k—¢lanog skupa sto mozemo

napraviti na 2% naéina.

. Ilko Brnetié¢, Prebrojavanje, 8. zadatak

. Yufei Zhao: Counting in two ways - Problem 2 (IMC 2002.)

. Imomath predavanje dvostruko prebrojavanje - 2.zadatak Zbroj p; + 2p2 + ... + np,, predstavlja

broj parova (m, ), gdje je m permutacija skupa {1,2, ...,n}, a i njena fiksna to¢ka. S druge strane,
broj permutacija m koje fiksiraju tocku ¢ jednak je (n —1)!. Slijedi da je broj parova (7, ) jednak
n(n — 1)! = nl, $to dokazuje tvrdnju.

. Clanak s Brillianta, Double counting

Yufei Zhao: Counting in two ways - Problem 3 (IMO 1998)

Imomath predavanje dvostruko prebrojavanje - 2.primjer Pretpostavimo da su svi podintervali
duljine veée od 3. Oznac¢imo podintervale sa I, ..., [13. Napravimo tablicu 19 x 13 u kojoj redovi
odgovaraju brojevima 1,2, ..., 19, a stupci podintervalima I, ..., I13; u presjeku i-tog retka i j-tog
stupca upisujemo 1 ako je ¢ € I, a 0 u suprotnom.

Ako neka, tri podintervala imaju zajednicku tocku, onda je jedan od njih podsukp unije druga dva,
protivno uvjetu zadatka. Prema tome, svaka cjelobrojna tocka je u najvise dva podintervala, tj. u
svakom retku se nalazi najvise dvije jedinice. Slijedi da u tablici ima najviSe 38 jedinica. S druge
strane, po pretpostavci, svaki podinterval sadrzi bar 3 cjelobrojne tocke, tj. u svakom stupcu su
bar 3 jedinice, pa tako u tablici ima bar 3 - 13 = 39 jedinice, pa dolazimo do kontradikcije.
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https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/C-Prebrojavanje-Ilko-Brnetic.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/doublecounting_mop.pdf
https://imomath.com/srb/dodatne/dvostruko%20prebrojavanje_ddj.pdf
https://brilliant.org/wiki/double-counting-definition/
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G5: Luka Kraljevi¢ - Homotetija

Link na zadatke. Link na hintove.

RjesSenja

1.

Ako postoji homotetija, paralelnost dobivamo direktno iz svojstava homotetije. Ako vrijedi pa-
ralelnost, promatramo homotetiju koja salje AB u DE. Neka ta homotetija Salje tocku C' u neku
tocku F*. Iz svojstava homotetije, imamo AC || DF* te BC || EF* $to uz paralelnosti dane u
zadatku direktno daje F* = F, dakle, imamo homotetiju koja Salje ABC +— DEF.

Homotetija AB — DE ne postoji ako i samo ako je AD || BE, no, to onda daje |AB| = |DE| te
analogno dobijemo za ostale stranice trokuta, odnosno, imamo sukladnost!

. Primijenimo prvi zadatak, odnosno, znamo da postoji homotetija koja Salje trokut AOB u trokut

COD, pri ¢emu je srediste upravo u tocki O. Sada znamo da se te dvije kruznice dodiruju zbog
homotetije.

. Znamo da preslike ortocentra preko polovista stranica i nozista visina leZe na opisanoj kruznici

(ako ne, pogledajte predavanja iz nizih grupal).

Promotrimo homotetiju sa sredistem u H i faktorom % Zbog prethodno opisanih svojstava,

znamo da se opisana kruZnica Salje u kruznicu koja prolazi kroz polovista stranica i nozista
visina.

StoviSe, ta kruZnica ée prolazit i kroz polovista duzina AH, BH i CH, odnosno, dokazali smo
tvrdnju zadatka. SrediSte te kruZnice je zapravo poloviste duzine OH, no, znamo da je Eulerov
pravac pravac kroz OH pa smo dokazali i drugi dio zadatka.

. Poznato je da je kruznica (AHC) preslika opisane kruZnice preko pravca BC' (iskoristimo onu

lemmu o preslici ortocentra preko BC).

Takoder, uo¢imo da homotetija iz A s faktorom 3 Zalje kru#nicu (AHC) u kruznicu (AH,B').
Dakle, kruznica (AH,B') je jednaka “polovici” kruznice (AHC) koja je jednaka opisanoj kruz-
nici, a znamo da je (H,HpH.) takoder jednaka polovici opisane kruZnice, dakle, (AH,B’) =
(HqHpH.). Analogno pokaZemo za ostalih pet kruznica.

. Promotrimo homotetiju koja salje w u T, sa sredistem u 7. Neka pravac TP sijece kruznicu I'

u tocki M. Zbog te homotetije, imamo da je tangenta u M na kruznicu I' paralelna sa tetivom
AB.

Koristeéi poucak o kutu izmedu tetive i tangente i upravo dokazanu paralelnost, lagano vidimo
da je ZMAB = /M BA, odnosno, |M A| = |M B|, odnosno, M je poloviste luka AB.

Tri zadataka s tri Kruznice

6. Povucimo zajedni¢ku tangentu na kruznice kroz E. Iz proslog zadatka, znamo da pravci AFE i
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BE raspolavljaju lukove definirane tom tangentom, $to upravo govori da je XY promjer.

. Homotetija iz A koja Salje w1 u Q daje da je O1F || OX, a homotetija iz B koja Salje we u Q

daje da je O2F || OY. Sada imamo
ZXO0Y = LO1FOy = ZO1EO,

pri éemu prva jednakost vrijedi zbog paralelnosti, a druga zbog simetrije (tocka F' je preslika
tocke E preko 0103, alternativno, moZzemo provest standardni angle chase).



8. Uvedemo tocke F' i G kao $to je opisano u hintu. Homotetija iz A koja Salje (O1) u Q nam daje
XF || BE = BY. Homotetija iz B koja Salje (O2) u 2 nam daje GY | AE = AX.

Dakle, za trokute AAXF i ABYG imamo AF = BG, XF || YB te AX | GY pa prema prvom
zadatku imamo da postoji homotetija izmedu ta dva trokuta. SrediSte te homotetije je presjek
pravaca XY i AB.

Kako se pod tom homotetijom opisana kruznica (AX F') Salje u opisanu kruznicu (BY G), takoder
imamo da je srediSte homotetije kolinearno s O; i Oz, odnosno, dokazali smo tvrdnju zadatka.

243



N5: Ivan Sinci¢ - Diofantske jednadzbe

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1. Odredi sve cijele brojeve m,n za koje vrijedi:
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m? 4+ n® = (m +n)?
Rjesenje: Dana jednakost je ekvivalentna s:
(m+n)(m? —mn+n®>—m—n) =0

Ako je m +n = 0, dobivamo beskonaéno mnogo parova rjeSenja (m,n) = (k,—k) Vk € Z, a za
m + n # 0 imamo:
m? —mn+n? —m-n=0

= (m—-n)l+m-1>2+m-12=2
Iz ¢ega lako dobivamo preostala rjeSenja: (m,n) = (1,2),(2,1),(0,1),(1,0)

. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju:

1 1 1

—+-+-=1

T Yy =z
Rjesenje: Bez smanjenja opdéenitosti mozemo pretpostaviti z > y > z. Kada bi imali z > 3,
lijeva strana bi sigurno bila manja od 1.

Ako je z = 3, imamo jedino rjeSenje (z,y, z) = (3,3, 3) jer bi za vede vrijednosti z, y lijeva strana
bila manja od 1.

Ako je z = 2, preostaje jednadzba % + % = % Za y > 4 nemamo rjeSenja jer je tada lijeva
strana manja od desne, pa provjeravajuéi ostale mogude vrijednosti za y dobivamo (z,y,z) =

(4,4,2),(6,3,2) i permutacije.

Ako je z = 1, preostaje jednadzba % + % = 0 koja ocito nema rjesenja u prirodnim brojevima.

. Odredi sve parove m,n prirodnih brojeva takve da vrijedi:

nl+5=m3

Rjesenje: Provjeravajuéi vrijednosti n od 1 do 9 dobivamo da je jedno rjeSenje n = 5,m = 5.
Kada bi imali rjesenje za n > 9, imali bi 5|LHS = 5|m = 53|m3 = 53|LHS $to je nemogudée.

. Odredi sve prirodne n za koje postoji prost broj p takav da vrijedi:

nf4+4"=p

Rjesenje: Za paran n lijeva strana je djeljiva s 2 i veéa od 2 pa je dovoljno promatrati n oblika
2k + 1, k € N i jednadZba postaje:

(2k +1)* + 4%+ = p
= ((2k+1)2 +2%+1)2 _ (2k +1)22%+2 = p
— ((2k +1)? — (2k 4+ 1)2F+1 4+ 226+1) (2 4 1)% + (2k + 1)2FF1 4 2241 = p

Kako su oba faktora na lijevoj strani strogo veéa od 1 za n > 1, dana jednadZba nema rjesenja
osim za n = 1.



5. Odredi sve cijele x,y koji zadovoljavaju:
1522 — 72 =9
Rjesenje: Iz jednadzbe slijedi:
y=3y =522 - 21yl =3 => 2 =3z, = 1527 — Ty? =1 = ¢y = —1 (mod 3)
Sto je o¢ito nema rjesenja.
6. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe:
o2+ y2 + 22 = 2xyz

Rjesenje: Lijeva strana mora biti parna pa imamo dva slu¢aja: Prva moguénost je da je to¢no je-
dan od brojeva x, y, z paran, ali tada je desna strana djeljiva s 4 dok lijeva nije. Druga mogué¢nost
je da su sva tri broja parna pa mozemo uvesti supstituciju:

T =2x1, Yy =241, 2=22

Jednadzba sad postaje:
o + 45 + 21 = dmypiz

Ponavljajuéi iste argumente dobivamo da i sve tri nove varijable moraju biti parne. Ovaj postupak
ponavljat ¢e se beskonac¢no pa svaki od brojeva z,y, z mora biti djeljiv s 2" za proizvoljno veliki
n iz Cega slijedi da je jedina moguénost £ = y = z = 0 Sto je uistinu rjesenje jednadzbe.

7. Odredi sve parove z,y cijelih brojeva koji zadovoljavaju:
3 +3=dyy+1)
Rjesenje: Dana jednadzba ekvivalentna je s:
2 4+4=2y+1)>?
— 3= (2y—1)(2y +3)

Buduéi da su faktori na desnoj strani relativno prosti, slijedi da su oba potpuni kubovi koji se
razlikuju za 4. Kako takvi kubovi ne postoje, dana jednadzba nema rjesenja.

8. Odredi sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva takve da vrijedi:
a(a+1) =0b°

RjeSenje: Za ¢ = 1 dobivamo beskona¢no rjesenja: (a,b,c) = (k,k? + k,1). Za ¢ > 1 moramo
imati @ > 1, pa promotrimo prosti faktor p od a:

pla = p|b = p°|b° = p°la

Gdje zadnja implikacija vrijedi jer su a i a + 1 relativno prosti. Dobivamo da svaki prosti broj
koji dijeli a, dijeli ga viSekratnikom od ¢ puta (c | v,(a)) te slijedi da je a potencija nekog broja
s eksponentom c. Analogno dobivamo da je i a + 1 c-ta potencija, medutim to je kontradikcija
jer ne postoje dvije takve uzastopne potencije u prirodnim brojevima.

9. Rijesi u skupu prostih brojeva jednadzbu:
pl+1l=r

Rjesenje: Ako je p prost broj veéi od 2, on je neparan pa r mora biti paran, ali to je kontradikcija
jer ne postoji paran prost broj veéi od 2. Dakle p = 2. Ako je g neparan prost broj, tada vrijedi:

LHS =(-1)?4+1=0 (mod 3)

Iz Cega slijedi r = 3, ali ne postoji prost ¢ koji zadovoljava 2¢ + 1 = 3. Dakle ¢ ne smije biti
neparan pa imamo q = 2 te iz jednadzbe dobivamo r = 5.
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10.

11.

12.
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Odredi sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva takve da vrijedi:
(36a + b)(a + 36b) = 2¢

Rjesenje: Iz dane jednadzbe slijedi:
36a +b=2" (21.1)

a+ 36b =2V (21.2)

Kako su lijeve strane obje jednadzbe vedée ili jednake od 37, moramo imati z,y > 6. Sada iz (1)
slijedi 4|b = b = 4b1, a iz (2) slijedi 4|a = a = 4a;. Nove jednadZbe sada glase:

36a; + by = 2774 (21.3)

a; + 36by = 2v~4 (21.4)

Nove jednadzbe izgledaju isto kao i prosle dvije s razlikom u eksponentima na desnoj strani.
Zbog ovoga mozemo ponoviti argumente koje smo ve¢ iskoristili pa ¢emo imati x —4, y—4 > 6.
Zapravo, buduéi da éemo se beskona¢no vrtiti u krug, moramo imati x — 4k, y—4k > 6, Vk € N
§to je nemoguce pa pocetna jednadzba nema rjeSenja.

Odredi sve a,b € N koji zadovoljavaju:
( aa)5 — bb
Rjesenje: Neka je d = ged(a,b). Imamo a = day, b= db;, ged(ai,b1) =1 i jednadZba postaje:
Joud ai)ald _ dbldblild
Odnosno, uzimajuéi d-ti korijen:
d5a1 a?{n — dbl blil

Prvi slucaj: 5a; > by:
d5a1—b1a?a1 — bgl

Bududi da a‘;"“ dijeli desnu stranu s kojom je relativno prost, slijedi a; = 1 i jednadzba postaje:
5-b1) __ b
d6=b1) = ph

Dovoljno je provijeriti vrijednosti od b; koje su manje ili jednake od 5 jer je inace lijeva strana
manja od 1 ili je d = 1 $to je lako provjeriti. Dobivamo dva rjesenja: (a,b) = (1,1), (256,1024)

Drugi slucaj: 5a; < by:
a?al — db1—5a1 bl{1
Bududi da b'{l dijeli lijevu stranu s kojom je relativno prost, slijedi b; = 1 i jednadzba postaje:
ai)al — d1—5a1

Za, svaku prirodnu vrijednost a1, desna strana je manja ili jednaka od 1 pa u ovom slu¢aju imamo
samo jedno rjeSenje (a,b) = (1,1) koje smo veé dobili.

Odredi sve prirodne z,y za koje vrijedi:
42043 4. 42l =42
RjeSenje: Provjeravajuéi x = 1,2, 3, 4 nailazimo na dva rjeSenja (z,y) = (3,3),(1,1). Zaz > 5

vrijedi LHS =142+ 64 24 = 3 (mod 5), a nijedan kvadrat ne postize ostatak 3 pri dijeljenju
s 5, pa za z > 5 nema rjesenja.



13.

14.

15.

16.

17.

Odredi sve prirodne z,y za koje vrijedi:
P +22 4334+, +2%=y°

RjeSenje: Za x > 1 vrijedi % < y® te matemati¢kom indukcijom pokazujemo y* = 1! + 22 +
33+ ...+ 2% < (z + 1)*. Ovdje je prikazan samo korak indukcije:

(w+1)x+(x+1)x+1 < (m+2)x+1

= (z+1D*A+z+1) < (z+2)*

Sto o¢ito vrijedi. Vidimo da y mora biti cijeli broj izmedu z i x + 1 $to je nemoguée pa je jedino
rjesenje (z,y) = (1,1)

Rijesi u skupu prirodnih brojeva jednadzbu:
a®+b° + ¢ = d¢

Rjesenje: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti a > b > ¢ i mora vrijediti a < d. Iz
tih nejednakosti imamo:
LHS < 3a% (a+1)*"'<RHS

Ako dokaZemo da za svaki prirodan a vrijedi 3a® < (a + 1)**!, znat éemo da dana jednadzba
nema rjesSenja. Provjerom vidimo da tvrdnja vrijedi za a = 1, a za veée vrijednosti ¢ imamo:

(a+1)*" =(a+1)* - (a+1)> (a+1)*-3 > 3a®

(Baltic Way 2011.) Odredi sve uredene parove (p, q) prostih brojeva za koje su p? + ¢° i p® + ¢°
potpuni kvadrati.

RjeSenje: Ako je p = q imamo p?(p + 1) = 22 za neki z iz ega slijedi p + 1 = z? za neki 1,
ali tada imamo p = (21 —1)(z1 +1) = 21— 1=1 = p = 3 te dobivamo jedno rjeSenje
(p,q) = (3,3). U suprotnom je p # q te bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti p < q iz
ega je ¢ > 3. Iz p? + ¢ = a? za neki a imamo ¢® = (a — p)(a +p) te kada bi oba faktora s desne
strane bila djeljiva s g, tada bi ¢ dijelio a + p — (a — p) = 2p $to je nemoguée. Dakle a —p =1 pa
jea+p=q¢> = 2p=(a+p)—(a—p) =¢>—1=(g—1)(¢*> +q+1) > 2q &to je kontradikcija
pa nemamo drugih rjesenja.

(Vojtech izborno 2019.) Neka su 1 =d; < d2 < ... < d, svi djelitelji n. Odredite n ako znamo:
1. n=di3+dis+dis
2. (d5 + 1)3 =di5+1

RjeSenje: Kad bi bilo dis < =, bilo bi dig < = i di3 < =, pa bi bilo dy3 + dia + dis < 1. Zato

n 3 4 5 n
3 n 5’
Sto je opet nemoguée jer bi bilo di3 + d14 + di5 < n. Zato 3 | nidyy = 3 To nam odmah daje

je n > dis > — pa je jedino moguce di5 = g i 2 | n. Kad bi bilo 3 t n, bilo bi d14 < g idig <

diz = % Iz toga je jasno da je di = 1,d2 = 2,d3 = 3,d4 = 6. To nam odmah daje da 4 { n i

54n. Kako 6 | n, to 3 | g, odnosno 3 | di5. Zato imamo (ds + 1)% = di5 + 1 = 1(mod3). Iz malog
Fermatovog teorema slijedi ds + 1 = 1(mod3) pa 3 | ds. Zato je ds = 3d; za neki 1 < i < 4.
Vrijedi ds > dy = 3ds > 3d1, pa je ds = 3d; za neki 3 < i < 4. Kako su i d3 i dy4 djeljivi s 3,
slijedi 9 | d5s pa i 9 | n. Kad bi bilo d5 > 9, tada bi postojao djelitelj od n izmedu d4 i d5 (upravo
9), a to je nemogude. Zato je d5 = 9. Sada lagano iz uvjeta zadatka slijedi d15 = 999 i odmah
imamo n = 2d;5 = 1998. Lagana provjera pokazuje da je to zaista rjesenje.

(Poljska 2005.) Odredi sve trojke (z,y,n) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju (z — y)" = zy.

Rjesenje: Za n = 1 imamo x — y = xy, ali zy > £ > x — y pa u ovom slu¢aju nemamo rjesenja.
Zan = 2 jednadzba glasi £2—y? = 3zy. Neka je d = gcd(z,y), * = dz1, y = dy1, ged(z1,y1) = 1,
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jednadzba postaje 2 + y? = 3z1y; iz Cega vidimo z1 | y? te y1 | 22 = x1 = y1 = 1 $to ne
zadovoljava dobivenu jednadzbu pa ni u ovom slu¢aju nemamo rjesenja.

U nastavku je n > 3, odnosno m = n — 2 € N. Opet koriStenjem d = ged(z,y), * = dz1, y =
dy1, ged(z1,y1) = 1 dana jednadZzba postaje:

d™(z1 — 1) = 21

Ako prost broj p dijeli 1 — y1, onda dijeli i bar jednog od z1 i y1, a kako dijeli njihovu razliku,
mora dijeliti obojicu $to je u kontradikciji s ged(z1,y1) = 1. Dakle nijedan prost broj ne dijeli
x1 —y; paslijedi |z1 —y1| = 1. Izraz (z1 —y1)™2 ne moze biti jednak —1 jer bi tada lijeva strana
jednadzbe bila negativna dok je desna pozitivna. Supstitucijom ¢ = min{z1, y1} i kombinirajuéi
je s |z1 — y1| = 1 dobivamo jednadzbu:

d™ = t(t + 1)

Ako prost broj p dijeli ¢, tada on dijeli i d, a onda i lijevu stranu kratno$é¢u koja je djeljiva s
m. Zbog toga je kratnost kojom p dijeli desnu stranu takoder djeljiva s m, a kakosu tit+1
relativno prosti imamo (p*)™ | t. Ovo vrijedi za svaki prost djelitelj broja ¢ pa on mora biti m-ta
potencija nekog prirodnog broja. Analogan argument vrijedi i za ¢t + 1, no sada imamo dvije
uzastopne m-te potencije prirodnih brojeva sto je nemoguée za m > 2. Dakle m =1 = n = 3,
1>y, d=tt+1),z=t{t+1)% y=1t3(t+1) Vt € N te provjerom vidimo da su ovo uistinu
rjeSenja dane jednadzbe



X5: Krunoslav Ivanovi¢ - Funkcijske jednadzbe, naprednije

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

10.

® ® N o 0 W

Ako je f(a) = f(b), onda uvrstavajuéi a, odnosno, b dobivamo

a=f(f(a)) = f(f(b)) =0

dakle f je injekcija. Ako je a realan, uo¢imo da je f(f(a)) = a, odnosno, za b = f(a), imamo
f(b) = a, odnosno, f je surjekcija.

Dakle, f je bijekcija.

. Nakon substitucije, imamo

bf(a) — af(b) = ab(a® — b?)

za sve realne a, b. UvrStavanje para (0,b) daje f(0) = 0. Nadalje, za ab # 0, dijeljenjem obe
strane s ab dobivamo
f(a) —a?= f(b) _p?

a b
dakle,

@—azzf(l)—l = f(a) = a® + za,
gdje je x neka konstanta. Sad samo uvrstimo i provjerimo rjesenje.
VJIMC 2017.

AOPS
IMO 2019.

Drzavno 2016. 4. r.

Drzavno 2015. 4. r.

Evan Chen - Introduction to FE
SRB IMOmath FE - Problem 5
MEMO 2009. I1

Tezi zadaci

11 RMM shortlist 2019.

12 HMO 2017. 2. dan

13 HMO 2016. MEMO test

14.
15.

Drzavno 2019. 4.r.

Turska TST 2016.
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https://artofproblemsolving.com/community/c7h1418600p7980800
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1606120p10014690
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1876068p12744859
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://web.evanchen.cc/handouts/FuncEq-Intro/FuncEq-Intro.pdf
https://imomath.com/index.cgi?page=functionalEquationsProblemsWithSolutions
https://artofproblemsolving.com/community/c6h303622p1642763
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2123622p15467108
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1222955p6127369

Rjesenja za Sestu grupu

AG6: Ivan Novak - Gledanje niza kako raste

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.

250
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Drzavno natjecanje 2013., 4. razred, 2. zadatak

Baltic Way 2014.

. Fiksirajmo z, i stavimo a, = f™(z) (funkcija f primijenjena n puta na z). Onda uvjet kaze

Gnt+2 = 6a, — apt+1. Opéa formula za niz je a, = A- 2" + B - (—3)". Medutim, ako B nije 0,
onda je za dovoljno veliki n pripadne parnosti (ovisno o predznaku od B) takoder i a, < 0, §to
je kontradikcija. Dakle, B = 01i a, = A - 2". Iz podetnog uvjeta ag = = dobivamo a, = 2"z.
Posebno, a; = f(z) = 2.

Mala olimpijada 1998.
Poljska 1970.

Baltic Way 2021.

3. ELMO, 2. zadatak
APMO 2020., P2
IMO 2014., P1


https://www.skoljka.org/task/2676/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h613427p3649209
https://www.skoljka.org/task/2352/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1545107p9369248 
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2718982p23647187
https://www.skoljka.org/task/4997/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2140039p15706466
https://artofproblemsolving.com/community/c6h596930p3542095

C6: Boris Stankovi¢ - Dokazivanje u procesu

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Laksi zadaci

1. Pretpostavimo da za sve n > M pobjeduje Lucija. Promatrajmo broj n = M* — 1. Lucija za
njega ima pobjednicku strategiju ako i samo ako se moze spustiti na neki broj kamencica koji je
pobjednicka pozicija za drugog igraca. Medutim, moze se spustit najvise na (M*—1)—(M?2—1)? =
2M? — 2 > M pa na koje god polje se spusti ono je pobjednicko za prvog igraca u tom trenutku
$to je sad Sincié sto je kontradikcija s pretpostavkom da Lucija dobija za sve n poc¢evsi od nekad.

2. Arthur Engel Problem Solving Strategies - Games 18.
3. I rjeSenje: Dodatno izborno za EGMO Srbija 2012.

IT rjeSenje: Indukcija. Pretpostavimo da vrijedi za bilo koji raspored 1,2, ...,n —1 i gledamo gdje
smo ubacili n. Dovoljno je dokazati |n— x|+ |n—y| > |x —y|+2 Sto lako dobijemo raspisivanjem.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. da svaki ucenik u klubu ima najvise 5 poznanika. Tada postoji
ucenik koji ima najviSe 4 susjeda jer bi suprotnom ukupan broj poznanstava bio %. Neka
je Fran ucenik koji ima najviSe 4 poznanika u klubu. Promatrajmo njega, njegove poznanike i
poznanike njegovih poznanika. Svako od Franovih poznanika ima najvise 4 druga poznanika.
Znaédi da postoji barem 49 — 21 = 28 ucenika od kojih niko ne poznaje ni Frana ni Franove
poznanike. Promatrajmo sada Petru, neku od preostalih ucenica, Petrine poznanike i poznanike
Petrinih poznanika. Petra ima najviSe 5 poznanika, a svako od njenih poznanika ima najvise 4
poznanika osim nje. Sada od preostalih 28 — 26 = 2 osobe postoji tre¢a osoba Marko koja ne
zna ni Frana ni Petru, a po definiciji ne poznaje nikog od Petrinih i Franovih poznanika Sto je
kontradikcija.

5. Dodatno izborno za EGMO Srbija 2018
6. Srbija egmo izborno 2014.
7. Australian Mathematical Olympiad 2020 P7

Umjereni zadaci

8. Srbija dodatno izborno za EGMO 2019

9. I rjeSenje: Arthur Engel Problem Solving Strategies - Games 10.

IT rjeSenje: Pretpostavimo da je moguée u 10 poetza i da smo u tim potezima micali a4, az, ...,a10
kuglica. Tada svaki pocetni broj kuglica mozemo zapisati kao zbir nekih a-ova. Medutim, tako
moZemo predstaviti najvise 210 = 1024 brojeva.

III rjesenje: Jasno da je u nekom potezu moramo maknuti tacno 1 kuglicu da bismo ispraznili
onu kutiju u kojoj je ta¢no 1 kuglica na pocetku. Da bismo ispraznili kutiju u kojoj su na pocetku
2 kuglice potreban nam je jos jedan potez. Sada indukcijom dokazujemo da nam da ispraznimo
kutije 1,2, ..., 2 treba bar k+1 poteza. Znamo da nam treba k poteza da ispraznimo 1,2, ..., 2571,
a u tim potezima smo maknuli najvise 1 + 2 + ... + 25~1 = 2% — 1 kuglica pa nam treba barem
jo$ jedan da bismo ispraznili kutiju u kojoj je 2* kuglica.

10. MEMO 2018 T3
11. MOP 2019 Red Group test 1
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https://drive.google.com/file/d/0B4ff3lUI8usBQ2VkaDJqMUloMGM/view?usp=sharing
https://imomath.com/srb/zadaci/2012_egmo-izborno_resenja.pdf
https://imomath.com/srb/zadaci/2018_egmo-izborno_resenja.pdf
https://imomath.com/srb/zadaci/2014_egmo-izborno_resenja.pdf
https://www.amt.edu.au/wp-content/uploads/2020/05/AMO-2020-paper-and-solutions.pdf
https://imomath.com/srb/zadaci/2019_egmo-izborno_resenja.pdf
https://drive.google.com/file/d/0B4ff3lUI8usBQ2VkaDJqMUloMGM/view?usp=sharing
http://memo2018.abel.bielsko.pl/public/pdfs/problemsets/MEMO_solutions1.pdf
http://ericshen.net/exams/MOP2019Red.pdf

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

252

Greece National Olympiad 2022

(a) Oznacimo redove i kolone rednim brojevima 1,2, ..., 2n. Ako je u pocetnom rasporedu sijalica
u polju i-tog reda i j-te kolone upaljena ako i samo akoje j € i+ 1,4+ 2,...,4+n — 1, upaljeno
je tacno 2n(n — 1) sijalica, a nijedan korak se ne moze izvrsiti.

(b) Pretpostavimo da ima viSe od 2n(n — 1) upaljenih sijalica, a da se njihov broj ne moze
smanjiti nizom koraka. Jasno je da tada ni u jednom redu ne moze biti vise od n upaljenih
sijalica - u suprotnom bi korak na tom redu smanjio broj upaljenih sijalica.

Red ili kolonu zovemo dobrim ako u njemu ima tac¢no n upaljenih sijalica. Po Dirihleovom
principu postoji bar po jedan dobar red i dobra kolona. Neka je a broj dobrih redova, a b broj
dobrih kolona. Primjetimo da sijalica u presjeku dobrog reda i dobre kolone mora biti upaljena, -
u suprotnom, ako primjenimo korak na dobrom redu, kolona koja je prethodno bila dobra imade
n + 1 upaljenih sijalica, $to smo videli da je nemogucde.

Promijenimo stanja sijalicama u svih a dobrih redova. U kolonama koje su bile dobre, a sijalica
se gasi, pa ostaje po n — a upaljenih. S druge strane, pojavljuje se izvjestan broj ¢ novih dobrih
kolona. U svakoj od preostalih 2n — b — ¢ kolona ima najvise n — 1 upaljenih sijalica. Dakle,
upaljenih sijalica ima ukupno ne vise od b(n—a)+cn+(2n—b—c)(n—1) = 2n(n—1)+b+c—ab.
Slijedi da je b + ¢ > ab. Primenom istog postupka na novi raspored dobijamo b+ ¢ > ac, pa
sabiranjem slijedi ¢ < 2, tj. tacno jedan red je dobar. Tada svi ostali redovi sadrze ta¢no po
n — 1 upaljenih sijalica. Medutim, onda bismo primjenom koraka na bilo kojoj dobroj koloni bar
n redova ucinili dobrim, protivno nasem razmatranju.

MEMO 2016 12
JBMO 2014 p4
MEMO 2016 T4
IMO SL 2018 C3

Razmatramo igru unazad, gdje u jednom potezu uzimamo dva broja z+1 i3:v —1, koja mijenjamo
s dvije kopije broja z. O¢ito je da je dokazivanje da ova igra zavrSava za % poteza ekvivalentna

. . v . v 3
sa dokazivanjem da pocetna igra zavrSava za "

Podijelit ¢emo sve pocetne brojeve na ploc¢i na komponente, tako da su dva broja a i b u istoj
komponenti, ako postoji niz @ = ci1,¢2,...,cx = b pocetnih brojeva na ploé¢i, tako da vrijedi
|ei — ¢ — i+ 1| < 2. U biti, komponente su podnizovi koji se dobiju od niza sortiranih brojeva,
gdje taj niz "lomimo” kad god je razlika preko 2. Ovo znaci da u svakoj komponenti, ako su na
pocetku brojevi a1 < az < as... < ag.

Ocigledno brojeve iz razli¢itih komgonenti nikad ne¢emo mocéi odabrati pa je dovoljno dokazati

da je u jednoj komponenti najvise % poteza, iz dega ¢e tvrdnja zadatka slijediti, zbog (z+1vy)3 >
31,3

o+ y°.

Komponente se mogu razdvajati na vise komponenata. Neka su nam pocetne vrijednosti u jednoj
komponenti a; < as < ... < ag. Pogledajmo vrijednost sume kvadrata unutar jedne komponente.
U jednom potezu ova se vrijednost smanjuje za (z + 1)2 + (z — 1)? — 222 = 2. Primjetimo da se
suma brojeva u jednoj komponenti ne mijenja.

Stoga, zbog nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine, vrijedi da je suma kvadrata na
kraju barem %(al + ag + ... + a;)?. Stoga, broj poteza S nam je najvise bio


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2790111p24534991
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2021/04/MEMO2016_Solutions-8.pdf
https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2016/07/solutions_en-jbmo2014.pdf
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2021/04/MEMO2016_Solutions-8.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2018SL.pdf
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Tezi zadaci

19.
20.
21.
22.
23.
24,

IMO SL 2021 C4

IMO SL 2021 C3 (IMO 2021 P5)

Dusan Duki¢ invarijante 16. zadatak (IMO SL 2005 C5)
IMO SL 2017 C4 (IMO 2017 P5)

IMO 2005 C6 (IMO 2005 P6)

IMO SL 2007 C6 (IMO 2007 P3)
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https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf
https://imomath.com/srb/dodatne/invarijante_ddj.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2017SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h44575p282141
https://www.imo-official.org/problems/IMO2007SL.pdf

G6: Krunoslav lvanovic - Inverzija

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Zadaci su u nacelu iz:
1. Evan Chen - EGMO (link na poglavlje o inverziji),
2. Gunmay Handa - Inversion on the fly, bude prvi rezultat kad guglate.

Oba pdfa su izvrsna ako Zelite naéi teze/kompliciranije zadatke i dublje uéi u materiju.

Laksi zadaci

8.10 ovdje

Chen, EGMO, 8.23.

Chen, EGMO, 8.24.

Lemma 8.13. u gore linkanom pdfu (EGMO).
Chen, EGMO, 8.25.

Example 8.12. u gore linkanom pdfu (EGMO).
Chen, EGMO, 8.32.

® N o o L bdDH-

Turkey TST 2015.

Tezi zadaci
9. EGMO 2013. 5.
10. ELMO SL 2013 G5
11. China TST 2012.
12. IMO SL 2005. G5
13. IMO 2015. 3.
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https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/ebooks/pdf/EGMO_chapter8.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c618937h1752762_lemmae_89811
https://artofproblemsolving.com/community/c618937h1765219_problem_823
https://artofproblemsolving.com/community/c618937h1647116_problem_824
https://artofproblemsolving.com/community/c618937h1769837_problem_825
https://artofproblemsolving.com/community/c618937h1648571_problem_832_russian_olympiad_2009
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1072722p4670803
https://artofproblemsolving.com/community/c6h529189p3014767
https://artofproblemsolving.com/community/c6h545086p3151963
https://artofproblemsolving.com/community/c6h469664p2629272
https://artofproblemsolving.com/community/c6h89098p519896
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1112748p5079655

N6: Vedran Cifrek - Dizanje eksponenata

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
Vecéina rjesenja zadataka nalazi se u LTE Handout.pdf

Uvodni zadaci

1. Dokazat ¢emo da lijeva i desna strana imaju isti v, za svaki prosti broj p pa moraju biti isti
brojevi. Neka je p proizvoljan prosti broj:

vp desne strane je

. abclem(a, b, c)

vp(RHS) = vy (lcm(a, b) lem(b, ¢) lem(c, a))
= vp(abclem(a, b, c)) — vp(lem(a, b) lem(b, ¢) lem(c, a))
— 0y(a) + p(b) + 0p(0) + max(vy(a), vp(B), 1y (<))

— max(uvp(a), vp(b)) — max(vp(b), vp(c)) — max(vp(a), vp(c))-

vp lijeve strane je
min(uy(a), vy (b), v5(c)):

Buduéi da je izraz iz zadatka simetrican s ozbirnom na a, b i ¢ moZemo preimenovati brojeve
tako da vrijedi vp(a) > vp(b) > vp(c) tada je v, desne strane:

2vp(a) + vp(b) + vp(c) — 2up(a) — vp(b) = vp(c),

a lijeve strane je vp(c).

vp obje strane je jednak za svaki prost broj p pa su ti izrazi jednaki.
2. Tekst zadatka nam daje da za svaki prirodni broj k vrijedi a?*~! | b2k | a?#+1, Pretpostavimo da
je a # b tj. postoji prosti broj p takav da je vp(a) # vp(b). Iz pocetne relacije dijeli slijedi

(2k — 1) - vp(a) < 2k - vp(b) < (2k + 1) - vp(b)

za svaki prirodni broj k. Drugacije zapisano
1 1
(1= ) wpla) < v(8) < (1+ 1) vyl
Ako uzmemo prirodan broj k takav da je k > vp(a): Kada bi vrijedilo v,(b) > vp(a) + 1, iz toga
bi slijedilo

(1+ 5) - vpla) = vp(a) + 1

sto je kontradikcija s izborom od k.
Analogno kada bi vrijedilo v,(b) < vp(a) — 1, iz toga bi slijedilo

(1- i) up(a) < vp(a) — 1,

Sto je kontradikcija s izborom od k. Zna¢i mora vrijediti v,(b) = vp(a) jer je vp(b) cijeli broj, no
to je kontradikcija s definicijom prostog broja p.

3. LTE Handout Problem 1.1.3 (7. stranica)
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https://drive.google.com/file/d/1mRdDVpQKCRGj5Mk5nAqVGZZ3mms85c9j/view

Zadaci

4, LTE Handout Problem 1.2.1 (19. stranica)

5. Pretpostavimo da je n > 2. Ru¢no provjerimo slucajeve p = 2: 22 +32=13ip=5: 254+ 3% =
275 =25-11 i vidimo da u njima nema rjesenja. U svim ostalim slucajevima p je neparan i nije
djeljiv s 5. Iz formule za zbroj p-tih potencija znamo da (2 + 3) | 2P + 3P tj 5 | a™. Bududi da je
n > 2 vs(a™) = n-vs(a) > 2, ali po LTE za zbroj vrijedi vs(2P + 3P) = v5(2 + 3) + vs(p) = 1.
Kontradikcija pa je n = 1.

LTE Handout Problem 1.1.5 (8. stranica)
2

LTE Handout Problem 1.2.5 stranica

© ® N @

LTE Handout Problem 1.2.7 (2

(
(20.

LTE Handout Problem 1.2.6 (21. stranica
(21. stranica
(19.

)
)
)
)

10. LTE Handout Problem 1.2.2 (19. stranica

Tezi zadaci

11. IMO SL 2006 N5
12, CHINA TST 2016
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https://artofproblemsolving.com/community/c3957_2006_imo_shortlist
https://artofproblemsolving.com/community/c253462_2016_china_team_selection_test

X6: Bernard Inkret - MijeSanje varijabli

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

Problem 1.
Problem 2.

IMO SL 2019. A3
IMO SL 2015. A3
Problem 3.
Problem 1.
Problem 2.
AOPS

® ® N o o & L0 N+=

IMO 2020. 2
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https://cdn.bc-pf.org/resources/math/algebra/inequalities/Pham_Kim_Hung-Mixing_variables.pdf
https://cdn.bc-pf.org/resources/math/algebra/inequalities/Pham_Kim_Hung-Mixing_variables.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2279061p17829510
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1268841p6622146
https://www.dropbox.com/sh/zdrde75a758bhzx/AADjlHMOaq7zqfgovzpaOxGfa/Inequalities/Techniques%20and%20Tricks/Stronger%20Mixing%20Variables%20-%20Pham%20Kim%20Hung%20-%20MR%202006.pdf?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zdrde75a758bhzx/AADjlHMOaq7zqfgovzpaOxGfa/Inequalities/Techniques%20and%20Tricks/Stronger%20Mixing%20Variables%20-%20Pham%20Kim%20Hung%20-%20MR%202006.pdf?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zdrde75a758bhzx/AADjlHMOaq7zqfgovzpaOxGfa/Inequalities/Techniques%20and%20Tricks/Stronger%20Mixing%20Variables%20-%20Pham%20Kim%20Hung%20-%20MR%202006.pdf?dl=0
https://artofproblemsolving.com/community/q3h195938p1076880
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625850p22697952

Rjesenja za sedmu grupu

A7: lvan Sinci¢ - Funkcijske jednadzbe

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.
3.
4
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https:/ /natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf
https:/ /www.skoljka.org/solution/16195/

https://artofproblemsolving.com/community /c6h498383p2800435

. https://artofproblemsolving.com/community /c6h529313p3016148

https:/ /artofproblemsolving.com/community /c6h1502364p8868742

. http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-zup-1234-zad+

rj/2002-SS-zup-1234-zad %2Brj.pdf

. https://artofproblemsolving.com/community /c6h1243431p6362873


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf
https://www.skoljka.org/solution/16195/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h498383p2800435
https://artofproblemsolving.com/community/c6h529313p3016148
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1502364p8868742
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-zup-1234-zad+rj/2002-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-zup-1234-zad+rj/2002-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1243431p6362873

G7: Boris Stankovi¢ - Geometrija mix

Link na zadatke. Link na hintove.

Laksi zadaci

1. I rjesenje: Doda se tocka D na produzetku stranice C A preko A takva da je Al = AD. Iskoristi
se da je trokut DC B jednakokracan i dokaze se da je éetverokut AIBD tetivan odakle se angle
chasingom dokaze tvrdnja.

IT rjeSenje: Moze se uzeti tocka E na stranici BC' takva da je CE = AC. Dokaze se da je ABEI
tetivan pa da je jednokracni trapez. Odatle angle chasingom se dokaZe tvrdnja.

2. Iran MO 2018 3rd round geometry 1
3. Baltic way 2020 P13
4. 1 rjeSenje: Dovoljno je dokazati LZAFE = /BFG. 1z AD || EG je ZAFE = /GEF'. Neka je

EG N BF = K, zapravo Zelimo pokazati da je KF tangenta na opisanu kruznicu AGEF, tj
KF?=KG-KE.

.o . . P v . . KF AFE
Vrijedi KG-KE = KB KC iz potencije K na kruZnicu opisanu oko BEGC'. Znamo %= = &g»

KB — BE i; Talesa zbog AD || KE, a ABCD je trapez pa su AABE i ACDE sli¢ni odakle je
tvrdnja zadatka dokazana.

IT rjesenje: Kako je /BGC = /BEC = /AED i /CBG = /CEG = Z/EAD, trouglovi BCG i
ADE su sli¢ni. Pritom je % = g—g, pa su i trouglovi BFG i AFFE sli¢ni. Otuda je ZAFE =
/ZBFG.

5. Nizozemska EGMO TST 2018. P4

6. IMO 2022 P4

7. BH TST 2016 P1

8. BMO 2020 P1

259


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1701129p10928040
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw20sol.pdf
https://wiskundeolympiade.nl/phocadownload/jaarverslagen/dmo2017.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2883216p25635154
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1243208p15028763
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2326457p18624198

Umjereni zadaci

9.
10.
11.
12,
13.

14,
15.
16.
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BMO 2011 P1
IMO SL 2013 G4
EGMO 2021 P4
MEMO 2021 T1

Iz uvjeta zadatka vidimo da je BC tangenta na opisane kruznice AACP i AABQ), odakle je
BA.BP = BC? = CA - CQ pa zakljuéujemo da B i C imaju jednaku potenciju u odnosu na
opisanu kruZznicu AAPQ odakle slijedi tvrdnja.

A

All-Russian Olympiad 2019 grade 10 Problem 6
Romanian JTST 2019 P3

Neka su P, @ polovista DA, DB redom. Vrijedi DP = AP = EP,DQ = BQ = CQ te /EPM =
/EPA+ /APM =2-/ADE+ /ADB=2-/CDB+ /BQM = /CQB + /BQM = /CQM
pa su trokuti EPM i MQC sukladni odakle je MP = MQ. Sada da bi ENMC bio tetivan
potrebno je i dovoljno dokazati da je M N vanjska simetrala ZENC.

A N M B

Ovo vrijedi jer iz tetivnih éetverokuta ANDE, BNDC vrijedi /ANE = /ADE = /CDB =
/CNB.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h405408p2262537
https://www.imo-official.org/problems/IMO2013SL.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo10/solutions.pdf
https://memo2021.math.hr/wp-content/uploads/2021/12/Problems-and-Solutions-Booklet.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1827702p12228469
https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2019/08/romanian-jtst.pdf

17.
18.

SMO 2014
G5 JBMO shortlist 2015.

Tezi zadaci

19.

20.
21.
22.
23.

(I rjeSenje) Oznacimo sa M poloviste BC' i neka je £ simetrala BC. Znamo da Q = £N EF.
Odatle ZQMD = /QPD = 90° pa su D, P, M, QQ koncikli¢ne. Neka je G = EF N BC. Ozna¢imo
opisanu kruznicu trokuta DPM( sa w;. Sada imamo

Pow,,(G) =GP -GQ=GD-GM
Zelimo pokazati da su B, P,C, Q koncikli¢ne, pa nam je dovoljno pokazati
GD-GM =GB -GC

Ovo vrijedi jer je BCEF tetivan, pa GB - GC = GE - GF, a EFMD je isto tetivan (kruZnica
9 tocaka) pa je GE - GF = GD - GM. 1z ovoga zaklju¢ujemo da je BPCQ tetivan Cetverokut.
Sada lako dobijamo /APD = /B — Z/C. Neka je /BPF = x. Sada je /BCQ = /CBQ = «,

pa je
/BPD =90° —z,/BDP =90° — /B + ZC
Ovo implicira Z/PBQ = /B — ZC odakle smo gotovi.

Komentar: Mogli smo zakljuciti da vrijedi GD - GM = GB - GC i na osnovu leme za potenciju i
sredinu stranice iz uvoda.

(IT rjeSenje) Klju¢ni dio je pokazati tetivnostt BCPQ. To moZemo i na sljedeéi nadin: Vidimo
da zbog @B = QC je dovoljno pokazati da je PQ) vanjska simetrala Z/BPC, sto je ekvivalentno
s tim da je PD unutrasnja. Medutim znamo da je PD 1 PQ i da je % = % (Ceva za tocke
D, E, F, Menelaj za tocke E, F,G) pa je zadovoljen kriterij za simetralu kuta koji smo naveli u
uvodu.

HMO 2012 drugi dan 3. zadatak
BH TST 2017 P1
BMO 2019 P3

IMO 2019 P2

261


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1092594p4872268
https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2016/10/shl-2015.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/2012_izborno-rjesenja.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h250154p1370723
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1832236p12271234
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1876070p12744870

N7: lvan Vojvodi¢ - Tb funkcijske

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

BMO 2017/3

MEMO 2016 14

BMO 2019/1

Drzavno 2019 4. razred, 5. zadatak
USAMO 2012/4

Korea National Olympiad 2013/5

N o L=

IMOSL 2020 N5
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h1441693p8209540
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1295282p6869698
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1832234p12271222
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/drzavno_rje-1.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c5h476852p2669997
https://artofproblemsolving.com/community/c5345_2013_korea_national_olympiad
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625925p22698553

X7: lvan Novak - Kvadratni ostaci i slicho

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.

® ® N oo o =

Drzavno natjecanje 2013., 4. razred, 2. zadatak

Baltic Way 2014.

. Fiksirajmo z, i stavimo a, = f™(z) (funkcija f primijenjena n puta na z). Onda uvjet kaze

ant+2 = 6a, — ant1. Opéa formula za niz je a, = A - 2" + B - (—3)". Medutim, ako B nije 0,
onda je za dovoljno veliki n pripadne parnosti (ovisno o predznaku od B) takoder i a, < 0, S$to
je kontradikcija. Dakle, B = 01i a, = A - 2"™. Iz podetnog uvjeta ag = = dobivamo a, = 2"z.
Posebno, a; = f(z) = 2=.

Mala olimpijada 1998.
Poljska 1970.

Baltic Way 2021.

3. ELMO, 2. zadatak
APMO 2020., P2
IMO 2014., P1
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https://www.skoljka.org/task/2676/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h613427p3649209
https://www.skoljka.org/task/2352/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1545107p9369248 
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2718982p23647187
https://www.skoljka.org/task/4997/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2140039p15706466
https://artofproblemsolving.com/community/c6h596930p3542095

M1: Ivan Vojvodi¢ - Izogonalne konjugate

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja
1. China Team Selection Test 2016 Test 1 Day 1 Q1

2. Neka je @ = AC N BD. Po korolaru 3.2 vrijedi:
AC 1 BD < (@ ima izogonalnu konjugatu u ABCD (neka je to P), a P po laganom angle
chaseu zadovoljava traZzenu jednakost kuteva (sjetimo se konstrukcije konjugate iz teorema 3.1).
Izvor: IMOSL 2008 G6

3. IOM 2020/6
4. MEMO 2017 I3

5. Projekcije P na ABCD ¢ine tetivni ¢etverokut —> P ima izogonalnu konjugatu u ABCD, a
lagani angle chase daje da je ta konjugata upravo FE. Tada su M i N projekcije E na FA, FB
redom, a onda Pascalov teorem na WNNY MM dovrSava.

6. IMOSL 2007 G3
7. IMOSL 2012 G2
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h1212538p6016817
https://artofproblemsolving.com/community/c6h287868p1555924
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2383998p19543983
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1502378p8868877
https://artofproblemsolving.com/community/c6h214644p1186774
https://artofproblemsolving.com/community/c6h546176p3160578

M2: Bernard Inkret - Sve osim funkcijskih

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.

o & W N

Znamo da za polinom P s cjelobrojnim koeficijentima vrijedi
a—>b| P(a)— P(b)

za sve cijele brojeve a i b. Neka su a, b i ¢ tocke u kojima P postiZe vrijednost &1, a u cjelobrojna
nultocka za P. Tada vrijedi

u—a | P(u)— P(a) = 1
u—>b|P(u)— P(b) ==+1
u—c| P(u) — P(c) = £1.

Kako je w razli¢it od a, b i ¢, nuZzno imamo da su brojevi u — a, v — b i u — ¢ upravo +1. Po
Dirichletovom principu, barem dva od ta tri broja imaju isti predznak. Bez smanjenja opéenitosti,
recimo da jeu —a=11iu—b=1, no, to bi znacilo da je a = b sto je kontradikcija.

Dakle, polinom P nema cjelobrojnu nultocku.

Kanada 2018.

. MEMO 2019. T2
. APMO 2021. 1.
. APMO 2020. 2.
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h1618550_p1__p2__p3____pn__pnqn_cmo_2018__p4
https://artofproblemsolving.com/community/q1h1906728p13049463
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2585851p22274039
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2140039p15706466

M3: Boris Stankovi¢ - Promjena perspektive

Link na zadatke. Link na hintove.

RjeSenja

1.
2.
3.

~N o g b
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IGO 2017. Advanced P2
Polish MO 2020 second round P2

Neka je A broj redaka s dva oznacena polja i B broj redaka s jednim oznacenim poljem. Tada
je 2A + B broj oznacenih polja.
Za svako polje iz retka s jednim oznacenim poljem postoji jedinstveno polje iz nekog drugog

retka s jednim oznacéenim poljem koje je u istom stupcu s njim. Time smo podijelili polja iz
retka s jednim oznacenim poljem u B/2 parova, i svakom paru pridruzili jedinstveni stupac s
dva oznacena polja. Dakle, broj stupaca s dva oznacena polja je B/2. Analogno, broj stupaca s
jednim oznacenim poljem je 2A.

Sada je jo$ potrebno maksimizirati zbroj 2A + B, uz uvjete A+ B < 20191 2A + B/2 < 2019.

Zbrajanjem tih dvaju nejednakosti dobijemo (2A+ B)-3/2 < 4038 — 2A+ B < &39'4 = 2692.
Dokazimo jo$ da se 2692 postize. Promotrimo sljedeée oznacavanje (skica za 12 x 12 tablicu):

Oznacimo retke i stupce brojevima od 1 do 2019. Ako je oznaka retka 3k + 1 ili 3k + 2 za neki
k > 0, tada u tom retku oznac¢imo polje u 3k + 1-tom stupcu. Ako je oznaka retka 3k za neki
k > 0, tada u tom retku oznacéimo polja u stupcima 3k i 3k — 1.

Lako se vidi da je konstrukcija valjana tj. da za svako oznaceno polje postoji jedinstveno drugo
oznaceno polje u istom retku ili stupcu. Broj redaka s dva oznaena polja je 2019/3, a broj
redaka s jednim oznacenim poljem je 2 -2019/3, pa je broj oznacenih polja upravo 4 - 2019/3.

. Baltic Way 2021 P6
. Po Diracovoj teoremi graf njihovih prijateljstava ima Hamiltonov ciklus.
. IMO SL 2019 N3

. Ako je |S| paran ili je S beskonalan, neka su a; < ag < ... elementi S. Stavimo g(agk—1) = ask,

9(azk) = f(agk-1), 9(f(agk—1) = agk, ...
Opéenito, stavimo g(f’(azx_1)) = f7(aox) i 9(f?(a2x)) = f7(agk_1). Lako se provijeri da je g
dobro definirana i da je go g = f.

Ako je |S| neparan, pretpostavimo da postoji g za koju je go g = f. Tada je i g injekcija. Neka
su ai,ag,...,ax elementi skupa N\ g(N). No tada je S upravo jednak

{a1,a2,...,ax,9(a1),9(a2),...,g9(ax)},

no tada S ima parno mnogo elemenata, Sto je kontradikcija.


https://www.rl.kiev.ua/wp-content/uploads/2017/09/4th_IGO_Problems-and-Solutions.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2003383p14012695
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw21sol.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2019SL.pdf

11.
12,
13.

14,
15.

. IMO SL 2017 N3
. Swiss TST 2006
10.

Prvo rjeSenje, Cisto algebarsko

Sturo zapisano alternativno rjeSenje, s geometrijskom interpretacijom

SMO 2021 P4

Obratite paznju na 2. rjeSenju imajuéi u vidu da se radi o 3. zadatku s EGMO 2016.
I rjesenje

II rjesenje

IMO SL 2020 C4

IMO 2020 P3
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https://www.imo-official.org/problems/IMO2017SL.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h89108p519916
https://vjimc.osu.cz/storage/uploads/j16solutions.pdf
https://math.stackexchange.com/a/1415103
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2560878p21940152
https://www.egmo.org/egmos/egmo5/solutions.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h492441p2761664
https://artofproblemsolving.com/community/c6h492441p2761612
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625914p22698447
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2278652p17911629

Dio

Projekti na Ljethom kampu
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24. Projekti

24.1. O projektima

Projekt je aktivnost u kojoj jedan ili viSe mentora u grupama od 5 do 8 ucenika (ovisno o zainteresira-
nosti uenika za pojedini projekt) obraduje kroz par popodneva detaljnije neku temu. Na ovogodi$njem
je kampu bilo ponudeno sveukupno 10 projekata.

Veéina projekata moze se svrstati u sljedece tri kategorije: natjecateljski, projekt iz primijenjene ma-

tematike, te takozvani "faksovski', gdje se uéenici upoznaju s temama sa studija matematike. Projekti
se odrzavaju kako bi se uCenici upoznali sa Sirokim rasponom matematickih tema.

24.2. Popis projekata

24.2.1. Geometrijska razonoda

Vrsta: fakultetski Predavacdi: Laura Horvat, Patricija Dovijanié¢

Na ovom projektu bavili smo se raznim zabavnim i jednako edukativnim podruéjima geometrije koje
ne susre¢emo na redovnoj nastavi.

Nakon $to smo se upoznali s osnovama prostorne geometrije, zakoracili smo u svijet sferne geometrije.
Uz pomo¢ naranéi i plastelina naucili smo svasta, od oplosja i volumena sfere te povrsina sfernih
trokuta, pa sve do dvokuta. Posebno su nam bile zanimljive razlike euklidske i sferne geometrije. Puno
nam je pomogla nasa lopta za plazu, kao i motivi na njoj. Primjerice, glava malog prasci¢a naslikana
na njoj bila je izvrstan primjer sfernog trokuta.

Jos jedno nama zanimljivo tijelo bio je torus - geometrijsko tijelo oblika ameri¢ke krafne. Proucavali
Smo njegova razna svojstva, poput volumena, oplosja, zakrivljenosti i sliéno. Cak smo naudili igrati
krizié-kruzié na torusu, te kako na torusu (ili Salici) spojiti tri odabrana mentora s izvorima vode,
struje i plina.
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Kad smo veé¢ kod domacinstva, jeste li ikad obraéali paznju kako vam je poplocana kuhinja ili kupa-
onica? Da ste bili na nasem projektu, znali biste sve o tome. Pomoc¢u diofantskih jednadzbi spojili smo
gradevinarstvo i matematiku te naucili na koje sve nacine mozemo mnogokutima poplocati ravninu.

Ako ste mislili da je to sve, u krivu ste! Za sam kraj projekta ostavili smo jednu izrazito zanimljivu
plohu - Mdébiusovu vrpcu. Opéenitiji slucaj Mébiusove vrpcee su i fleksagoni. To su igracke od papira
u obliku pravilnih mnogokuta koje osim prednje i straZnje strane imaju i skrivene, unutarnje strane.
Fleksajuéi fleksagone kao i nase mlade umove, zavrsili smo projekt.

NasSim najdrazim mentoricama L.H. i P.D. zahvaljujemo na novom iskustvu i $to su nas obogatile
cijelim novim svijetom geometrije.

24.2.2. InDizajn s MnM-om

Vrsta: fakultetski/primjena Predavaci: Lucija Reli¢, Ivan Premus

Zapoceli smo projekt tako $to smo definirali $to je dizajn i predstavili ga formulom:
t— (v,b,7m,k,\)

gdje je v broj vrhova, b broj blokova, r broj blokova kroz svaki vrh, k broj vrhova na svakom bloku, a za
svaki skup ¢ vrhova postoji A blokova koji ga sadrzi. Utvrdili smo svoje znanje iz dizajna ilustriranjem
par prakti¢nih primjera primjene dizajna u stvarnom Zivotu (degustacija vina, lotto). U primjeru s
degustacijom vina kao rezultat smo dobili Fanovu ravninu, odnosno dizajn 2 — (7,3, 1), najpoznatiji
primjer simetri¢nog dizajna.

Slika 24.1.: Fanova ravnina

Onda smo izveli formule za 7 i b:

v—1 ur
r = )\— b = — t= 2.
k-1 Ko
te prosli kroz razne vrste dizajna, poput simetri¢nog, komplementarnog, dualnog i deriviranog i odredili
njihove parametre. Zabavili smo se crtanjem tezih primjera, izvodenjem opéenitijih formula i... Na
kraju smo se upoznali i s latinskim kvadratima. I onda smo prosli latinske kvadrate. Bilo je fun!

P.S. Cak smo i otkrili koliko moZe najvise postojati medusobno ortogonalnih latinskih kvadrata. Ali
to nije sve! Nego smo ih i odredili i nacrtali za n = 4 koriste¢i vezu s projektivnom ravninom reda 4.
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Teorija brojeva

Vrsta: fakultetski/natjecateljski Predavac: Ivan Novak

Na ovom projektu bavili smo se kvadratnim ostacima, primitivnim korijenima i proSirenjima cijelih
brojeva Z[i] i Z[w].

Koristili smo svojstva ovih prstenova kao npr. jedinstvenu faktorizaciju, Euklidov algoritam i Bezoutov
teorem. Pomodéu toga smo dokazali da se svaki prost broj koji nije oblika 4k + 3 moZe zapisati kao
suma kvadrata prirodnih brojeva i rijesili neke diofantske jednadzbe u N.

Koristili smo ordere kako bi pokazali postojanje primitivnog korijena modulo p i definirali smo kva-
dratne ostatke pomoéu potencija primitivnog korijena. Rjesavali smo zadatke sliéne Ilkovoj lemi (z2+1
nema proste 4k + 3 djelitelje) i spomenuli smo Gaussov zakon reciprociteta.

Koristili smo i Jacobijev simbol kako bismo si olaksali ra¢un reciprociteta. Povezivali smo kvadratne
ostatke modulo p sa kvadratima u N i spominjali smo rezultate iz R u drugim poljima, npr I, Sto
nam je omogudilo da kvadratne jednadzbe i opéenito neke polinomijalne relacije modulo p, a to nam
je govorilo o broju rjeSenja kvadratne modulo p.

(Projekt)ivna geometrija
Vrsta: natjecateljski Predavaci: Luka Kraljevié¢, Krunoslav Ivanovié¢

Na ovom projektu bavili smo se projektivnom geometrijom, koja daje alternativni pogled na odredene
tipove zadataka unutar natjecateljske geometrije.

Prije svega, upoznali smo se s nekim osnovnim teoremima poput Cevinog i Menelajevog teorema koji
su nam kasnije pomogli u dokazivanju relacija izmedu projektivnih objekata.

Nakon toga, upoznali smo se s definicijom dvoomjera na pravcu, dvoomjera medu pravcima i dvoomjera
na kruznici te vidjeli kako su ti objekti medusobno povezani i kako ih moZemo prenositi u razli¢itim
situacijama. Kasnije, upoznali smo se s harmonijskim cetvorkama i raznim svojstvima koje za njih
vrijede te vidjeli kako se prirodno javljaju u raznim konfiguracijama. Takoder, na primjeru raznih
natjecateljskih zadataka, vidjeli smo da su harmonijske cetvorke cesta pojava u zadacima i da leme
koje smo dokazali uvelike pomazu kod rjesavanja takvih zadataka.

U kontekstu harmonijskih cetvorki, upoznali smo se s polovima i polarama te vidjeli kako su kruznice
i tangente ukljucene u cijelu pricu.

Naposljetku, upoznali smo se s projektivnim transformacijama i vidjeli fizikalnu interpretaciju istih

"Preporucujemo ovaj projekt"
Vrsta: primjena Predavacdi: Mateo Duji¢, Matej Vojvodi¢

Cilj naseg projekta bio je upoznati se sa sintaksom programskog jezika Cypher i sustavom Neo4j koji
se koriste pri radu sa grafovskim bazama podataka.

Prvih nekoliko dana smo se bavili teorijom, naucili imenovati vrste grafova i osnovne pojmove vezane
uz njih (poput vrhova, usmjerenih bridova, klika, Setnja...), te smo se upoznali sa funkcijama MATCH,
CREATE i drugim korisnim pri radu u grafovskim bazama podataka.

Zatim smo na drugoj polovici uspjeli sve podatke o u¢enicima i mentorima s kampa spojili u graf koji
prikazuje koji ucenici su bili u istim sobama, grupama predavanja, projektima, tko je od mentora bio
odgovoran za njih, koja je predavanja drzao... Koristeéi taj graf, uspjeli smo predloziti osobe koje bi
bile dobro drustvo drugim grupama osoba.
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P.S. Definitivno preporuéamo ovaj projekt! :)
Funkcijske jednadzbe
Vrsta: natjecateljski Predavacdi: Vedran Cifrek, Leon Krizanié

Funkcijske jednadzbe su zadaci koji se pojavljuju na olimpijadama iz matematike, i to su jednadzbe
u kojima su nepoznanice cijele funkcije, a ne samo brojevi kao u obi¢nim jednadZbama. Npr:
Nadi sve funkcije f : R — R takve da vrijedi

F(f@)+y) =22+ f (fly) — 2)

za sve realne brojeve z i y.
U svrhu rjesavanja tih zadataka definirali smo posebna svojstva koja neke funkcije imaju:

o injektvnost

o surjektivnost

e parnost

e neparnost
Dokazavali smo da neke funkcije iz zadataka imaju ova svojstva, te smo ih dalje primjenjivali da bi
zakljuculi vise o funkciji.
Jos smo promatrali koji su dovoljni uvjeti da ako funkcija f : R — R zadovoljava Cauchyjevu funkcijsku
jednadZzbu f(z+y) = f(z) + f(y), ona mora biti oblika f(z) = c-z gdje je ¢ € R bilo koja konstanta.
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Numerika i drustvo
Vrsta: fakultetski/primjena Predavag¢: Ivan Sincié

Na projektu Numerika i drustvo bavili smo se problemom aproksimiranja konac¢nog skupa podataka
za $to smo pronalazili odgovarajuée metode.

Poceli smo ponavljanjem osnovnih pojmova vezanih uz funkcije poput domene i kodomene, svojstava
injektivnosti i surjektivnosti, te smo naucili nekoliko novih kao $to su neprekidnosti funkcije i deri-
vabilnosti. Dalje smo se bavili polinomima i derivacijama. Za svaki skup od n + 1 toc¢aka u ravnini
s razli¢itim x koordinatama postoji jedinstveni polinom n-tog stupnja koji prolazi tim tockama, a
mi smo ga odredivali trima metodama — rjeSavanjem sustava jednadzbi, Lagrangeovim i Newtono-
vim oblikom interpolacijskog polinoma. Pri odredivanju Newtonovog oblika polinoma koristili smo se
podijeljenim razlikama. Zakljucili smo da je rjeSavanje obi¢nih sustava jednadzbi najneucinkovitija
metoda od tih triju. Interpolacijski polinomi imaju veliku gresku pri aproksimiranju nekih funkcija,
stoga se koristimo drugim metodama aproksimacije poput linearne i kubne interpolacije po dijelovima
te diskretne metode najmanjeg kvadrata pri ¢emu smo se upoznali s parcijalnim derivacijama.
Zadovoljni smo izborom teme za projekt i na njemu smo se odli¢no zabayvili.

Komba

Vrsta: natjecateljski Predavacdi: Nika Utrobici¢, Paula Horvat, Andrija Tomorad

Prebrojavanja nam nisu bas jaca strana
u rjeSenjima smo imali puno mana
Zato dosli smo na projekt Komba

I bilo nam je bas bomba

Paula, Andrija i Nika

Kombini ponos i dika

Naucili smo bas puno novih stvari
Da napokon netko i za kombu mari

Daci smo u prosjeku prvasi
Ali nas viSe komba ne plasi
Kombu preporucujemo svima
Tko imalo pameti ima

Kompresija slika
Vrsta: fakultetski/primjena Predavaci: Mislav Brnetié¢, Katja Varjaci¢

Cilj naseg projekta bio je upoznati se s osnovnim pojmovima linearne algebre na primjeru kompresije
slika. Krenuvsi od osnovnih definicija i pravila postepeno smo poboljsavali nase razumijevanje kom-
presije slika, koja je nuzna da bi Sto vise fotografija ili videozapisa bilo mogucée pohraniti u memoriju
racunala.

Postupak koji smo proucavali temeljen je na SVD dekompoziciji (singular value decomposition), za
Cije je upoznavanje prvo trebalo razumjeti koncepte poput polja, vektorskih prostora, baza, sustava
izvodnica, matrica i operacija nad njima, determinanti, svojstvenih vrijednosti te svojstvenih vektora.
Crno bijele slike interpretirali smo kao matrice realnih brojeva. Smanjivanjem ranga odnosno broja
linearno nezavisnih redaka matrice bilo je moguée uz mali gubitak na vizualnoj kvaliteti slike zauzeti
znacajno manje memorije pri njenom spremanju.

Na kraju projekta napisali smo program kojim smo usporedivali izglede slika dobivenih variranjem
parametara kompresije.

Vjerojatnost i statistika

Vrsta: fakultetski/primjena Predavac: Luka Buli¢ Braculj
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Na ovom projektu uéili smo o vjerojatnosti (s malo kombe) i statistici. Krenuli smo bez ikakvog
predzanja u statistici i s malo znanja o vjerojatnosti. Kroz 5 puta $to smo imali projekt opismenili
smo se u jezicima statistike i vjerojatnosti te naucili neke koncepte u njima.

Vise smo udili teoriju nego Sto smo radili na primjerima u kojima smo manje radili s brojevima, a vise
s algebarskim izrazima.

Sada mozemo drugima tumaciti neke osnovne principe i oznake u statistici koje do sada nismo znali
ili smo i krivo tumadcili kao i veéina ljudi.

Nakon $to smo naudili teoriju, primjenili smo je provodeéi anketu i analizirajuéi ju. Studirali smo
statistiku i iz naSeg iskustva je statistika veoma teska i stvarno se istinski divimo ljudima koji ju rade.
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Dio

Zavrsne rijeci
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Zavrsno

Zahvale

Organizacija Ljetnog kampa bila je kao i svake godine zahtjevna i nepredvidljiva, no uspjeli smo!
Iznimno smo zahvalni svima koji su nam u tome pomogli na bilo koji nac¢in. Ovim putem htjeli bismo
zahvaliti svima koji su prepoznali nas rad i nesebi¢no nam pomogli u organizaciji jos jednog Ljetnog
kampa.

Posebno Zelimo zahvaliti nasim domadinima, Uéenickom domu i Srednjoj Skoli 'Braca Radié",
koji su nam u mnogocemu izasli u susret te omoguéiti ugodan, poucan i siguran boravak u Kastel
Stafiliéu.

Nadalje, Zelimo iskreno zahvaliti i nasim donatorima: Photomath, HashCode, Stype te Jane
Street. Posebno Zelimo zahvaliti i Hrvatskom matematickom drustvu i Ministarstvu znanosti i obra-
zovanja. Omogudili ste da se kamp odrzi, ali i da bude sufinanciran ili besplatan mnogim nadarenim
ucenicima. Hvala vam Sto ste prepoznali vaznost naSeg rada te svojim donacijama podrzali rad nase
udruge.

MINISTARSTVO ZNANOSTI
I OBRAZOVANJA
REPUBLIKE HRVATSKE

ohotomath

smart camera calculator

HashCode T I
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Od srca zahvaljujemo i predava¢ima popularno znanstvenih predavanja Ivici Puljku, Danielu
Paleki i Borni Vukorepi na tome $to su kroz svoja predavanja naSim polaznicima pruzili znanja iz
prakse te ih zainteresirali za daljnje bavljenje znanoséu.

Naravno, kamp ne bi bio mogué¢ bez svih mentora koji su organizirali i odrzali jos jedan Ljetni
kamp. Zahvaljujemo im $to su svojim trudom svim polaznicima kampa pruzili program bogat aktiv-
nostima i prilikama za ucenje, prenijeli im svoje znanje i entuzijazam te ih, nadamo se, potaknuli na
daljnje bavljenje matematikom i kada kamp zavrsi.

Za kraj, zahvaljujemo svim ucenicima i roditeljima koji su prepoznali koliko je bitno zadrzati
Zelju za ucenjem bez obzira na okolnosti. Hvala vam §to ste prepoznali vrijednost znanja i iskustava
steenih na matematickim kampovima. Ponovni velik odaziv potvrduje da ono Sto radimo u MNM-u
i na Ljetnom kampu zaista ¢ini razliku.

RSN AR
‘/1" ‘\"\;\&‘\
TN

(=3 Mm%

Y = l‘-‘!_"‘,
SR

Veliko vam hvala na svemu!
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25.2. Kontakt

ViSe informacija o nama i nasim projektima mozete pronadi i na nasoj web stranici: https://mnm.hr/

Ukoliko ste zainteresirani za nas$ rad ili bilo koji drugi oblik suradnje, slobodno nas kontaktirajte.

Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldié¢"

e-mail: mnm@mnm.hr adresa: Zvonimira Rogoza 3, 10000 Zagreb

Ukoliko nam Zelite pomoc¢i simboli¢nom donacijom, uplatu mozete izvrsiti na sljede¢i racun u Privred-
noj banci Zagreb:

IBAN HR5023400091110348338

Sve donacije iskoristit ée se iskljucivo za financiranje nasih projekata.
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