
Zimska škola 
matematike

Mladi nadareni matematičari 

"Marin Getaldić"

Ogulin, 2.-6. siječnja 2020. 



Sadržaj

1 Predgovor 5

2 Uvod 6
2.1 O udruzi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Povijest kampova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Ovaj kamp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Aktivnosti na kampu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.5 Popis mentora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.6 O predavanjima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.7 Raspored aktivnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

I Zadaci s predavanja 9

3 Zadaci za prvu grupu 10
3.1 A1: Sustavi jednadžbi - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 C1: Dirichletov princip - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3 G1: Sukladnost i sličnost, angle chasing - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4 N1: Djeljivost i kongruencije - Lucija Relić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.5 X1: Logika i dokazi - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.6 Y1: Indukcija - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4 Zadaci za drugu grupu 22
4.1 A2: KAGH i CSB - Daniel Širola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.2 C2: Igre i invarijante - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3 G2: Potencija točke - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.4 N2: Diofantske jednadžbe - Daniel Širola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.5 X2: Uvod u funkcijske jednadžbe - Daniel Širola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.6 Y2: Uvod u grafove - Lucija Relić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5 Zadaci za treću grupu 36
5.1 A3: Polinomi - Vieteove formule - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.2 C3: Kombinatorika na ploči - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.3 G3: Inverzija - Borna Šimić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.4 N3: TB funkcijske i polinomi - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.5 X3: Pripisana kružnica - Krunoslav Ivanović . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.6 Y3: Komba - metode bijekcije/injekcije - Petar Orlić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6 Zadaci za četvrtu grupu 47
6.1 A4: Mixing variables - Petar Orlić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
6.2 C4: Teorija grafova - Petar Orlić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
6.3 N4: TB funkcijske - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
6.4 G4: Pisane kružnice - Krunoslav Ivanović . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.5 X4: Kombinatorna geometrija - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
6.6 Y4: Funkcijske jednaždbe N→ N - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

II Hintovi predavanja 54

7 Hintovi za prvu grupu 55
7.1 A1: Sustavi jednadžbi - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



7.2 C1: Dirichletov princip - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
7.3 G1: Sukladnost i sli£nost, angle chasing - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
7.4 N1: Djeljivost i kongruencije - Lucija Reli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
7.5 X1: Logika i dokazi - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
7.6 Y1: Indukcija - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

8 Hintovi za drugu grupu 61
8.1 A2: KAGH i CSB - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
8.2 C2: Igre i invarijante - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
8.3 G2: Potencija to£ke - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
8.4 N2: Diofantske jednadºbe - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
8.5 X2: Uvod u funkcijske jednadºbe - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
8.6 Y2: Uvod u grafove - Lucija Reli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

9 Hintovi za tre¢u grupu 68
9.1 A3: Polinomi - Vieteove formule - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
9.2 C3: Kombinatorika na plo£i - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
9.3 G3: Inverzija - Borna ’imi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
9.4 N3: TB funkcijske i polinomi - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
9.5 X3: Pripisana kruºnica - Krunoslav Ivanovi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
9.6 Y3: Komba - metode bijekcije/injekcije - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

10 Hintovi za £etvrtu grupu 74
10.1 A4: Mixing variables - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
10.2 C4: Teorija grafova - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
10.3 N4: TB funkcijske - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
10.4 G4: Pisane kruºnice - Krunoslav Ivanovi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
10.5 X4: Kombinatorna geometrija - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
10.6 Y4: Funkcijske jednaºdbeN ! N - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

III Rje²enja predavanja 80

11 Rje²enja za prvu grupu 81
11.1 A1: Sustavi jednadºbi - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
11.2 C1: Dirichletov princip - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
11.3 G1: Sukladnost i sli£nost, angle chasing - Tea Arvaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
11.4 N1: Djeljivost i kongruencije - Lucija Reli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
11.5 X1: Logika i dokazi - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
11.6 Y1: Indukcija - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

12 Rje²enja za drugu grupu 89
12.1 A2: KAGH i CSB - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
12.2 C2: Igre i invarijante - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
12.3 G2: Potencija to£ke - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
12.4 N2: Diofantske jednadºbe - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
12.5 X2: Uvod u funkcijske jednadºbe - Daniel ’irola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
12.6 Y2: Uvod u grafove - Lucija Reli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

13 Rje²enja za tre¢u grupu 98
13.1 A3: Polinomi - Vieteove formule - Tadej Petar Tukara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
13.2 C3: Kombinatorika na plo£i - Andrija Tomorad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
13.3 G3: Inverzija - Borna ’imi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
13.4 N3: TB funkcijske i polinomi - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
13.5 X3: Pripisana kruºnica - Krunoslav Ivanovi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
13.6 Y3: Komba - metode bijekcije/injekcije - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104



14 Rje²enja za £etvrtu grupu 105
14.1 A4: Mixing variables - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
14.2 C4: Teorija grafova - Petar Orli¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
14.3 N4: TB funkcijske - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
14.4 G4: Pisane kruºnice - Krunoslav Ivanovi¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
14.5 X4: Kombinatorna geometrija - Marin Varivoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
14.6 Y4: Funkcijske jednaºdbeN ! N - Ivan Novak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

IV Natjecanja 111

15 Natjecanje ELMO 112
15.1 Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
15.2 Rje²enja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

16 Natjecanje reli 119
16.1 Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
16.2 Rje²enja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

V Zavr²ne rije£i 128

17 Zavr²no 129
17.1 Zahvale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
17.2 Kontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130



5Zimska ²kola matematike 2020. 5Zimska ²kola matematike 2020. 5Zimska ²kola matematike 2020.

1. Poglavlje

Predgovor

U ovoj knjizi, dana su sva predavanja sa Zimske ²kole matematike2020:, zajedno sa zadacima te hintovima i
rje²enjima istih.

Osnovna namjera bila je omogu¢iti nastavak rada i nakon zimske ²kole, jer su sama predavanja vremenski
ograni£ena te je nemogu¢e pro¢i kroz sve zadatke, a za uspje²no razumijevanje bilo koje teme, potrebno je
vjeºbati. Takožer, knjiga moºe posluºiti kao izvor zadataka za samostalne pripreme.

Knjiga sadrºi i kratku povijest same udruge i kampova kao i opis formata kampa, zajedno sa zadacima s
natjecanja odrºanih na kampu.

U slu£aju da uo£ite bilo kakve pogre²ke, bili bismo zahvalni kada bi iste javili na sljede¢u e-mail adresu:
mnm@mnm.hr

Autori,
22. travnja 2020.
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2. Poglavlje

Uvod

2.1. O udruzi

Ve¢ mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matemati£are za natjecanja iz matematike, nude¢i
im razne mogu¢nosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u podru£ja matematike. Od raznih prilagodbi
redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike pripremanja u£enika za natjecanja
poput dodatnih nastava koje su odrºavali studenti i biv²i natjecatelji. U takvim vrstama priprema posebno su
prednja£ile zagreba£ke XV. i V. gimnazija.
’kolske godine 2008./2009. rodila se ideja ujedinjenja mentora mladih matemati£ara tih dviju gimnazija u
jednom velikom projektu unaprježenja priprema namijenjenih mladim matemati£arima diljem Lijepe Na²e. Tako
je nastala udruga Mladi nadareni matemati£ari "Marin Getaldi¢". Ta udruga prvotno se bavila organizacijom
ljetnih kampova mladih matemati£ara, no tokom vremena djelatnost udruge pro²irila se i na druge aktivnosti
poput zimske ²kole, organiziranih predavanja subotom na zagreba£kom PMF-u, gostovanjima udruge u ostalim
hrvatskim gradovima i ²kolama...

Slika 2.1: Sastanak na kojem se formirala udruga

Danas je udruga jedna od najvaºnijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktivnosti nami-
jenjenih mladim matemati£arima ºeljnim unaprježenja vlastitih matemati£kih vje²tina. Tomu svjedo£e razna
gostovanja matemati£ara iz svih krajeva svijeta u ulogama u£enika, mentora i predava£a popularno - znanstvenih
predavanja.
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