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MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

1. Poglavlje

Predgovor

U ovoj knjizi moguce je pronaéi gotovo sva predavanja koja su se odrzala na Ljetnom kampu mladih nadarenih
matematicara 2021. godine, zajedno s ve¢inom hintovima i rjesenjima.

Osnovna namjera izrade ovih materijala stoji u ¢injenici da je na predavanju mogucée pojasniti samo tehnike
rjeSavanja, a da je za primjenu istih potrebna i vjezba, Sto ucenici uz pomo¢ ovih materijala mogu sami raditi.
Trenutno je ovo jedan od najveé¢ih natjecateljskih materijala na hrvatskom jeziku, pa se nadamo da ¢e ucenicima
pruziti dovoljno zanimljivih tema na odabir.

Dodatno, knjiga sadrzi opis kampa te projekata koji su se odrzali na njemu kako bi zainteresirali bilo kojeg
citatelja ove knjige da mozda i sam sudjeluje na istome.

Za bilo kakve uocene pogreske u knjizi bili bismo zahvalni ako biste se javili na sljedetu e-mail adresu:
mnm@mnm.hr

Autori,

13. studenog 2021.



LJETNI KAMP 2021.

2. Poglavlje
Uvod

2.1. O udruzi

Veé¢ mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matematicare za natjecanja iz matematike, nudeéi
im razne moguénosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u podru¢ja matematike. Od raznih prilagodbi
redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike pripremanja ucenika za natjecanja
poput dodatnih nastava koje su odrzavali studenti i bivsi natjecatelji. U takvim vrstama priprema posebno su
prednjacile zagrebacke XV. i V. gimnazija.

Skolske godine 2008./2009. rodila se ideja ujedinjenja mentora mladih matemati¢ara tih dviju gimnazija u
jednom velikom projektu unaprjedenja priprema namijenjenih mladim matematicarima diljem Lijepe Nase. Tako
je nastala udruga Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldi¢". Ta udruga prvotno se bavila organizacijom
ljetnih kampova mladih matematicara, no tijekom vremena djelatnost udruge prosirila se i na druge aktivnosti
poput zimske skole, organiziranih predavanja subotom na zagrebackom PMF-u, gostovanjima udruge u ostalim
hrvatskim gradovima i skolama...

Slika 2.1: Sastanak na kojem se formirala udruga

Danas je udruga jedna od najvaznijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktivnosti nami-
jenjenih mladim matematicarima zeljnim unaprjedenja vlastitih matematickih vjestina. Tomu svjedoce razna
gostovanja matematicara iz svih krajeva svijeta u ulogama ucenika, mentora i predavaca popularno - znanstvenih
predavanja.



MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

2.2. Povijest kampova

Ljetni kamp je najveca i najvaznija aktivnost u organizaciji udruge MNM "Marin Getaldi¢" koja obuhvada tjedan
dana aktivnosti namijenjenih mladim matematicarama koje nastoje ostvariti sve njihove matematicke ambicije i
interese. Kampovi se odrzavaju od 2010. godine te se udruga moze pohvaliti time da je ovo izdanje kampa, iako
nesto drugacije s obzirom na okolnosti, dovedeno na visoku razinu. Godine iskustva starijih mentora i dobra
organizacija omogucili su polaznicima kampa sudjelovanje u raznim aktivnostima vezanima uz matematiku, ali
i onima koji se odnose na razonodu.

Jedan od ciljeva kampa jest i povezivanje mladih matematicara diljem Hrvatske te stvaranje novih prijateljstava
i poznanstava medu mladima koji dijele isti interes. Stoga, uz matematicke, na kampu mozemo sresti i razne
aktivnosti koje omogucavaju druzenje uz kvalitetno provedeno vrijeme, poput raznih sportova i drustvenih igara.

Slika 2.2: Ljetni kamp 2015. Slika 2.3: Ljetni kamp 2017.

2.3. Ovaj kamp

Ovo je bio 13. ljetni kamp, a zbog sigurnosti svih polaznika, odrzan je u dva termina, 15.-22. i 22.-29. kolovoza.
Oba su odrzana u Ogulinu. Ucenici i mentori bili su smjesteni u Ucenickom domu Ogulin u kojem su se odvijali
i projekti, a predavanja su se odrzavala u Puckom otvorenom ucilistu Ogulin.

Slika 2.4: Uéenicki dom Ogulin *

Hzvor fotografije: OG portal



LJETNI KAMP 2021.

2.4. Aktivnosti na kampu

Glavne su aktivnosti na kampu jutarnja predavanja u trajanju od 4 sata, te popodnevni projekti. Svako jutro,
nakon dorucka, ucenici slusaju detaljno predavanje koje obraduje odredenu temu natjecateljske matematike.
Nakon predavanja, ucenici se uz rucak imaju priliku odmoriti prije projekata. Projekti su, s druge strane, de-
taljnije analize odredenih tema vezanih uz natjecateljsku, primjenjenu ili pak fakultetsku matematiku. Svaki
polaznik kampa na pocetku kampa odabire jedan od ponudenih projekata iz raznovrsnih podrucja matematike
te radi na njemu do kraja kampa ucec¢i tako neke zanimljive i detaljnije informacije iz odabrane teme.

Jedno popodne, umjesto projekata, ucenici su se okusali u ve¢ tradicionalnom ekipnom natjecanju "reli", dok
su ozbiljnijim natjecateljima koji su se pripremali za MEMO pripremljene simulacije.

Nakon projekata slijedi kratak odmor, zatim vecera nakon koje se odvijaju raznovrsne aktivnosti, kao sto su
kviz i Estimathon, natjecanje u procjenjivanju. Nakon organiziranih i zajednic¢kih aktivnosti polaznici imaju
slobodno vrijeme tijekom kojeg se mogu druziti igrajuéi razne drustvene igre kao Sto su misije, Blotto, mafija,
bela, pantomima, alias i kockice.

2.5. Popis mentora

Luka Banovié Laura Horvat Ivan Sincié¢

Ema Borevkovié¢ Paula Horvat Borna Simi¢
Mislav Brnetié¢ Luka Kraljevié¢ Matko Simié¢
Luka Buli¢ Braculj Matej Ljubici¢ Andrija Tomorad
Vedran Cifrek David Mikul¢ié Nika Utrobicié¢
Patricija Dovijanié¢ KreSimir Nezmah Marin Varivoda
Maja Drmac Ivan Novak Paula Vidas
Mateo Duji¢ Lucija Reli¢

2.6. O predavanjima

Predavanja su glavni dio kampa i u pravilu traju po cetiri sata s pauzom od dvadesetak minuta u sredini. Ucéenici
su na ovome kampu bili podijeljeni u tri do ¢etiri skupine ovisno o njihovoj starosti te dosadasnjim postignué¢ima.

Medu grupama posebno se isticu grupe kojima pripadaju sudionici medunarodnih natjecanja. Predavanja za te
grupe namijenjena su ¢lanovima hrvatske MEMO 1 ekipe kojima je kamp bila zadnja priprema za natjecanje
koje se odrzavalo tijekom drugog temrina Kampa pa zbog toga imaju predavanja i prijepodne i poslijepodne, a
osim predavanja imaju i simulacije. Svi ostali polaznici kampa imaju predavanja iskljuc¢ivo prijepodne.

Osnovna ideja predavanja je da mentor prenese ideju nekog teorema ili nacina rjesavanja zadataka ucenicima.
Tome uvelike pomaze ¢injenica da su mentori uglavnom bivsi natjecatelji s iskustvom rjesavanja natjecateljskih
zadataka pa se i sami prisjeéaju zadataka koje su rjesavali i predavanja kojih su slusali. Uz zadatke, za predavanja
su pripremljeni i hintovi koji su tu da ucenike koji su proveli duze vrijeme na zadatku pomognu usmjeriti na
pravi smjer, ali i izvori zadataka kako bi ucenici i nakon predavanja mogli provjeriti svoje rjesenje.



Dio
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3. Poglavlje

Zadaci za prvu grupu

3.1. Al1l: Faktorizacije - Matej Ljubici¢

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Monom je algebarski izraz, umnozak nekog broja varijabli koje predstavljaju brojeve ili druge algebarske izraze,
npr. z, y2, 2¢3, 5ab3c2.

Polinomi su algebarski izrazi koji se dobivaju zbrajanjem vise monoma.

Stupanj monoma je zbroj eksponenata svih varijabli koje sadrzi, a stupanj polinoma je stupanj monoma s
najveéim stupnjem.

Faktorizirati polinom znaci napisati ga u obliku umnoska polinoma manjih stupnjeva i nuzno je za rjesavanje
brojnih zadataka iz algebre i teorije brojeva.

Polinom se faktorizira grupiranjem c¢lanova tako da se iz njih moze izluciti zajednicki faktor ili da se na njih
moze primijeniti neka od poznatih formula. Cilj svakog koraka faktorizacije je grupirati ¢lanove polinoma, tako
da kada se svaka skupina faktorizira posebno, sve sadrze neki polinom kao zajednicki faktor koji se tada izluci
iz svih skupina. U sljede¢em koraku treba faktorizirati jedan od polinoma manjih stupnjeva ¢iji je umnozak
pocetni polinom.

Primjer: a® + 20 + a?b + 2ab® = a® + a?b + 2ab® + 2b% = a® - (a +b) +2b% - (a +b) = (a + b) - (a® + 2b2).

Ponekad polinom nije moguce faktorizirati samo pomocu ¢lanova koji su veé napisati nego trebati pametno
odabrati novi ¢lan koji ¢emo dodati i oduzeti na polinom tako da se ne promijeni vrijednost polinoma. To nam
omogucuje da dodani ¢lan grupiramo s postojec¢ima i tako faktoriziramo izraz.

Primjer: a®> — > =a? +ab—ab—b*=a-(a+b)—b-(a+b)=(a+b) (a—0).

Takoder, u nekim zadacima su zadani posebni uvjeti koji vrijede za brojeve u polinomu te se oni mogu koristiti
u faktorizaciji izraza tako da se dio uvjeta izjednaci s ostatkom i onda se neki ¢lanovi polinoma grupiraju tako
da se kod izluc¢ivanja u zagradi dobije dio uvjeta i onda se on moze zamijeniti s ostatkom uvjeta.

Npr. ako je uvjet a + b+ ¢ = 0, u faktorizaciji polinoma se moze grupiranjem dobiti a 4+ b + ¢ i zamijeniti s 0, a
i zamijeniti s —b — c ili b+ ¢ zamijeniti s —a.

Popis korisnih formula i tvrdnji:
« Razlika kvadrata: a® —b? = (a +b) - (a — b)
o Kvadrat zbroja: (a + b)? = a® + 2ab + b?
o Kvadrat razlike: (a — b)? = a? — 2ab + b*
« Razlika kubova: a® — b* = (a — b) - (a® + ab + b?)
e Zbroj kubova: a® +b* = (a +b) - (a® — ab + b?)
o Kub zbroja(a + b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b3

11
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« Kub razlike (a — b)® = a3 — 3a%b + 3ab® — b3

o Kvadratni polinom oblika ax? + bx + ¢ gdje su a, b i ¢ realni brojevi moze se faktorizirati u obliku
a-(r—mx1)-(x—xz2) gdje je

c -b
Ty -Tp=— T1+Tyg=—
a a

_ —b+Vb? —dac —b — Vb% — dac

Tro9 =

o 2a 2a

o Kvadrat trinoma (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc
o Kub trinoma (a + b+ ¢)® = a3 + b® + ¢ + 3a®b + 3ab? + 3a’c + 3ac?® + 3b%c + 3bc? + 6abe
e a" —b" gdje je n prirodan broj se moZe faktonizirati kao (a —b) - (a1 +a" " 2b+ - 4+ ab? "2 + b7 1)

e a™ + b" gdje je n neparan prirodan broj se moze faktonizirati kao (a + b) - (a”! — a"2b + a"73b% —
an74b3 NI a2bn73 _ abn72 + bnfl)

Laksi zadaci

Faktoriziraj a® + a® 4+ a + 1

Faktoriziraj ac + bd + ad + bc

Faktoriziraj a? + 10ab — 70b — 49

Faktoriziraj a* + 2a3b + 2a2b? + 2ab® + b*
Faktoriziraj a2b? + c2d? — a?c® — b2d? — 4abed
Faktoriziraj 22 + 3z + 2

Faktoriziraj a? + 5a + 6

Faktoriziraj 6a® + Ta + 2

© ®° N e o W N

Faktoriziraj 2o% — 1722 — 9

H
e

Faktorziraj (22 — 2z — 1)? — 4

—_
—_

. Faktoriziraj a® + 243 — 8a% — 16

—_
[N

. Faktoriziraj a® — a?b — ab® + b3

—
w

. Faktoriziraj 8a3b® + 36a2b?c + 54abc® + 27¢3
. Zapisi kao cijeli broj ¥/20 + 142 + /20 — 14v2
15. Faktoriziraj a* +a? + 1

—
S

Umjereni zadaci
16. Dokazidaiz (a —b)%2+ (c—a)> + (b—¢)* = (a+b—2¢)2 + (a — 2b+ )% + (b+ ¢ — 2a)% slijedia = b = c.
17. Dokazi da je a* + 4b* slozen broj ako sua, b € Nia, b > 2.
18. Neka su z i y razli¢iti realni brojevi takvi da je 2zy 4+ 1 # 0 i neka su

_ 6a?yP tay 1 B:$($2—1)—y(y2—1)

A
2cy + 1 T —y

Odredi koji je broj vedi, A ili B.
19. Dokazi ako za realne brojeve a, b, ¢ # 0 takve da a + b+ ¢ # 0 vrijedi
[ U
a b ¢ a+b+tec
onda je zbroj neka dva od njih jednak nuli.
20. Dokazi da ako za a, b, ¢ € R takve da a + b+ ¢ = 0 vrijedi a3 + b® + ¢3 = 3abe.
a? b3 c3

@b (a—c -0 (b-a) (c-a) b

21. Pojednostavi
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22. Dokazi da za a, b, ¢ € R takve da a + b+ ¢ = 0 vrijedi a* + b* + ¢* = 2a2b? + 2a%c? + 2b%2.

23. Odredi najmanju moguéu vrijednost izraza a? + 5b% + 8¢? — 4ab — 4bc — 8c + 24 , pri éemu su a, b, ¢ realni
brojevi, te odredi vrijednosti za koje se postize.

24. Odredi sva rjesenja sustava jednadzbi
2a% —2ab+b0° =a
4a® — 5ab+2b* = b
u skupu realnih brojeva.
Tezi zadaci
25. Dokazi da za a, b, ¢ € R takve da a + b + ¢ = 0 vrijedi

A+ + AP+ aP 0P+
5 B 3 2

26. Brojevi a, b, ¢, d zadovoljavaju relaciju a +b+ ¢+ d = 0. Neka je S; = ab+ bc+ cd i So = ac+ ad + bd.
Pokazite da je 557 + 853 < 0.

27. Odredite sva pozitivna realna rjesenja sustava

1 1 1

— — =222t — =1

4z

3 2
= 2
y+z+4x 1y

3+ 2y +

28. Nadite sve realne brojeve C takve da postoje medusobno razli¢iti realni brojevi x, y, z za koje je ispunjeno

z X z x
T -y
z x Yy T

2y

13
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3.2. C11: Uvod u indukciju - Lucija Reli¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Princip matematicke indukcije mocéan je i elegantan alat za dokazivanje tvrdnji T;, koje ovise o n za sve prirodne
brojeve n € N. Kod dokazivanja matematickom indukcijom uz pretpostavku da zeljena tvrdnja vrijedi za neki
proizvoljan prirodan broj k pokazujemo da tada nuzno vrijedi tvrdnja i za £ + 1. Ono Sto nam nedostaje je
provjera da za neki prirodan broj tvrdnja stvarno vrijedi (ne pretpostavljamo, nego izravno dokazujemo da
vrijedi). Ako tvrdnju pokazujemo za sve prirodne brojeve, tada moramo provjeriti tvrdnju za n = 1, a onda
pokazati da ako vrijedi za neki k, mora vrijediti i za k + 1. Buduéi da smo na pocetku pokazali da tvrdnja vri-
jediza 1, zbog indukcije vrijediiza 141 = 2 paza 2+1 = 3, 341 = 4, itd. dok ne pokrijemo sve prirodne brojeve.

Formalno, matematicka indukcija sastavljena je od 3 dijela:
1. baza (T}): pokaZemo da tvrdnja vrijedi za n = 1
2. pretpostavka (7}): pretpostavimo da vrijedi tvrdnja za neki k € N
3. korak indukcije (7T}1): koriste¢i pretpostavku pokazujemo da tvrdnja vrijedi i za k + 1

Indukciju mozemo vizualizirati dominama, zamislimo da smo ih slozili u red i cilj nam je sve ih srusiti jednim
potezom. Za pocetak provjerimo mozemo li direktno srusiti prvu ploéicu (baza indukcije). Zatim pretpostavimo
da se neka domina uspjela srusiti (pretpostavka) i provjerimo izaziva li to ruSenje i sljede¢e domine u redu
(korak indukcije). Ako ruSenje proizvoljne domine znaéi ruSenje i sljedeée, po principu matematicke indukeije
mozemo zakljuciti da ¢e se tada srusiti sve domine. Naime, uspjesno smo srusili prvu dominu, a buduéi da
rusenje neke domine izaziva rusenje i sljede¢e znamo da ¢e se srusiti i druga. Medutim, tada znamo da ¢ée se
srusiti i treca i tako dalje.

Osim na skupu prirodnih brojeva indukciju mozemo koristiti na konacnim i prebrojivo beskona¢nim skupovima
(npr. parni prirodni brojevi, cijeli brojevi, prirodni brojevi veéi od 3), a to ée nekada dovesti i do modifikacije
baze i/ili koraka indukcije. Ponekad nam je potrebno vise informacija (pretpostavki) da bismo pokazali korak
indukcije pa u drugom koraku indukcije pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za sve n < k za neki proizvoljan k
prirodan broj.

Tlustrirajmo princip matematicke indukcije na primjeru koji nam je svima ocit. Uocite gdje koristimo pretpos-
tavku indukcije. Mozete 1i dati jos neke primjere tvrdnji koje vrijede za sve prirodne brojeve n € N7 Znate 1i ih
dokazati?

Primjer 3.2.1. DokaZite da za sve priprodne brojeve n vrijedi n +1 > n.

Rjesenje. Tvrdnju ¢emo pokazati koriste¢i matematicku indukciju.
baza Provjeravamo tvrdnju za n = 1. O¢ito jen+1=1+1=2 > 1 pa smo pokazali bazu indukcije.
pretp. Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj k& € N vrijedi k¥ + 1 > k.

korak Zelimo koristeéi pretpostavku za k pokazati da je (k + 1) +1 > k + 1, odnosno da tvrdnja vrijedi i za
k + 1. Iz pretpostavke direktno imamo:

n+1>n /+1
n+2>n+1
n+1)+1>n+1

Time smo pokazali korak indukcije pa po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi za
sve prirodne brojeve n. O

Zagrijavanje

1. Dokazite da je n-ti neparan broj jednak 2n — 1 za svaki prirodan broj n.
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2. Dokazite da je za svaki prirodan broj n broj n(n + 1) paran.

3. Dokazite da je zbroj prvih n prirodnih brojeva jednak w

4. Dokazite da je zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednak w.

5. Dokazite da je n! > 2™ za n > 4.

6. Koliko je

! + ! +...+ ! ?
1-2 23 777 n-(n+1)
Zadaci

7. Dokazite indukcijom da je broj dijagonala konveksnog n-terokuta jednak @

8. U ravnini je dano n pravaca tako da nikoja dva nisu paralelna i nikoja tri se ne sijeku u istoj tocki. Dokazite
da se ti pravei sijeku u ukupno ”(n;l) todaka.

9. U ravnini je nacrtano n kruznica proizvoljnih polumjera i u proizvoljnom medusobnom polozaju. Dokazite
da se tako dobivena karta moze obojati dvjema bojama tako da se svaka dva susjedna podrucja obojana
razli¢itim bojama.

10. Dokazite da je broj nepraznih podskupova n-¢lanog skupa jednak 2™ — 1, za svaki prirodan broj n.

11. Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguée platiti svaku cjelobrojnu postarinu
od 8 kn ili viSe.

12. Dokazite da se, za proizvoljan prirodni broj n, bilo koja 2™ x 2™ sahovska ploca s uklonjenim jednim poljem
moze poplocati koristeé¢i samo tromine oblika slova L s jednakim krakovima (dakle kao 2 x 2 kvadrat, samo
bez jednog vrha).

13. Koji je najvedi broj podrucja na koje se ravnina moze razdijeliti pomocéu n pravaca?

14. Dokazite da se za svaki n > 6 kvadrat moze razrezati na n manjih kvadrata.

15. Hanojski tornjevi se sastoje od tri tornja, gdje se na prvom nalazi n diskova naslaganih jedan na drugi po
veli¢ini tako da je na dnu najveéi, a na vrhu najmanji disk. Cilj je prebaciti diskove s prvog na treéi toranj
tako da u svakom potezu pomic¢emo samo jedan disk te da ni u jednom trenutku ne smijemo staviti veéi
disk na manji (dakle, na kraju zavrSavamo s identi¢nim poretkom diskova kao na podetku). Dokazi da se
to moze ostvariti u 2" — 1 poteza.

16. Promotrimo 3™ nov¢ica identicnog izgleda, pri ¢emu je n prirodan broj. Znamo da je jedan od tih novéica
tezi od ostalih, a ostali su jednake tezine. Na raspolaganju imamo balansirajué¢u vagu pomocéu koje mozemo
usporedivati tezine dvije hrpe novéida (vaga nam samo daje informaciju koja hrpa je teza). Dokazite da
je moguce otkriti tezi nov¢i¢ pomocéu n vaganja.

17. Na teniskom turniru sudjelovalo je 2™ igraca, gdje je n prirodan broj. Svaki je igra¢ odigrao po jedan mec
sa svakim od preostalih igraca. Dokazi da mozemo odabrati n + 1 igraca i poredati ih u niz, tako da je
svaki od njih pobijedio sve igrace koji su iza njega u nizu.

18. Je li moguée poredati brojeve 1,2,...,20202°20 u niz tako da se prosjek bilo koja dva broja iz tog niza ne

nalazi izmedu njih?

15
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3.3. C14: Logika i dokazi - Patricija Dovijanic

Link na hintove. Link na rjesenja.
Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢ete se s osnovama matematicke logike i raznim nacinima dokazivanja. Za razliku
od predavanja koje ste do sada slusali, bit ¢e nam bitnije kako i na koji nac¢in nesto dokazati nego ono sto zapravo
dokazujemo. Svrha predavanja je da usvojite kako pristupiti zadacima prikladnim nacinima dokazivanja te da
te dokaze provede pravilno, tj. da znate kada ste nesto zaista dokazali.

Zapocet ¢emo s nekoliko uvodnih zadataka. Svaki éemo dokazati na razli¢it nacin. Pokusajte uociti razlike medu
dokazima i razmisliti s kojima ste se veé susreli. Sve na¢ine dokazivanja uskoro ¢emo detaljnije obraditi zajedno
s nekim logi¢kim pojmovima.

1. Dokazite da je zbroj parnog i neparnog broja neparan broj.

Rjesenje. Zapisemo li parni broj u obliku 2k, a neparni u obliku 2! 4+ 1 za neke prirodne brojeve k i [,
tvrdnja slijedi direktno jer je 2k + 2l + 1 = 2(k 4+ 1) + 1, $to je neparan broj.

2. Dokazite da kvadrat prirodnog broja pri dijeljenju s 4 daje ostatak 0 ili 1.

Rjesenje. Podijelimo zadatak slucajeve ovisno o parnosti. Ako je pocetni prirodni broj n paran, mozemo
ga zapisati u obliku 2k za neki prirodan broj k. Sada zbog (2k)? = 4k2, pa je ostatak pri dijeljenju s 4
jednak 0. Sli¢no, ako je pocetni broj neparan, mozemo ga zapisati u obliku 2k + 1 za neki k, pa zbog
(2k +1)% = 4k + 4k + 1 = 4(k® + k) + 1, pa pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1.

3. Dokazite da ne vrijedi z — y = y — x, za cijele brojeve x i y.
Rjesenje. Dovoljno je pronaci neke x i y za koje tvrdnja ne vrijedi, npr. 21 7.

4. Ivica je na izlet ponio izvjesnu svotu novaca. Za ulazak u muzej potrosio je %ukupne svote, za sok je
dao % ostatka, a zatim je za kupnju suvenira potrosio % ostatka novca koji mu je preostao nakon kupnje
muzejske ulaznice i soka. Koliko je kuna Ivica imao na pocetku izleta, ako mu je ostalo 8 kuna?

Rjesenje. Rjesavanjem unatrag kao u zadacima iz nizih razreda dobijemo da je imao 56kn.

5. Dokazite Dirichletovo pravilo: ako nk 4 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u
kojoj se nalazi barem k + 1 kuglica.

Rjesenje. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim kutijama
zajedno najvise nk kuglica, $to je nemoguce jer kuglica ima vise od toga.

6. Dokazite da vrijedi tvrdnja: ako je a? paran, onda je i a paran.

Rjesenje. Dokazat ¢emo nesto drugaciju tvrdnju: ako je a neparan, tada je i a? neparan. Naime, ako je n
neparan, vrijedi a = (2n+1)? = 4n? +4n +1 = 2(2n? + 2n) + 1 za neki n, $to je neparno. Ukoliko vrijedi
ova tvrdnja, vrijedi i tvrdnja zadatka. Za sada razmislite zasto, a kasnije ¢emo to detaljno objasniti.

Nakon uvodnih zadataka vidimo da se nekih metoda dokazivanja nije lako odmah sjetiti ili nije sasvim jasno
zasto takvi dokazi vrijede. U tome ¢e nam pomodéi malo znanja iz logike. Nemojte da vas zabrine koli¢ina novih
pojmova - njihova jedina svrha je da nam pomognu u razumijevanju nekih vrsta dokaza. Uostalom, s mnogima
ste se vec prije sreli iako mozda niste bili toga svjesni. Nakon svakih nekoliko pojmova nalazi se izbor zadataka
na kojima ¢emo ih izvjezbati.
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Tvrdnja i negacija

Tvrdnja je neka izjava, reCenica, sud koja je ili istinita ili neistinita, npr. "Danas je subota", "Tri je paran broj",
"Sunce sija i vjetar puse", "Svaki broj djeljiv s 10 zavrsava nulom", "Dva je paran broj ili je prost", itd. Navedite
jos primjeral!

Negacija tvrdnje je tvrdnja suprotna polaznoj - govore nam istu informaciju, ali jedna drugoj su znacenjem
suprotne jer istinita tvrdnja negacijom postaje neistinita, i obratno. Pokusajte negirati tj. zanijekati tvrdnje
koje ste naveli kao primjere, npr. "Danas nije subota."

Pazite pritom Sto se dogada s veznicima poput "i" i "ili" jer nije sasvim oc¢ito. Naime, negacija ¢e "pretvoriti"
ta dva veznika (ili bilo koje veznike koje nose isto znacenje kao oni: npr. veznici "a" i "ali" i jos neki veznici u
jeziku logike imaju isto znacenje kao veznik "i") u onaj suprotni, i negirati tvrdnje koje su bile povezane tim

veznikom.

Negacije preostalih gornjih tvrdnji bile bi "Tri nije paran broj", "Sunce ne sija ili vjetar ne puse', "Dva nije
paran ni prost". Zasto to ima smisla?

Dobra provjera jeste li nesto dobro negirali je da je to¢no jedna tvrdnja od polazne tvrdnje i njene negacije
istinita te da polazna tvrdnja i negacija zajedno obuhvac¢aju sve mogucénosti.

1. Odredite jesu li sljedece tvrdnje istinite i negirajte ih: "Pravokutni trokuti su jednakostrani¢ni i dva je

prost broj", '"Ne pijem, ne pusim, ne psujem", "Ili sam preumoran, ili je predavanje pretesko', "Broj jedan
nije ni prost ni slozen."

Kontraprimjer

Pazite pri negiranju tvrdnji koje sadrzavaju rijeci "svaki" ili "postoji". To smo koristili u 3. zadatku. Npr. negacija
tvrdnje "Svi brojevi su parni" nije "Svi brojevi su neparni" - dovoljno je da je samo jedan broj neparan da polazna
tvrdnja ne bi vrijedila i jednom kad nademo takav primjer polazna tvrdnja ne vrijedi. Takav primjer zovemo
"kontraprimjer", a to¢na negacija je "Postoji neparan broj." Tako smo kontraprimjerom dokazali 3. zadatak iz
uvoda.

Slicno je i kada se "svaki" i "postoji" zamijene: negacija tvrdnje "Postoji paran prost broj" je "Svi prosti brojevi
su parni". Razmislite zasto "Postoji neparan prost broj" nije ispravna negacija.
2. Dokazite da za cijele brojeve i y opéenito ne vrijedi (z + y)? = 22 + y? tako da nadete kontraprimjer.

3. Dokazite da nije istina da su svi slozeni brojevi djeljivi svim prostim brojevima koji su manji od njih.
Direktan dokaz

Implikacija je tvrdnja koja je sastavljena od uzroka i posljedice, npr. "Ako pada kisa, onda trava raste", "Ako je
geometrijski lik kvadrat, onda je taj lik i pravokutnik", "Ako je broj prirodan, onda je i cijeli", itd. U matematici
¢emo uzrok Cesto nazivati pretpostavkom, a posljedicu tvrdnjom. Navedite jos primjera implikacija! Oznaka za
implikaciju je =.

Dokaz iz 1. uvodnog zadatka zapravo je samo niz implikacija koje se nadovezuju jedna na drugu. Kada dokaz
slijedi direktno kao posljedica nekih istinitih tvrdnji, kazemo da se radi o direktnom dokazu.

Dokaz podjelom na slucajeve

Drugi zadatak dokazan je na slican nacin kao prvi, samo je prvo bila potrebna podjela na slucajeve. To je korisno
imati na umu ako ne znate pristupiti zadatku: podijelite ga na vise slucajeva, a ako niste sigurni kako napraviti
podjelu, pokusajte uociti neke pravilnosti na nekoliko primjera da lakse dobijete ideju za moguce slucajeve.
Pazite da obuhvatite sve moguée slucajeve svojom podjelom!

4. Dokazite da je zbroj kutova u trokutu jednak 180°.
5. Dokazite da je umnozak parnog i neparnog broja paran broj.

6. Dokazite da je peteroznamenkast broj djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrsetak djeljiv s 4.

17
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7. Dokazite da kub prirodnog broja pri dijeljenju s 9 daje ostatak 0, 1 ili 8.
Dokaz kontradikcijom

Kako negiramo implikaciju? Razmislite Sto bi imalo smisla! To¢ne negacije gornjih tvrdnji su "Kisa pada i trava
ne raste", "Geometrijski lik je kvadrat, ali nije pravokutnik', "Broj je cijeli i nije prirodan". Dakle, negacija
implikacije je tvrdnja u kojoj je istovremeno pretpostavka ostala ista, a posljedica je negirana. Vazno je i da
"ako... onda" zamijenimo veznikom poput "i", "a", "ali".

Dokaz kontradikcijom vrsta je indirektnog dokaza jer tvrdnju ne dokazujemo izravno veé tako da dobijemo
kontradikciju, tj. proturjecnost, nesto besmisleno. Kada to koristimo?

Ako nismo sigurni kako dokazati da neka implikacija vrijedi, mozda je lakse pokusati dokazati da njena negacija
ne vrijedi. Sjetimo se: to znaci da istovremeno vrijedi uzrok (pretpostavka), a ne vrijedi posljedica (tvrdnja).
To napravimo tako da pretpostavimo da vrijedi negacija tvrdnje i dodemo do neke tvrdnje koja nema smisla,
tj. do kontradikcije.

Peti uvodni zadatak dokazali smo svodenjem na kontradikciju: pretpostavili smo da vrijedi uzrok i posljedica
ne vrijedi, ali polaze¢i od toga dobili nesto sto nema smisla, dakle nasa pretpostavka nije bila istinita, Sto znaci
da je njena negacija (tj. poCetna tvrdnja) istinita, sto smo i htjeli dokazati.

8. Tri djecaka dosla su na igraliste s loptama A, B, C razli¢itih boja. Jedna lopta je siva, druga bijela, a trec¢a

plava. Koje su boje lopte ako je samo jedna od tri izjave istinita: A je plava, B nije plava, C nije siva?

9. Tri osumnjicenika dali su sljedece iskaze:
A: Tskaz osobe B je neistinit.
B: Iskaz osobe C je neistinit.
C: Lagale su i osoba A i osoba B.
Tko govori istinu?

10. U seocu Istinolazje zive Istiniéi koji uvijek govore istinu i Laziéi koji uvijek lazu. Susreli ste cetiri stanovnika
A, B, C, D i rekli su vam sljedece:
A: Mi smo sva Cetvorica Laziéi.
B: Ne, samo je jedan od nas Lazié.
C: Medu nama su to¢no dva Lazica.
D: Ja sam Istinié.
Je li stanovnik D uistinu Istinié?

11. Neka su a, b i ¢ medusobno razli¢ite znamenke razlicite od nule. Moze li zbroj troznamenkastih brojeva
nastalih od tih znamenaka (bez ponavljanja) biti jednak kvadratu nekog prirodnog broja?

12. Dokazite da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

13. Dokazite da /2 nije racionalan broj.

.

Jos malo o implikaciji

Jos jedan vazan pojam vezan uz implikaciju je obrat: tvrdnja koju dobijemo kada "obrnemo" uzrok i posljedicu,
npr. "Ako trava raste, onda kisa pada', "Ako je geometrijski lik pravokutnik, onda je kvadrat", itd. Uocite da
cak i ako je tvrdnja istinita, njen obrat uopée ne mora biti istinit, kao Sto je slucaj u ovim primjerima.

14. Smislite tri istinite implikacije o matematickim pojmovima i negirajte ih!
15. Napisite njihov obrat i odredite je 1i istinit ili ne.
16. Napisite obrat Talesovog teorema: Svaki obodni kut nad promjerom je pravi.

17. Dokazite da ne vrijedi obrat sljede¢e tvrdnje: Umnozak dvaju prirodnih brojeva a i b djeljiv je nekim
prirodnim brojem ¢ kada je barem jedan od faktora umnoska djeljiv brojem c.

18. Dokazite sljedecu tvrdnju i provjerite vrijedi li obrat: Umnozak dva uzastopna parna broja djeljiv je s 8.

19. Provjerite vrijedi li obrat ove tvrdnje: Ako je prirodan broj djeljiv s 12, onda je djeljiv s 3 i 4.

Dokazivanje unatrag
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Primjer implikacije kojoj su oba smjera istinita je npr. Talesov ili Pitagorin poucak, i tu vrstu implikacije zovemo
ekvivalencija. Ona je zapravo sastavljena od dvije implikacije jer obuhvaca oba smjera. U vasoj srednjoskolskoj
matematickoj karijeri susrest ¢ete se s dokazivanjem ekvivalencija i bit ¢e jako vazno da uvijek dokaZete obje
implikacije, tj. oba smjera.

U tom slucaju takoder ne koristimo rijeci "ako" i "onda", veé izraz "ako i samo ako": "Trokut je pravokutan ako
i samo ako je zbroj kvadrata duljina kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze." Oznaka za ekvivalenciju je <.

Na temelju ekvivalencije mozemo dokazivati neke vrste zadataka "unatraske", jer oba smjera rjesavanja vrijede.
To smo napravili u 4. zadatku iz uvoda. Danas se ne¢emo previse baviti takvim zadacima, ali imajte na umu
ovu metodu rjesavanja i zasto je povezana s ekvivalencijom.

Dokaz po kontrapoziciji

Tako obrat ne mora uvijek biti istinit, postoji vrsta obrata koja je uvijek istinita ako je polazna tvrdnja istinita,
a zove se obrat po kontrapoziciji. Obrati po kontrapoziciji gornjih tvrdnji bili bi "Ako trava ne raste, onda kisa
ne pada', "Ako geometrijski lik nije pravokutnik, onda nije ni kvadrat", "Ako broj nije cijeli, nije ni prirodan".

Ono sto se dogodi je da napravimo "obican" obrat, te zatim obe tvrdnje u implikaciji negiramo. To je ono $to
smo koristili u 6. zadatku u uvodu. Takav dokaz je indirektan jer nismo dokazali polaznu tvrdnju veé njen obrat
po kontrapoziciji, odakle je tek slijedila polazna tvrdnja.

20. Smislite tri implikacije o matematickim pojmovima i napisite kako glasi njihov obrat po kontrapoziciji.
Uvjerite se da su istinitosne vrijednosti implikacije i njenog obrata po kontrapoziciji jednake.

21. Zadana je tvrdnja: "Ako je n prirodan broj, onda je i cijeli broj". Napisite ovoj tvrdnji negaciju, obrat,
obrat po kontrapoziciji, te za svaku tvrdnju dokazite je li istinita ili ne.

22. Dokazite koristeéi obrat po kontrapoziciji: ako je kvadrat nekog broja visekratnik broja 5, onda je i on
sam visekratnik broja 5.

23. Dokazite obratom po kontrapoziciji da ako je 22 — 6x + 5 paran broj, onda je x neparan broj.

24. Dokazite direktno, metodom dokazivanja unatrag, pomocéu kontradikcije i pomoc¢u obrata po kontrapoziciji

da za pozitivne realne brojeve a i b vrijedi aTer > Vab.

19
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3.4. G11: Sukladnost i slicnost - Maja Drmac¢

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Poucci o sukladnosti trokuta. Dva trokuta su sukladna ako se poklapaju u
o svima trima stranicama (SSS poucak)
¢ dvjema stranicama i kutom izmedu njih (SKS poucak)
o jednoj stranici i dvama kutevima uz nju (KSK poucak)
o dvjema stranicama i kutu nasuprot veéoj (SSK poucak)
Sukladnost dva trokuta oznacavamo simbolom = (npr. AA; B1C; & AAsBsCh).
Poucdci o sliénosti trokuta. Dva trokuta su sli¢na ako
e im je jedan par stranica proporcionalan i kutevi §to ih zatvaraju ti parovi medusobno jednaki (SKS poucak)
 su dva kuta jednog trokuta jednaka odgovarajué¢im kutevima drugog trokuta (KK poucak)
e su im odgovarajudée stranice proporcionalne (SSS poucak)
e su im jednaki omjeri dviju stranica i kut nasuprot veée od njih (SSK poucak)

Slicnost dva trokuta oznadavamo simbolom ~ (npr. AA;B1Cy ~ AAyBsCy). Omjer odgovarajuéih stranica
dvaju sliénih trokuta jest stalan (za te trokute) i naziva se koeficijentom sli¢nosti k.

Na natjecanjima, sukladnost i sli¢nost su cesto korisni alati u raznim geometrijskim situacijama te ih dokazu-
jemo/pronalazimo koristeéi neke veé poznate teoreme, tvrdnje ili metode kojih éemo se ukratko prisjetiti.

o vrsni kutovi su jednaki, sukuti su suplementarni (tj. zbroj im je 180°), kutovi s paralelnim kracima (kutevi
uz presjecnicu) su jednaki, a kutovi s okomitim kracima su ili jednaki ili suplementarni

o sredisnji kut kruznice dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta, svi obodni kutovi nad istim lukom
su jednaki, a obodni kutovi nad suprotnim lukovima su suplementarni

o vanjski kut trokuta jednak je zbroju preostala dva unutarnja kuta trokuta

o srediste trokutu upisane kruznice je sjeciste simetrala svih kutova, a srediste opisane je sjeciste simetrala
svih stranica trokuta

e spojnica polovista dvije stranice trokuta naziva se srednjicom i ona je paralelna s tre¢om stranicom i
jednaka polovici njene duljine

o obodni kut nad promjerom je pravi (Talesom teorem), vrijedi obrat (ako je@ proizvoljna duzina, tada
je skup svih tofaka T takvih da je ZAT B pravi kut kruznica s promjerom AB)

o u pravokutnom trokutu je zbroj kvadrata duljina kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze (Pitagorin
poucak)

« svaka je tocka na simetrali kuta manjega od 180° jednako udaljena od krakova tog kuta (pod udaljenosti
tocke i pravca podrazumijevamo udaljenost tocke i nozista okomice iz tocke na taj pravac)

o svaka je tocka simetrale duzine jednako udaljena od krajnjih tocaka te duzine

 zbroj unutarnjih kutova u opéenitom mnogokutu s n stranica je (n —2) - 180° (ako je mnogokut pravilan,

(n—2)-180° )

svi unutarnji kutovi su mu jednaki pa je svaki velicine , zbroj vanjskih kutova svakog mnogokuta

je 360°

Laksi zadaci

1. Nad katetom AC i hipotenuzom AB pravokutnog trokuta AABC konstruirani su kvadrati ACFG i
ADEB. Dokazi da je |CD| = |BG].

2. Neka je tocka T unutar kruznice k i neka se tetive kruznice AC i BD sijeku u T. Dokazi da je |AT|-|TC| =
|BT| - |TD| (umnosci s lijeve i desne strane jednakosti se nazivaju potencijom tocke T' u odnosu na k).
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U trokutu ABC je |AB| = 30mm i |[AC| = 60mm. Iz tocke D na stranici AC' nacrtan je pravac koji
stranicu AB sijede u tocki E tako da je |[ZADE| = |ZCBA|. Odredi |AD| i |AE| ako je |AE| dulja od
|AD| za 6mm.

. Dan je paralelogram ABCD. Na stranici AB odabrana je tocka K tako da je |AK|: |AB| =5:7, ana

stranici @labrana je tocka N tako da je |[DN| : |[NC| = 2 : 3. U kojem omjeru duzina KN dijeli
dijagonalu BD, racunajuéi od tocke D?

Zadan je trokut ABC. Na stranici AC' zadana je tocka N tako da je |AN| = 28cm i [NC| = 12cm. Na
stranici BC' zadana je tocka M tako da je |BM| = l4cm i |[MC| = 16cm. Povrsina éetverokuta ABMN
iznosi 252cm?. Izra¢unaj povrsinu trokuta MNC.

Umjereni zadaci

6.

10.

Neka su tocke A i B sjecista kruznica ky i k2. Neka su pravci a i b kroz tocku A takvi da a sijece k;
iutocki C, a ko iu tocki D ib sijece k1 i u tocki E, a ko i u tocki F, pri ¢emu tocke C, D, E F
pripadaju istoj poluravnini u odnosu na pravac AB i to¢ka F se nalazi unutar kuta ZBAC. Dokazi da je
ABEC ~ ABFD.

Visina i tezisnica trokuta AABC iz vrha A dijeli kut ZBAC na tri jednaka dijela. Odredi sve kuteve
trokuta.

a) Ako u AABC simetrala ZBAC sijece BC u K, dokazi da je % = %.

b) Osnovica jednakokracnog trokuta ima duljinu a, a krak duljinu b. Simetrale kutova na osnovici sijeku

krakove u tockama P i Q). Dokazi da vrijedi |PQ| = aa—_&).

Nad stranicama AB i AC &iljastokutnog trokuta ABC' s vanjske strane konstruirani su kvadrati ABLK
i ACMN. Dokazi da vrijedi |KN| = 2|AP|, gdje je P poloviste duzine BC'.

Dane su dvije kruznice koje se ne sijeku,polumjera r; i ro. Udaljenost diralista zajednicke unutarnje
tangente na te kruznice iznosi 12, a udaljenost diralista zajednicke vanjske tangente na te kruznice iznosi
16. Odredi umnozak rq7s.

Unutarnja tangenta (je ona zajednicka tangenta koja) sijece duZinu koja spaja sredista kruznica.

Tezi zadaci

11.

12.

13.

14.

Zadan je pravac p i na njemu tocke A, B, C' i D (u tom poretku). Tockama A i B povuku se dvije
usporednice, a tockama C' i D druge dvije usporednice koje sijeku prve dvije i ¢ine paralelogram. Dokazite
da sjecista dijagonala paralelograma i pravca p ne ovise o izboru usporednica kroz A i B, odnosno C'i D.

Dan je kvadrat ABCD. Na stranici CD dana je tocka E, a na stranici BC dana je tocka F takva da
/BAF = /FAE. Dokazi da je |BF| + |DE| = |AE)|.

Unutar trokuta ABC' uzeta je tocka P tako da je <PAC = <CBP. Nozista okomica povucenih iz tocke
P na stranice AC' i BC su tocke M i N. Dokazite da je |[DM| = |DN|, gdje je D poloviSte stranice AB.

Upisana kruznica trokuta ABC dira stranice BC,CA, AB u to¢kama D, E, F redom. Neka je tocka K
simetri¢na to¢ki D s obzirom na srediSte upisane kruznice i neka se pravci DE i FK sijeku u S. Dokazi
da je pravac AS paralelan pravcu BC.
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3.5. N11: Diofantske jednadzbe - Nika Utrobici¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Korisne ideje koje primjenjujemo pri rjesavanju Diofantskih jednadzbi
« faktoriziranje u oblik
(m — neki broj)(n — neki broj) = konstanta
e Prepoznavanje sljede “cih izraza:
o —y? = (z—y)(z +y)
(z+y)? = 2%+ 2zy + ¢°
@’ —y’ = (x —y)(@® + 2y +y?)

o promatranje svih ostataka koje odredeni algebarski izraz moze poprimiti modulo neki broj
o usporedivanje algebarskih izraza
e provjeravanje tvrdnje za male brojeve kako bi se otkrilo pravilo za sve

o promatranje najveceg zajednickog djelitelja

Zadaci

1. Rijesite jednadzbu s Diofantovog nadgrobnog spomenika:

Putnice, ovdje lezi Diofant iz Aleksandrije.
Umjetnost aritmetike moze nam, o cuda li, kazati kakav bjese njegov Zivotni vijek.
Sestinu je Zivota trajalo njegovo djetinjstvo.
Jos je dvanaestina Zivota njegova prosla dok mu nije brada pocela rasti.
Od tada je sedminu Zivota Diofant oZenjen bez djece bio.
Nakon jos 5 godina bogovi su mu podarili prekrasna sina.
Nakon Sto je poZivio samo polovinu oceva Zivota,
Diofantova prvijenca sudbina je odvojila od ovozemaljskog Zivota.
Nakon jos cetiri godine Zalosti, i Diofant je posao na Elizejske poljane.

2. Rijesite u skupu cijelih brojeva 5z + 2y% = 2001
3. Odredite sve parove prirodnih brojeva z i y za koje vrijedi

1 1 1

2 Ty 1099

4. Rijesite u skupu prirodnih brojeva jednadzbu

5. Odredi sve parove (m,n) cijelih brojeva za koje vrijedi mn + 5m + 2n = 121.
6. Za koje n € N je broj n? + 3n + 5 kvadrat nekog prirodnog broja?

7. Nadite sve x,y € Z za koje vrijedi
zy + 3y = 2% + 62 + 12

8. Dokazite da za bilo koji n € N jednadzba
(n*4+n+2)r+2y=1

nema cjelobrojna rjesenja.

9. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

22 +11% =42
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10. Odredite sve proste brojeve p i sve cijele brojeve x takve da vrijedi 13p + 422 — 1470 = 0

11. Nadi sve cijele brojeve z, y koji zadovoljavaju

22 4+ 5y =123
12. Rijesi u prirodnim brojevima:
27 41 =y?
13. Rijesi u prirodnim brojevima:
2,’E _ 1 — y2

14. Nadi sve prirodne brojeve m, n koji zadovoljavaju jednadzbu 4™ — 9n = 5.

15. Nadite sve prirodne brojeve m i n koji zadovoljavaju jednadzbu
10(m 4+ n) = mn
Tezi zadaci
16. Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je

4.32m 45 =n2

17. Odredi sve parove (z,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednakost

y? =2+ 32 + 22
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Poglavlje

Zadaci za drugu grupu

A12: Nejednakosti - Mislav Brneti¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

KAGH nejednakost

KAGH nejednakosti (nejednakosti medu kvadratnom, aritmetickom, geometrijskom i harmonijskom sredinom)
su jedne od temeljnih nejednakosti. Za pocetak, definirajmo kvadratnu, aritmeticku, geometrijsku i harmonijsku
sredinu (za n brojeva oznadenih 1, xa, ..., Tp):

e harmonijska sredina

n
Ll s r——
1 T2 Tn
o geometrijska sredina
G= Yz 29 ... T,
o aritmeticka sredina
A— r1+ 2o+ ... +x),

n

e kvadratna sredina

K_\/x%#—x%—&—...—kx%
n

Izmedu ovih sredina vrijedi nejednakost za pozitivne realne brojeve:

K>A>G>H

Opcenito, za nejednakosti vrijede sljedece tvrdnje:

1.

2
3
4
d.
6
7

z>2yiz<y = z=y,Vr,yeR

Lx>2yiy>z = x> z,Vr,y,z € R
.x>yia>b = z+a>y+bVr,y,a,beR

x>y = x+z>y+ 2z, Vr,y,z € R

x>yia>b = za>ybVr,yeR,z,y >0

.220iy>0 = zy>0,Vx,y € R

.2 €R = xQZO,xzzOsamozax:O
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Osim za pozitivne realne brojeve, KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

Jednakost (za sve KAGH nejednakosti) vrijedi (samo) za:

$1:x2:-..:1'n
Dokaz.
Prvo dokazujemo AG nejednakost.
Dokazimo tvrdnju za n = 2.
1+
1;— 2> T1 - X2

= (21 +29)% > day - 20
< x%+x§+2m1~xg >4z - x9
= ri4ai 22 -22>0
= (27 —22)*>0
sto vrijedi.
Lako se dokaze kako jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 = zo.

Dokaz za n > 2 ostavljam za vjeZbu citatelju (hint: pokuSajte primijeniti ovaj dokaz na n =4)

CSB (Cauchy-Schwarz-Bunjakovski) nejednakost

Neka je n € Nineka su x1,2s,...2Tn, Y1, Y2, - - Yn realni brojevi. Tada vrijedi

(@ +a3+. a2+ YR = (g + Ty o+ 2Yn)?

Jednakost se postize ako i samo ako su nizovi z; te y; proporcionalni (u slucaju da niti jedna varijabla nije
jednaka nuli, to znaéi da postoji k > 0 takav da je y; = kxz;, Vi € {1,2,...n}).

Dokaz.
Promotrimo kvadratnu funkciju:
F) = (@t +91)" + (@2t +92)” + - (@nt +yn)? = (@7 + ..+ 20)7 + 221y1 + -+ @yt + W7+ )

Bududéi da je nenegativna, ima najvise jednu realnu nultocku pa je njena diskriminanta manja ili jednaka od
nule, odnosno
dayyr + . A zoyn)? — 4@+ 224+ y2) <0

iz ¢ega slijedi tvrdnja teorema. Slucaj jednakosti se postize samo ako f(t) postize vrijednost 0.

Laksi zadaci

1. Dokazite da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

A+ +cE>ab+be+ca
2. Dokazite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe

3. Neka je a > 0. Dokazite da za sve realne brojeve x,y, z za koje je x + y + z = 0 vrijedi nejednakost:
(1+a")1+a")(1+a) =38

Kada vrijedi jednakost?
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4. Dokazite da za svaki realan broj z vrijedi nejednakost

2
T+ 2 > 9
241
Kada vrijedi jednakost?

5. (CSB - Engel forma) Neka su aq, as, ..., a, realni brojevi, a by, b,

..., by, pozitivni realni brojevi. Dokazite
(a1 +az + ...+ an)Q‘

P

by,

by +bs+ ...+ b,
Umjereni zadaci

6. Dokazite KA i GH nejednakost.

7. Za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ dokazite da vrijedi:

a® 4+ b?

S a+b
a+b — 2

8. Neka je x pozitivan realan broj. Odredite minimalnu vrijednost izraza

1

T+ =
x

a

b

9. (Nesbittova nejednakost) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite nejednakost:
n c
b+c

3
>7
c+a+a—|—b_2

11. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve vrijedi

L1
b ¢

ab be  ca

—+—+->a+b+tc

c a b

1
10. Neka su a,b,c,d > 0 takvi da je a + b+ c+ d = 1. Odredi minimalnu vrijednost izraza — +
a

1
-

2 b2 02 d2

12. Ako za realne brojeve z,y, z vrijedi 22 + y? + 2% = 1, odredi maksimalnu vrijednost izraza x + 2y + 3z.
13. Dokazi da za sve a,b, c,d > 0 vrijedi n + — + —
c

+—2=2a+b+c+d
d a
14. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a,b i prirodan broj n vrijedi nejednakost:

Ry < 4+

n+1
15. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a + b + ¢ = 1. Dokazite nejednakost:

1+ 9a? N 1+ 9v? N 1+ 9¢? 4
14+2a+2b2+2c2  1+4+2a2+20+2c¢2  1+2a2%+ 202+ 2c
16. Dokazi da za sve x,y, z > 0 vrijedi

Tezi zadaci

VER D@2+ D)+ V2 D)2+ D)+ /22 D)(@2+1) > 2z +y +2)

a’®+6

17. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. Dokazite nejednakost:
202 +22 4+ 2¢2 +2a—1

b2 +6

2+6
202 +22 +2c2 +2b—1

<
202 +224+2¢24+2c—-1 —

3
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Dokazi da za sve a,b,c > 1 vrijedi va — 1+ vb— 1+ vc—1< \/c(ab+1).
Dani su realni brojevi zg, x1, ..., x, takvi da vrijedi xg > x1 > ... > x,. Dokazite da vrijedi nejednakost:
1 1 1
To — T + + R
ZTo — T1 Tl — T2 Tpn—1 —Tn

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a? + b + ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

a*+3ab® b+ 3b  * + 3ca®
a® + 203 b3 + 2¢3 3 +2a3 —

b
Dokazi da za sve a,b,c > 0 vrijedi Qai b + %+ ¢ + 261 " <

Pri vrhovima komada kartona u obliku kvadrata duljine stranice a odsijecimo jednake kvadrate duljine
stranice x i od ostatka slozimo kutiju bez poklopca. Odredi x tako da kutija bude maksimalnog volumena.
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4.2. C12: Indukcija - Ema Borevkovi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1.

Neka je n prirodan broj. Dokazi da je 2™ x 2™ plocu s jednim uklonjenim poljem moguée poplocati
trominama u obliku slova L.

. U prostoriji se nalazi n kutija visina 1,2, 3,...,n koje treba nekim poretkom smjestiti uz zid. Macak Fiko

moze skoCiti s jedne kutije na sljedeéu ako je sljedeéa kutija niza (nije bitno koliko) od one na kojoj se
nalazi ili je za najvise 1 visa od one na kojoj se trenutno nalazi. Na koliko se nacina kutije mogu poredati
tako da Fiko moze krenuti s prve kutije u nizu i skociti redom na svaku iduéu kutiju?

. Kona¢no mnogo kartica podijeljeno je u dva deka tako da je vise kartica u lijevom deku. Na svakoj kartici

su napisana neka razli¢ita imena te je na svakoj kartici barem jedno ime. Isto ime se moze pojavljivati na
vise kartica. Za svako ime definiramo mijesanje kao premjestanje svih kartica s tim imenom u nasuprotan
dek. Dokazi da postoji konacan niz mijesanja nakon kojeg ¢e biti vise kartica u desnom deku.

Na stolu se nalazi 2001 novcic¢a. Za svaki ¢ = 1,2,...,2001 Paula treba okrenuti toéno i novéiéa. Dokazi
da postoji niz okretaja nakon kojeg ¢e svi nov¢iéi biti okrenuti na istu stranu (ili svi na pismo ili svi na
glavu), ali da nije moguée da postoji i niz okretaja nakon kojeg ¢e svi biti okrenuti na glavu i niz okretaja
nakon kojeg ¢e svi biti okrenuti na pismo.

Je 1i moguée poredati brojeve od 1 do 1000 tako da se prosjecna vrijednost neka dva razli¢ita broja ne
nalazi izmedu ta dva broja u nizu?

Sezdeset Cetiri loptice rasporedene su u nekoliko hrpica. U svakom koraku moguée je izabrati dvije hrpe,
recimo hrpu A s p loptica i hrpu B s ¢ loptica, te ukoliko vrijedi p > ¢ premjestiti ¢ loptica iz hrpe A u
hrpu B. Dokazi da je moguce posti¢i da sve loptice budu u istoj hrpi.

Postoji barem 4 ¢okoladice u n (n > 4) kutija. Paula mozZe izabrati dvije kutije te premjestiti to¢no jednu
¢okolodicu iz jedne i to¢no jednu iz druge u neku treéu kutiju. Moze li Paula premjestiti sve ¢okoladice u
istu kutiju?

U jednoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji jednosmjerna avionska linija. Dokazi da je moguce krenuti
iz nekog grada i obiéi sve gradove tako da niti jedan grad ne posjetimo dvaput (u terminima teorije grafova:
dokazi da svaki turnir (potpun usmjeren graf) ima Hamiltonov put).

Na kona¢nom neusmjerenom grafu G dozvoljeno je provoditi sljedece operacije:

(i) Ako je neki évor povezan s neparno mnogo drugih ¢vorova mogude je izbrisati njega zajedno sa svim
bridovima koji izlaze iz njega.

(ii) Mogudée je duplicirati graf G u graf G’ tako da svaki ¢vor I’ iz G’ bude povezan sa ¢évorom [ iz G te
da ¢vorovi I’ i J' iz G’ budu povezani ako i samo ako su ¢vorovi I i J iz G povezani.

Dokazite da je nekim konac¢nim nizom poteza moguce napraviti da svi preostali ¢vorovi budu nepovezani.
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4.3. C15: Invarijante - Maja Drmac

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Invarijanta je veli¢ina u sustavu koja se ne mijenja tijekom nekog procesa. Cesto kad se u zadatku odvija
proces kojim se treba doé¢i do odredenog rezultata ili konfiguracije je korisno naéi invarijantu. Ukoliko rezultat
do kojeg trebamo doéi ne o¢uva vrijednost invarijante pocetnog stanja, time smo pokazali da taj rezultat ne
mozemo postiéi.

Bitna napomena: nalazenje invarijante je korisno za iskljucivanje slucajeva, ali ne mozemo koristiti invarijantu
kao dokaz da za ostale slucajeve mozemo postiéi cilj, veé¢ trebamo pokazati to konstrukcijom.

Primgjer. Na ploci se nalaze brojevi 5, 7, 12, 25, 6. Marija u svakom potezu bira par brojeva (z,y), briSe ih s
ploce i umjesto njih napise par (2y — x, 22 — y). MozZe li tako nizom poteza posti¢i da na plo¢i pise pet desetki?

Rjesenje. Vidimo da je suma odabranog para (z,y) nakon poteza jednaka 2y — z + 22 — y = = + y, odnosno
ostaje ista. To znaci da je suma brojeva na ploci invarijanta. Pocetna suma je jednaka 5+ 7+ 12425+ 6 = 55,
a kako trebamo na kraju dobiti sumu 5 - 10 = 50, nije moguée posti¢i trazenu konfiguraciju. Medutim, naivno
mozemo povuéi zakljucak da Marija nekim nizom poteza moze doé¢i do svake konfiguracije pet brojeva kojima
je zbroj 55, Sto nije tocno (vidi 3. zadatak).

Trazenje invarijanti u zadacima je obi¢no puno manje ocito od ovog primjera. Neki najces¢i primjeri invarijanti
su ostatak koji suma daje pri dijeljenju s nekim prirodnim n, tezinska suma brojeva, umnozak, broj/parnost
nekih ekstremnih vrijednosti. Sli¢cno invarijantama, postoje i monovarijante: varijable ¢ija se vrijednost kroz
proces konstantno (ne) poveéava ili (ne) smanjuje.

Laksi zadaci

1. Na Ljetnom kampu se igra Ssahovski turnir. Pravila prvog kruga su sljedeca: svaki igrac¢ igra sa svakim,
pobjednik okrsaja dobiva 3 boda, gubitnik —1 bod, a ako zavrsi izjednaceno svaki igra¢ dobiva po bod.
Ako u turniru sudjeluje 11 ucenika, koliki je zbroj bodova svih igraca na kraju prvog kruga?

2. Ploca 8 x 8 obojana je crno-bijelo kao standardna Sahovska ploca. U pojedinom potezu treba odabrati
jedan redak ili stupac i svakom od 8 polja u tom retku promijeniti boju iz crne u bijelu i obratno. Moze
li se, kona¢nim nizom takvih poteza, posti¢i da to¢no jedno polje na ploc¢i bude crno?

3. Vratimo se na zadatak iz primjera: pokazi da Marija potezima opisanima u zadatku ne moze postié¢i da
na ploci pisu brojevi 7,9,11,13, 15.

4. U krugu pise 2020 nula i 2 jedinice. Jana u svakom potezu bira tri uzastopna broja i dodaje svakom 1.
Moze 1i posti¢i da na kraju svi brojevi budu jednaki?

5. Mirko pred sobom ima papirnati mnogokut, skare i ljepilo. Dopustena mu je sljede¢a operacija: moze
odrezati dio mnogokuta, zrcaliti ga s obzirom na simetralu duzine stranice po kojoj je rezao i zaljepiti nazad
po istoj stranici na kojoj je odrezao dio. Moze li Mirko do¢i do kvadrata ako je krenuo s jednakostrani¢nim
trokutom?

Umjereni zadaci

6. Zaba stoji u tocki (2,3) koordinatnog sustava. U svakom potezu moze skociti s trenutnog polja (z,y) na
polje (0.8z — 0.6y, 0.6z +0.8y) ili (0.82 4 0.6y, 0.6z — 0.8y). Moze li Zaba nekim nizom poteza do¢i do polja
(1,1)?

7. Anja i Boris igraju igru s plo¢om ¢okolade dimenzija 100 x 100 (kockica). Naizmjence svako od njih ili
prelomi jedan od komada cokolade na dva dijela po crti ili pojede jedan komad, pri ¢emu se komadié
¢okolade dimenzije 1 x 1 ne moze prelomiti. Gubitnik je onaj koji pojede zadnji komad ¢okolade. Ako
Anja krece prva, tko ima pobjednicku strategiju?

8. Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji se nalaze na ploci,
obriSemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b. Ako su na pocetku na ploci brojevi 1, 2, 3,
4, ... 2011, 2012, mogu li se nakon konac¢nog broja koraka na plo¢i nalaziti brojevi 2, 4, 6, 8, ... 4022, 4024
?

29
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Na plo¢i su zapisani svi prirodni brojevi od 1 do 20212021. U svakom potezu biramo broj, brisSemo ga i
umjesto njega zapisujemo zbroj njegovih znamenki. To ponavljamo dok ne ostanemo samo s jednozna-
menkastim brojevima. Hoce li na ploci biti vise jedinica ili dvojki?

Anja i Boris igraju novu igru. Anja napise nekoliko prirodnih brojeva na ploc¢u, a Boris zatim pokusava
postiéi da su svi brojevi na plodi isti tako da u svom potezu obriSe dva broja (a,b) i umjesto njih napise
dva puta njihov zbroj, dakle (a + b,a + b). Hoce 1i Boris uspjeti u svom naumu ako Anja na plo¢u napise

a) jednu peticu i ¢etiri jedinice,
b) dvije petice i 2019 jedinica?

Matej i Vedran igraju igru. Matej prvo zadaje par cijelih brojeva (z,y), a Vedran nakon njega par cijelih
brojeva (z,w). Matejev cilj je od para (z,y) doéi do (z,w) nizom transformacija, gdje za svaku transfor-
maciju ima moguénost trenutni par (a, b) pretvoriti u (b, a), (a +0b,b) ili (e —b,b). Kakav par (z, w) mora
Vedran odabrati u odnosu na odabrane Matejeve brojeve (z,y) da osigura da Matej ne moZe nikakvim
odabirom transformacija dobiti trazene brojeve?

Tezi zadaci

12.

13.

14.

15.

Brojevi 1 i -1 su upisani u vrhovima pravilnog dvanaesterokuta tako da -1 pise u samo jednom vrhu, a
u ostalima pise 1. U svakom koraku Luka smije zamijeniti predznake brojeva u 4 uzastopna vrha. Moze
li Luka ponavljanjem postupka posti¢i da se broj u kojem je pisalo -1 pomakne na susjedni vrh, a da u
svim ostalim vrhovima pise 17

Ukrug je napisano 299 nula i jedna jedinica. Dozvoljeni su sljedeéi potezi:

e svakom broju istovremeno oduzeti njemu oba susjedna broja

e odabrati dva broja izmedu kojih se nalaze tocno dva broja te ih oba uvecati ili oba umanjiti za 1.
Moze 1i se konacnim nizom dozvoljenih poteza posti¢i da ukrug budu napisane

a) dvije uzastopne jedinice i 298 nula?
b) tri uzastopne jedinice i 297 nula?

Na plod¢i je zapisano n > 3 prirodnih brojeva. Potez se sasatoji od biranja tri broja a, b i ¢ s ploce tako da
Cine stranice nedegeneriranog, nejednakostrani¢nog trokuta i zamjene s a +b—c, b+c—a,ic+a— 0.
Dokazi da je broj poteza konacan.

Prvih 100 prirodnih brojeva je napisano na plocu, i to svaki toéno jednom. Petar u svakom koraku bira
dva broja a i b s ploce, brige ih i umjesto njih na plo¢u napiSe najveéi zajednicki djelitelj brojeva a? + b? +2
i a?b? 4 3. Naposljetku na plo¢i ostane jedan broj. Dokazite da taj broj ne moze biti potpun kvadrat.
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4.4. G12: Tetivni Cetverokuti - Lucija Reli¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Teorem 4.4.1 (Teorem o obodnom i sredisnjem kutu). Sredisnji kut nad tetivom kruznice dvostruko je veéi od
obodnog kuta nad tom istom tetivom.

Teorem 4.4.2 (Talesov teorem). Obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi.

Teorem 4.4.3 (Teorem o kutu izmedu tangente i tetive). Kut izmedu tetive kruznice i tangente na tu kruznicu
u jednoj od krajnjih tocaka tetive jednak je obodnom kutu nad tom tetivom.

Definicija 4.4.4. Tetivni cetverokut je cetverokut kojemu se moZe opisati kruznica.

Karakterizacije (tetivni cetverokuti imaju ova svojstva, ali vrijedi i obrat, cetverokut za koji vrijedi neko od
navedenih svojstava je tetivan):

e zbroj nasuprotnih kuteva je 180°

« simetrale stranica Cetverokuta sijeku se u jednoj tocki (ta tocka je onda srediste opisane kruznice)
o U cetverokutu ABCD vrijedi neka od ovih jednakosti kuteva (a ako vrijedi neka, vrijedi i svaka):
|£ZABD| = |£LACD|

|Z/ADB| = |£ACB]|

|£/BAC| = |4£BDC|

|£/CAD|=|£CBD|

o (Ptolomejev poucak) U Cetverokutu ABCD vrijedi |AC|-|BD| = |AB|-|CD|+ |BC|-|AD|.

Zagrijavanje
1. Dokazite Teorem 3.
2. To¢ke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE. Odredite |ZABC| + |Z/CDE|.

3. Dokazite da ako simetrale unutarnjih kuteva ¢etverokuta tvore ¢etverokut onda je taj (drugi) ¢etverokut
tetivan.

4. Dokazite da se simetrala unutarnjeg kuta trokuta i simetrala nasuprotne stranice sijeku na opisanoj
kruznici trokuta.

Laksi zadaci

5. Jednakokracni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruznicu k Neka je D tocka na osnovici |BC| tog
trokuta, k1 kruznica opisana trokutu ABD, i E tocka na kruZnici k;. Pretpostavimo da pravac AFE sijece
kruznicu k u tockama A i F tako da F' lezi izmedu A i E. Ako se pravci DE i BF sijeku u tocki G,
dokazite da vrijedi |EG| = |GF|.

6. Dokazi da osnosimetri¢ne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leze na opisanoj kruznici tog
trokuta.

7. U siljastokutnom trokutu AABC tocka M je noziste visine iz vrha A, a tocka N noziste visine iz vrha B.
Ako je |AN| = |NM|, dokazi da srediste upisane kruznice trokuta AABC lezi na visini BN.

8. U trokutu ABC neka su nozista visina iz B i C redom tocke D i E. Dokazite da je tangenta na opisanu
kruznicu trokuta ABC u tocki A paralelna s pravcem DE.

9. Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je |BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijece stranicu BC u
tocki P, a pravac AC u tocki Q. Toc¢ka R je noziste okomice iz tocke P na stranicu AC, a tocka S je
noziste okomice iz tocke ) na pravac BC. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu AB.

10. Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u to¢kama M i N. Neka je P sjeciste pravca
MN i simetrale kuta ZABC. Dokazi da je BP 1 CP.

Tezi zadaci
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Neka je ABCD tetivan cetverokut. Neka je F sjeciSte pravaca paralelnih sa AC i BD koji prolaze kroz
B i A, redom. Pravci EC i ED sijeku kruznicu opisanu trokutu AEB u F' i G, redom. Dokazite da tocke
C, D, F i G leze na istoj kruznici.

Neka je ABC siljastokutan trokut. Pravei [y il su okomiti na AB i redom prolaze tockama A i B. Neka
je M polovise stranice AB. Okomice iz M na AC i BC sijeku pravce [ i ls redom u tockama E i F'. Ako
je D sjeciste EF 1 MC, dokazi da je ZADB = ZEMF.

Neka je ABC siljastokutan trokut i neka su D i E redom polovista stranica AB i @Neka je F tocka
takva da je D poloviste duzine E'F'. Tocka G je na segmentu C'D tako da poloviste od BG lezi na kruznici
I" opisanoj trokutu F'DB. Oznac¢imo sa H drugo sjeciste kruznice I i FC. Pokazi da je ¢etverokut BHGC
tetivan.

Neka je w kruznica sa sredistem O i A tocka izvan nje. Tangente iz tocke A diraju w u tockama B i C.
Neka je D presjek pravca AO i w takav da je |AO| < |AD|. Neka je X noziSte okomice iz B na pravac
CD. Neka je Y poloviste duzine X B. Neka je Z drugo sjeciste pravca DY i w. Dokazi da su pravei AZ i
ZC' okomiti.

U siljastokutnom trokutu ABC), visina iz vrha A sijece pravac BC u tocki D, a M je poloviste stranice
AC'. Neka je X tocka takva da je LAXB = LDXM = 90° (pretpostavljamo da X i C leze na suprotnim
stranama pravca BM). Dokazi da vrijedi £ XM B = 24 M BC'.
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4.5. N12: Sustavi ostataka - Mislav Brnetic

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Kongruencije

Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, kazemo da je a kongruentan b modulo m i piSemo a = b (mod n).
Za kongruencije vrijede sljedeéa svojstva kongruencija i modularne aritmetike (za a,b,c € Z i n € N):

e a=a (modn)

e ako a =b (mod n), tada b = a (mod n)

e akoa =0 (mod n)ib=c (mod n), tada a = ¢ (mod n)

e ako a; = by (mod n) i ag = by (mod n), onda a; + az = by + by (mod n), a; — az = by — by (mod n) i
ayas = bibe (mod n)

e ako a =b (mod n), tada ™ = b™ (mod n) za svaki m € N
o ako ac = be (mod n) i n i ¢ su relativno prosti, onda a = b (mod n).
Potpun sustav ostataka

Skup S je potpuni sustav ostataka modulo n ako elementi S svi daju razlicite ostatke pri dijeljenju s n, i svi
ostatci se pojavljuju.

Mali Fermatov teorem

Ako je p prost broj tada za svaki prirodan broj a vrijedi a? = a (mod p). Specijalno, ako je ged(a,p) = 1 vrijedi
a?~! =1 (mod p).

Eulerov teorem

Ako su a i m relativno prosti brojevi, vrijedi a?(™ = 1 (mod m). Pritom je ¢(m) broj prirodnih brojeva relativno
prostih s m koji su manji ili jednaki m (Fulerova funkcija).

Mozete primijetiti kako je Mali Fermatov teorem zapravo poseban slucaj Eulerovog teorema pa zato njega
nec¢emo dodatno dokazivati.

Uvodni zadaci
1. Koje sve ostatke moze imati kvadrat prirodnog broja:
(a) pri dijeljenju s 3
(b) pri dijeljenju sa 4?
2. Za koje proste brojeve p je i 8p? + 1 prost broj?
3. Dokazi da je svaki prost broj veé¢i od 3 oblika 6k + 1 ili 6k — 1, k € N.
4. Dokazi da kub cijelog broja daje ostatak 0,1 ili 6 pri dijeljenju sa 7.
Zadaci
5. Postoji li prirodni broj m takav da 7 dijeli om’® _ 47
6. Za prirodne brojeve a, b i prost broj p vrijedi a® + p? = b2.

Dokazi da je 2(b + p) kvadrat nekog prirodnog broja.
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7. Odredi najmanji prirodni broj a takav da je vrijednost izraza

n8+n6+n4+n2+a
n?—1

za n = 2014 cijeli broj djeljiv s 3.
8. Koja je posljednja znamenka broja 33337
9. Odredite posljednje dvije znamenke broja 7"

10. Neka su a i b cijeli brojevi razlicite parnosti. Dokazi da postoji cijeli broj ¢ takav da su brojevi ab + ¢,
a+ ci b+ c kvadrati cijelih brojeva.

11. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi takvi da vrijedi

Lb o
c=a+—-——
a b

Dokazi da je ¢ kvadrat nekog prirodnog broja.
12. DokaZi da ne postoji prirodni broj k takav da su k + 4 i k2 + 5k + 2 kubovi nekih prirodnih brojeva.
13. Neka su p i g razli¢iti prosti brojevi. Dokazite da tada vrijedi

¢ ' +p ! =1 (mod pq)

Tezi zadaci

14. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) za koje vrijedi

2™ =Tn? + 1

15. Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je m > n. Oznacimo

m+k
Tr =
Ntk
zak=1,2,...,n+ 1. Ako su svi brojevi x1, xa, ..., 41 prirodni, dokazi da je broj

T1T2 Tyl — 1

djeljiv nekim neparnim prostim brojem.
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5.

Poglavlje

Zadaci za trecu grupu

5.1. A13: Funkcijske jednadzbe - Ivan Sinci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Ceste ideje:

Uvrstavanja y := —2,—1,0,1,2, —x, 2 (analogno i uvrstavanja za x ako jednadZba nije simetri¢na u te
dvije varijable)

Dokazivanje injektivnosti (f(x) =fly) = z= y) i surjektivnosti (Vy Jz takav da f(z) = y)

Izjednacavanje izraza unutar funkcije (npr. u jednadzbi f(z) + f(2? +y) = f(2y — 2®) uvrstavanje y tako
da vrijedi 22 +y = 2y — xz)

Svodenje na Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu
Supstituiranje funkcija za jenostavnije

Koristenje simetri¢nosti jedne strane jednadzbe (npr. u jednadzbi f(z%y) = — f(z)%y uvrstavanjem  :=
—x slijedi f(2%y) = —f(—z)%y iz éega dobivamof(z)%y = f(—x)%y)

Primjena funkcije na jednadzbu (LHS = RHS = f(LHS) = f(RHS))
f(f(z)) = « implicira da je f bijekcija

Primjer 1 (Cauchyjeva funkcijska jednadzba). Odredi sve funkcije f : Q — Q koje zadovoljavaju jednadzbu
fle+y)=f@)+ fy).

Rjesenje. Imamo sljedeca uwvrstavanja:

y:=0 = f(x) = f(z)+ f(0) = [f(0)=0
y=1= fle+1)=f(z)+f(1)

zi=x+1, y:=1 = fx+2)=fx+1)+ f(1) = f(z) +2f(1)
(koristenjem matematicke indukcije lako dobivamo f(x 4+ n) = f(x) +nf(l) za sven € N)
= f(a)=af(1)VaeZ

yi=2 = [f(2z) =2f(z)
x:=2x, y:=2x = f(3z) = f(2z) + f(z) = 3f(x)

(koristenjem matematicke indukcije lako dobivamo f(nz) = nf(x) za sve n € N)

ri=cameZu f(na) =nf(x) = f(m)=nf(2) = f(2)="2/1)

Provjerimo da za proizvoljni ¢ € Q funkcija f(x) = xc zadovoljava pocetnu jednadzZbu:

(x4 y)c=xzc+ ye.
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Zadaci

Neki zadaci su preuzeti iz web arhive skoljka:
https://www.skoljka.org/folder/536 /kamp-2013/funkcije-napredna/

1. Funkcija f : R — R zadovoljava jednadzbu z+ f(x) = f(f(z)) za sve x € R. Odredi sva rjeSenja jednadzbe
f(f(x)) =0.

2. Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve x,y, z € R zadovoljavaju
flzyz) = xf(x) +yfly) + 2/ (2).
3. Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve x € R zadovoljavaju
2fl—2)+1=zaf(z).
4. Odredi sve funkcije f : [0,1] — [0, 1] takve da je f(0) = 0 i koje za sve x,y € [0, 1] zadovoljavaju
[f(@) = f)l = |z —yl.
5. (Drzavno 2011. 4. razred) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve z,y € R zadovoljavaju
f@®+f(y) =y — 2>
6. (Zupanijsko 2002. 4. razred) Odredi sve funkcije f : RT — R* koje za sve z,y > 0 zadovoljavaju
F@)0) = fan),
7. (IMO 2019.) Odredi sve funkcije f : Z — Z koje za sve a,b € Z zadovoljavaju
f(2a) +2f(b) = f(f(a+b)).
8. (IMO SL 2002. A1) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve x,y € R zadovoljavaju
F(f(@) +y) =22+ f(f(y) — 2).
9. (EMC 2017.) Odredi sve funkcije f : N — N koje za sve z,y € N zadovoljavaju
f@) +yf(f(2) <z(1+ f(y).
10. (MEMO 2017.) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve x,y € R zadovoljavaju
F@®+ f@)f(y) = af(z +y).
11. (IMO SL 2004. A3) Odredi sve funkcije f : N — N koje za sve m,n € N zadovoljavaju
Fm)? + f(n) | (m* +n)?.
12. (IMO SL 2001. A4) Odredi sve funkcije f : R — R koje za sve z,y € R zadovoljavaju
f(zy)(f(2) = f(y)) = (z =) () f(y).
13. (IMO SL 2010. A5) Odredi sve funkcije f : QT — QT koje za sve z,y € QT zadovoljavaju

F(f(2)?y) = 2° f(zy).


https://www.skoljka.org/folder/536/kamp-2013/funkcije-napredna/
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5.2. C13: Teorija grafova - Nika Utrobici¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Pri rjesavanju zadataka s grafovima cesto su nam korisne sljede¢e metode i ¢injenice:

promatranje malih slucajeva

matematicka indukcija: Dokazujemo tako sto pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n pa dodamo vrh
Dirichletov princip: primjerice, da zaklju¢imo da iz vrha izlazi barem k bridova odredene vrste
Lema o rukovanju: Zbroj stupnjeva svih vrhova u grafu je paran.

Graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi ciklus neparne duljine.
Sjetimo se: Graf je bipartitan ako mu vrhove moZemo podijeliti u 2 skupa tako da nijedna 2 vrha u istom
skupu nemaju zajednicki brid.

Laksi zadaci

1

. U jednoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji jednosmjerna avionska linija. Dokazi da je moguce krenuti
iz nekog grada i obié¢i sve gradove tako da niti jedan grad ne posjetimo dvaput.

Supruznici Ana i Tomislav dosli su na zabavu na kojoj su sudjelovala jos ¢etiri para. Prilikom dolaska
dogodio se izvjestan broj rukovanja. Pritom se nitko nije rukovao sa svojim bra¢nim drugom niti sa samim
sobom. Kada je kasnije Tomislav upitao sve prisutne s koliko su se osoba rukovali, dobio je devet razli¢itih
odgovora. S koliko se osoba rukovala Ana?

Umjereni zadaci

3.

Sest otoka povezano je linijama jednog trajektnog i jednog hidrogliserskog poduzeéa. Svaka dva otoka
povezana su (u oba smjera) linijom to¢no jednog od ova dva poduzeéa. Dokazi da je moguée ciklicki
posjetiti Cetiri otoka koristeéi linije samo jednog poduzeéa (tj. da postoje Cetiri otoka A, B,C i D i
poduzece ¢iji brodovi plove na linijama A «— B, B «— C,C +— D, D +— A).

. Na natjecanju sudjeluje 300 natjecatelja. Svaka dva natjecatelja se medusobno ili poznaju ili ne poznaju,
a ne postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju. Odredi najveéu mogucu vrijednost broja n
tako da vrijede sljedeci uvjeti:

e Svaki natjecatelj poznaje najvise n ostalih natjecatelja.

e Za svaki prirodni broj m takav da je 1 < m < n postoji barem jedan natjecatelj koji poznaje to¢no m
ostalih natjecatelja.

. U jednom gradu je M ulica i N trgova, pri ¢emu su M i N prirodni brojevi takvi da je M > N. Svaka
ulica povezuje dva trga i ne prolazi kroz druge trgove. Gradani zele promijeniti izgled grada. Ove godine
svaka ¢e ulica biti po prvi put obojena crveno ili plavo. Dogovoreno je da se svake godine odabere jedan
trg, te svim ulicama koje vode do tog trga istovremeno promijeni boja iz plave u crvenu i obratno. Dokazi
da gradani mogu odabrati boje ulica tako da se nikad u buduénosti ne moze dogoditi da sve ulice budu
iste boje.

. U nekoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji ili izravna autobusna ili izravna Zeljeznicka veza (sve veze
su dvosmjerne i ne prolaze ni kroz jedan drugi grad).

Dokazi da je gradove u toj drzavi moguce rasporediti u dva disjunktna skupa tako da je sve gradove u
jednom skupu mogucée obiéi putujuéi samo zeljeznicom tako da se nijedan grad ne posjeti dvaput, a sve
gradove u drugom skupu putujuéi samo autobusom tako da se nijedan grad ne posjeti dvaput.

. U Sjedinjenim Americkim Drzavama postoji 10 avionskih kompanija koje lete u 1025 gradova. Svaka 2
grada povezana su linijom neke od kompanija. Kruzno putovanje je putovanje izmedu vise gradova avionom
koje pocinje i zavrsava u istom gradu. Dokazi da postoji kruzno putovanje istom kompanijom takvo da
prolazi kroz neparno mnogo gradova.

. U nekoj zemlji postoji barem 101 grad. Glavni grad te zemlje spojen je sa 100 gradova izravnim (dvos-
mjernim) zrakoplovnim linijama. Svaki grad osim glavnog grada spojen je s 10 drugih gradova. Poznato
je da se iz bilo kojeg grada moze do¢i u bilo koji grad unutar te drzave. Dokazite da je moguée zatvoriti
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polovicu zrakoplovnih linija glavnog grada tako da se sacuva svojstvo da se iz svakog grada moze doéi u
bilo koji drugi grad.

. Na nekoj zabavi medu bilo koje Cetiri osobe postoje tri koje se sve medusobno poznaju ili postoje tri koje

se medusobno ne poznaju. Poznanstva su uzajamna. Dokazi da se svi sudionici te zabave mogu smjestiti u
dvije prostorije tako da se u jednoj prostoriji svi medusobno poznaju, a u drugoj nitko nikoga ne poznaje.

Grupa gusara se posvadala, i sad svaki od njih niSani neka 2 iz grupe. Sve se gusare proziva jednog po
jednog nekim redosljedom. Ako je prozvani gusar jo$ Ziv, on puca u gusare u koje nisani i oni, ako nisu
ve¢ mrtvi, odmah umru. Nakon $to su svi gusari prozvani, ispada da ih je ubijeno tocno 28.

Dokazi da u kojem god da su poretku gusari prozvani, svakako bi ih barem 10 umrlo.

Tezi zadaci

11.

12.

13.

U grupi od n ucenika, neki su prijatelji (prijateljstvo je uzajamno). Neku su a, b minimalni prirodni brojevi
koji zadovoljavaju sljedece uvjete:

(1) MoZemo podijeliti u¢enike u a timova tako da su unutar svake grupe svi bilo koja dva ucenika prijatelji.
(2) Mozemo podijeliti uc¢enike u b timova tako da su unutar svake grupe svi bilo koja dva ucenika nisu
prijatelji.

Odredite maksimalnu mogucu vrijednost N = a + b, u ovisnosti o n.

Na kona¢nom neusmjerenom grafu G dozvoljeno je provoditi sljedece operacije:

(i) Ako je neki ¢vor povezan s neparno mnogo drugih ¢vorova moguce je izbrisati njega zajedno sa svim
bridovima koji izlaze iz njega.

(ii) Mogude je duplicirati graf G u graf G’ tako da svaki ¢vor I’ iz G’ bude povezan sa ¢évorom I iz G te
da ¢vorovi I’ i J' iz G’ budu povezani ako i samo ako su ¢vorovi I i J iz G povezani.

Dokazite da je nekim konac¢nim nizom poteza moguce napraviti da svi preostali ¢vorovi budu nepovezani.

U gradu je n > 3 otoka. Na pocetku, prijevoznik nudi trajektne linije izmedu nekih parova otoka tako da
ih je nemoguce podijeliti u 2 grupe takve da nikoja 2 otoka u razli¢itim grupama nisu povezana linijom.

Svake godine, prijevoznik zatvara liniju izmedu neka 2 otoka X i Y. U isto vrijeme, otvara novu liniju
po sljede¢em pravilu: za svaki otok koji je povezan s tocno jednim od X i Y, dodaje se linija izmedu tog
otoka i onog od X i Y s kojim nije bio povezan.

Pretpostavite da u svakom trenutku, ako bilo podijelimo otoke u 2 neprazna skupa, znamo da ¢ée pri-
jevoznika sigurno nakon kona¢no mnogo vremena zatvoriti neku liniju koja povezuje 2 otoka iz ove 2

grupe.

Dokazite da ¢e nakon kona¢no mnogo godina postojati otok koji je trajektnom linijom povezan sa svim
drugim otocima.
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5.3. C16: Plo¢na kombinatorika - Luka Banovic

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju bavit ¢emo se zadatcima koji su vezani uz odredene

ploce. Tako se to moze ¢inti kao vrlo restriktivan kriterij, raspon tehnika koje
se koriste u zadatcima s plocama je vrlo raznolik. Medu zadatcima ima i onih
standardnih logicko-kombinatornih koji ne koriste nikakve naprednije alate,
medutim za rjesavanje ostalih zadataka koristit ¢e se nesto od navedenog:

bojanja

invarijante Slika 5.1
monovarijante

matematicka indukcija

(dvostruka) prebrojavanja

Laksi zadaci

1.

Moze li se sahovska ploca od koje je izrezano jedno kutno polje pokriti pravokutnim ploc¢icama dimenzije
1x37

Dana je ploca 2n x 2n koja je na pocetku obojena Sahovski. U svakom potezu mozemo promijeniti boje
svih polja u jednom retku, stupcu ili kvadratu 2 x 2. Za koje n mozemo posti¢i da na ploc¢i ostane jedno
crno polje?

Odredite najmanji moguéi broj polja koji moramo ukloniti s ploc¢e 4 x 4 tako da nikoja 4 od preostalih
polja ne zatvaraju kvadrat (tj. Cetverokut ¢iji su vrhovi sredista tih Cetiriju polja ne smije biti kvadrat).
Mozemo li plo¢u 10 x 10 poplocati plo¢icama lijevim ploc¢icama sa slike 5.17

U svako polje n x n ploce upisan je broj jednak broju pravokutnika koji sadrze to polje. Odredite zbroj

svih upisanih brojeva.

Je 1i moguée u polja plode koja je beskonaéna u 2 susjedna smjera (drugim rijeima, ploéa je ogranifena
na dvije susjedne strane i neogranicena na preostale dvije) upisati prirodne brojeve tako da se u svakom
retku i stupcu svaki broj pojavljuje tocno jednom?

Umjereni zadaci

7.

10.

Dokazite da ploc¢u dimenzija 2" x 2™ bez jednog kvadrati¢a mozemo poplocati desnim plocicama sa slike
5.1.

. U svako polje beskonac¢ne ploce (ploéa je beskona¢na u svim smjerovima) upisan je neki prirodni broj tako

da je svaki broj jednak aritmetickoj sredini svoja 4 susjeda. Dokazite da su svi napisani brojevi jednaki.

. Moze li se ploca 12 x 12 poplocati desnim plocicama sa slike 5.1 tako da svaki redak i svaki stupac sijece

isti broj plocica?

Na beskonac¢noj ploci postavljeno je 9 zetona u polja kvadrata 3 x 3, po jedan u svako polje. U svakom
polju mozemo s jednim zZetonom skociti u horizontalnom ili vertikalnom smjeru preko jednog zauzetog
polja na slobodno polje i pritom zeton koji je preskocen uklanjamo. Moze li ova igra zavrsiti sa samo
jednim Zetonom na ploci?

Tezi zadaci

11.

12.

13.

Dana je n x n ploca ¢ija su polja obojena u n boja, pri ¢emu je svakom bojom obojeno n polja. Dokazite
da postoji red ili stupac na ploc¢i u kojem se nalazi barem /n razlic¢itih boja.

Moze li se pravokutna ploca dimenzija 5 x 7 prekriti s nekoliko slojeva desnih plocica sa slike 5.1 tako da
svako polje velike ploc¢e bude prekriveno jednakim brojem manjih ploc¢a?

Dana je ploc¢a 2n x 2n (n > 1) u kojoj su sva polja bijela. U jednom potezu dozvoljeno je promijeniti boju
3 uzastopna polja (u istom retku ili stupcu; boja pojedinog polja je ili bijela ili crna). Odredite sve n za
koje je mogucée tim potezima doéi do Ssahovskog bojanja.
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14. Na ploci pise n cijelih brojeva. Anica u svakom potezu mijenja neke od tih brojeva na ploc¢i po sljedeé¢em
principu: ako sa S ozna¢imo aritmeticku sredinu brojeva koji su trenutno na plo¢i, onda nekoliko brojeva
manjih ili jednakih od S — 1 Anica uveca za 1, a nekoliko brojeva vecih ili jednakih od S + 1 smanjuje za
1. Pritom u svakom potezu Anica mijenja najmanje 1 broj na ploc¢i, no nije nuzno da u svakom potezu
neki broj bude uveéan, odnosno umanjen. Dokazite da Anica ne moze izvesti beskonacno mnogo ovakvih
poteza.
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5.4. G13: Simedijane - KreSimir Nezmah

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Ako je zadan neki kut ZBAC u ravnini i ako su P i @ tocke takve da su pravci AP i AQ osnosimetri¢ni s
obzirom na simetralu kuta ZBAC, onda te pravce nazivamo izogonalnim s obzirom na taj kut.
Simedijana trokuta (ima ih tri) je pravac izogonalan teziSnici trokuta.

Pomoc¢ni alati koji su nam potrebni:

e sinusov poucak: ako trokut oznac¢imo standardno s duljinama stranica a, b i ¢ te mjerama kutova «, 3 i
v, i radijusom opisane kruznice R, onda je

sinaw  sinf  sinvy 1

a b c 2R

e izraz za omjer u kojem cevijan dijeli stranicu: zadan je AABC i tocka D € BC, vrijedi

|BD|  |AB|sin/BAD _ sinysin /BAD
|DC| — |AC|sin ZOAD  sin fsin ZCAD

« Cevin teorem: ako su zadane tocke D € BC, E € AC' i F € AB, onda su AD, BE i CF konkurentni ako

i samo ako je
|BD||CE||AF|

|DC||EA||F B o
ili ekivalentno ako je
sin /BADsin ZCBFE sin ZACF _
sin /CADsin ZABE sin /BCF ~—

Zagrijavanje

1. Zadan je trokut AABC i tocka P unutar trokuta. Dokazite da postoji tocka @ takva da su pravci AP i
AQ, BP i BQ te CP i CQ izogonalni. Kazemo da su P i @) izogonalni konjugati.

2. (a) Neka su D i F tocke na stranici BC trokuta AABC tako da su AD i AE izogonalni. DokaZite da je
onda

|BD| |BE| _ (|AB]\?
|DC| |EC| \|AC|

(b) Neka je AD simedijana trokuta AABC, gdje D € BC. Dokazite da je

|BD| _ (|AB|\®
IDC| — \JAC|

3. (Konstrukcija simedijane) Neka je X sjeciSte tangenti u B i C na opisanu kruznicu trokuta AABC.
Tada je AX simedijana.

4. (Svojstva simedijane) Zadan je trokut AABC. Neka je M poloviste od BC, a X sjeciste tangenti u B i
C na opisanu kruznicu. Neka AX ponovno sijece tu kruznicu u K, a duzinu BC u D. AX je A-simedijana
u trokutu AABC, no takoder imamo:

e (a) KA je K-simedijana u AKBC.
(b) Imamo sliénosti AABK ~ ANAMC ~ ACMK, NAKC ~ AABM ~ ABKM.
(c) [AB|-|CK| = |AC| - |BK].
e (d) Opisana od ABCX prolazi kroz poloviste od AK.
(
(

e) BC je B-simedijana u ABAK i C-simedijana u ACAK.
f) BC je unutarnja simetrala kuta ZAM K, a M X vanjska.
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¢ (g) Sve tri simedijane trokuta sijeku se u jednoj tocki.
5. Pokazite da ako je ABC'D tetivni ¢etverokut, onda su sljedeéi uvjeti ekvivalentni:

e (a) |AB|-|CD|=|AD|-|BC].

e (b) AC je A-simedijana u AABD.

e (c) AC je C-simedijana u ABCD.

e (d) BD je B-simedijana u AABC.

e (e) BD je D-simedijana u AACD.

Takvi ¢etverokuti nazivaju se harmonijski ¢etverokuti.
Zadaci

6. Neka je AABC jednakokracni trokut gdje |[AC| = |[BC|, a tocka P unutar trokuta tako da ZPAB =
/ZPBC. Ako je M poloviste od AB, dokazite da je ZAPM + ZBPC = 180°.

7. Dana je kruznica k sa sredistem O. Neka je AB tetiva te kruznice i M njeno poloviste. Tangente na
kruznicu k u tockama A i B sijeku se u T'. Pravac [ prolazi tockom T, sijece kra¢i luk AB u tocki C, a
dulji luk AB u tocki D i pritom je | BC| = |BM|. DokaZite da je srediSte kruznice opisane trokutu AADM
osnosimetriéno tocki O u odnosu na pravac AD.

8. Dane su tri razlic¢ite fiksne tocke A, B i C na pravcu u tom poretku. Neka je I kruznica koja prolazi kroz
A'i C i cije se srediste ne nalazi na pravcu AC. Neka je P sjeciste tangenti iz A i C' na I". Oznacimo s
Q sjeciste duzine BP s I'. Dokazite da simetrala kuta ZAQC sijece AC u tocki koja ne ovisi o izboru
kruznice T.

Tezi zadaci

9. Dvije kruznice u ravnini sijeku se u tockama A i B, a jedna njihova zajednicka tangenta dira ih u P i Q.
Neka se tangente u P i @ na kruznicu opisanu trokutu AAPQ sijeku u S, a neka je tocka H osnosimetri¢na
tocki B s obzirom na pravac P(Q). Dokazite da su tocke S, H i A kolinearne.

10. Trokut AABC upisan je u kruznicu w. Tangente na w u B i C sijeku se u T'. Tocka S lezi na polupravcu
BC tako da je AS L AT. Tocke By i C; leze na polupravcu ST (gdje je Cy izmedu B; i S) tako da
|B1T| = |BT| = |C1T). Dokazite slicnost AABC ~ AABC}.

11. Dan je raznostranican Siljastokutan trokut AABC. Tocke M, N i P su redom polovista od BC, AC i
AB. Simetrale duzina AB i AC sijeku pravac AM redom u tockama D i E. Neka se pravci BD i CE
sijeku u tocki F' unutar trokuta AABC. Dokazite da tocke A, P, F', N leze na istoj kruznici.
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5.5. N13: Orderi - Paula Vidas

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Definicija 5.5.1. Red (engl. order) od a modulo m, gdje su a i m relativno prosti, je najmanji prirodan broj
x takav da je a* =1 (mod m). Oznaka je x = ord,, a.

Pitanje 5.5.2. U slucaju da a i m nisu relativno prosti, moZe li postojati x za koji je a®* =1 (mod m)?

Primjer 5.5.3. Red od 2 modulo 7 je 3 jer je 2! = 2 (mod 7), 22 = 4 (mod 7), 2> = 1 (mod 7). Pisemo
OI‘d7 2 =23.

Prisjetimo se malog Fermatovog i Eulerovog teorema.

Teorem 5.5.4 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj koji ne dijeli a. Tada

a?” ' =1 (mod p).

Teorem 5.5.5 (Euler). Za relativno proste a i m vrijedi

a?™ =1 (mod m).

(Ovdje je p(m) Eulerova funkcija koja je jednaka broju prirodnih brojeva mangjih ili jednakih m koji su relativno
prosti s m.)

Iz Eulerovog teorema slijedi da red uvijek postoji te je ord,, a < ¢(m).
Sljededi teorem bit ¢e kljuc¢an na ovom predavanju.

Teorem 5.5.6. Za relativno proste a © m vrijedi

a"=1 (modm) <= ordyaln.

Dokaz. Ako ord,, a | n, onda je n = ord,, a - ¢ za neki ¢. Tada je

a® = (ao‘"d’"“)q =17=1 (mod m).

Pretpostavimo sada da ord,, a t n. Tada je n = ord,, a - ¢ + r za neki 1 < r < ord,, a, pa imamo

aordm aq+r — n —

a (mod m)

a®dm@4g" =1 (mod m)

a”"=1 (modm).

S obzirom da je r < ord,, a, to je u kontradikciji s minimalnoséu reda. Dakle, mora biti ord,, a | n. O

Korolar 5.5.7. Za relativno proste a i m vrijedi

ord,, a | p(m).

Dokaz. Slijedi iz prethodnog teorema za n = ¢(m) i Eulerovog teorema. O
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Laksi zadaci

1.

2
3.
4

Neka su a > 2 i n prirodni brojevi. Dokazite da n dijeli p(a™ — 1).
. Neka je p prost broj. Dokazite da je svaki prosti djelitelj od 2P — 1 veéi od p.
Neka je p prost broj. Dokazite da p? — 1 ima prost faktor oblika kp + 1.

. Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazite da n ne dijeli 2™ — 1.

Tezi zadaci

5

. Odredite sve uredene trojke (p, q,r) prostih brojeva za koje vrijedi

plg"+1, qlrP+1, r[p?+1

. Odredite sve parove prostih brojeva (p, ¢q) takve da
pHal 2P —1)7+1 i ptq|(2F-1)P+1.
. Odredite sve parove prostih brojeva (p, q) takve da
pq | 57 +59.
. Odredite sve parove prostih brojeva (p, q) takve da

p24+1020037+1 i ¢*+1]2003" +1.

. Odredite sve parove (p,n) gdje je p prost a n prirodan broj za koje vrijedi

pt+1|nP+1.
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0. Poglavlje

Zadaci za olimpijsku grupu

6.1. M1: Ciklusi 4+ optimizacija - lvan Novak

Link na hintove. Link na rjesenja.

Funkcija na konacnom skupu ima ciklus

Neka je S neki konacan skup i f: S — S. Tada postoje z € S i k > 1 takvi da je f*(z) = .

1. Odredi sve prirodne brojeve n > 2 sa sljede¢im svojstvom: za bilo koje cijele brojeve a1, as, ..., a, ¢iji
zbroj nije djeljiv s n, postoji indeks 1 < ¢ < n takav da nikoji od brojeva

Gjy G + Gijg1y oo, 0 T Qi1 + oo+ Qi1

nije djeljiv s n. Indekse uzimamo modulo n, odnosno a; = a;—, kad je ¢ > n.

2. Ukrug je poredano 1985 tocaka, i svaka je oznacena s 1 ili —1. Za tocku kazemo da je dobra ako su sve
parcijalne sume koje moZzemo dobiti na nacin da po¢nemo iz te tocke i pribrajamo brojeve u bilo kojem
od dva smjera po krugu pozitivne. Dokazi: ako je broj tocaka oznacenih sa —1 manji od 662, tada postoji
dobra tocka na krugu.

3. Neka su a1, as, ..., a, realni brojevi, i neka je m fiksan prirodan broj manji od n. Za indeks k takav da je
1 < k < n kazemo da je dobar ako postoji ¢ takav da je 1 < ¢ < m ida vrijedi ap +ag4+1+ ...+ axe-1 > 0,

gdje su indeksi uzeti modulo n. Neka je T skup svih dobrih indekasa. Dokazi da vrijedi > a; > 0.
keT

Prebroji i optimiziraj

1. U kvadratnoj 999 x 999 tablici svaka Celija je obojana u bijelo ili u crveno. Neka je T broj trojki celija
(C1, 05, Cs3), tako da su prve dvije u istom retku a zadnje dvije u istom stupcu, te su C1, C3 bijele a Cy
crvena. Odredi maksimalnu vrijednost koju moze poprimiti 7.

2. Neka je n prirodan broj. Na nekoj zabavi je n ljudi. Svaki par ljudi se ili poznaje ili ne. Koji je najveéi
mogudi broj parova ljudi koji se ne poznaju ali imaju zajednic¢kog poznanika?

3. Neka je n prirodan broj. Za n x n plo¢u sastavljenu od n? éelija, gdje je svaka obojana crno ili bijelo,
kazemo da je konveksna ako za svaku crno obojanu éeliju vrijedi da su celije direktno iznad i direktno
ulijevo od nje takoder obojane crno. Neka je T' broj parova ¢elija (u,v) s konveksne ploce takvih da je u
crno, v bijelo, te su w i v u istom retku ili stupcu. Odredi najveéu moguéu vrijednost koju moze poprimiti
T.

4. Na sastanku je bilo 12k ljudi, gdje je k prirodan broj. Svaka osoba se pozdravila s to¢no 3k + 6 ostalih.
Za svake dvije osobe, vrijedi da je broj ljudi koji su se pozdravili s oba isti. Dokazi da je k = 3.

5. Pretpostavimo da imamo 100 utega ¢ija suma tezina je 2S. Za prirodan broj k kazemo da je megadobar
ako je od tih 100 utega moguce izabrati k njih ¢ija suma tezina je S. Koliko najvise megadobrih brojeva
moze postojati?
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6.2. M3: Vjerovanje u viSe noma - lvan Sin¢i¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Osnovni Teorem Algebre:

Polinom P(x) stupnja n s kompleksnim koeficijentima ima n kompleksnih korijena. Moze biti jedinstveno pri-
kazan na sljede¢i nacin
Plx)=a(lz—r)(x—12) - (x — 1)

Vieteove formule:
Neka je P(x) = a,a™ + ap_12" 1 + - -+ + a1 + ap sa kompleksnim korijenima rq,72,- -+ ,7,. Tada:

n
An—1
E T = —
a
i=1 n
E = n—2
T =
J an

1<i<j<n

ag
rro T = (_l)na

Eisensteinov kriterij ireducibilnosti Ako je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima i postoji prost broj p
takav da p{a, ip | ax za svaki k < n te p? { ag, tada se P ne moze prikazati kao umnozak dva nekonstantna
polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Bezout:
Polinom P(z) je djeljiv sa (x — a) akko P(a) = 0.

Najbitnija lema
Ukoliko P(z) € Z[z], i a i b su cijeli brojevi, tada
a—>b | Pla)— P(b)

Zadaci

1. Neka je p prost broj. Dokazi da je polinom ®,(z) = 2P~ + ... + z + 1 ireducibilan.

2. Nekasuay,as,...,a, cijeli brojevi. Dokazi da je polinom P(z) = (z—a1)(z—as2) ... (z—ay,)—1 ireducibilan.

1
3. Postoji li polinom s realnim koeficijentima za kojeg vrijedi P <> za svaki n € N7
n

- 2n+1

4. Neka je P(z) = 22 + ap,_12" "' + ... + ayx + 1 realan polinom s nenegativnim koeficijentima koji ima n
realnih nultocaka. Dokazite:

(a) P(2) > 3"
(b) P(z) = (x+1)" Vz>0.
(¢) ap > (}) za k€ {1,2,...,n—1}.

5. Neka je P(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima t.d. P(P(... P(x)...)) = z (n puta) za svaki z € R.
Dokazi da je P(P(z)) = x.

6. Nadi najmanji prirodan broj n za koji se polinom
P(z) =z"* +4n

moze prikazati kao produkt 4 nekonstantna polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.
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7. Neka je P polinom stupnja n > 2 s cjelobrojnim koeficijentima takav da su mu nultocke razli¢ite i u
intervalu (0, 1). Neka je a vodeéi koeficijent polinoma P. Dokazi da je |a| > 2™ + 1.

8. Odredi sve parove P(z),Q(x) normiranih kompleksnih polinoma takve da P(z) dijeli Q(z)? + 1 i Q(x)
dijeli P(z)? + 1.
9. (Poljska 2003.) Pronadi sve polinome W s cjelobrojnim koeficijentima koji zadovoljavaju uvjet da je za

svaki prirodan broj n, 2™ — 1 djeljivo s W (n).
10. (Vojtech 2019.) Trojka polinoma u,v,w € R[xz,y, 2] je dobra ako postoje P,Q, R € R|x,y, z] takvi da

vrijedi jednakost
U2019P 4 U2019Q 4 U}2019R = 92019.
(a) Je li trojka
u=x+2y+3, v=y+z2+2, w=x+y+z
dobra?
(b) Je li trojka
u=z+2y+3, v=y+2+2, w=x+y—=z
dobra?
11. Odredi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju P(z? + 1) = P(x)? + 1 za sve x € R.

12. Neka polinom P(x) ima svojstvo da za svaki y € Q postoji z € Q takav da je P(z) = y. Dokazi da je P
linearan polinom.
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6.3. M4: Ekstremisticke ideje - lvan Novak

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1. Odredi sve parove prirodnih brojeva (a, b, ¢) takve da je (a + 36b)(36a + b) = 2°.

2. Nek a je N > 2 prirodan broj, i neka su ag, a1, ..., ay realni brojevi takvi da je ag =ay =01
aip1 —20; + a1 = a;

zat=1,2,..., N — 1. Dokazi da vrijedia; <0zai=1,2,.... N — 1.

3. Realni brojevi x4, ..., 22011 zadovoljavaju
/ ! /
T+ 9 = 2$1, To + T3 = 2$2, ..., To011l X1 = 2x2011
gdje je ), xh, ..., by, permutacija od x1, s, ..., T2011. Dokazi da vrijedi 1 = 23 = ... = Za011.

4. Ucenici u razredu formiraju nekoliko grupa, tako da je svaka troclana i svake dvije razlic¢ite grupe imaju
najvise jedan zajednicki element. Dokazi da ako u razredu ima 46 ucenika, onda postoji skup od 10 ucenika
tako da nijedna grupa nije njegov podskup.

5. U nekoj zemlji neki parovi gradova povezani su jednosmjernim letovima (nikad ne postoje dva leta izmedu
gradova). Kazemo da je grad B vidljiv iz grada A ako je moguée nizom letova doéi od A do B (smatramo
da je A vidljiv iz A). Pretpostavimo da za svaka dva grada P i @ postoji grad R takav da su P i Q vidljivi
iz R. Dokazi da postoji grad iz kojeg je vidljiv svaki drugi grad.

6. U nekom parlamentu s 3n ljudi, svatko je osamario jednu osobu. Dokazi da postoji skup od n ljudi tako
da se nikoja dva medu njima nisu oSamarili.

7. U nekom parlamentu, neki parovi zastupnika su neprijatelji. Svaki zastupnik ima manje od 4 neprijatelja.
Dokazi da je moguce podijeliti zastupnike u dvije grupe tako da svaki zastupnik ima najvise jednog
neprijatelja u svojoj grupi.

8. Neka je n prirodan broj. Neka su A, B i C skupovi s n elemenata koji ¢ine particiju od {1, ...,3n}. Dokazi

da postoje tri elementa takva da je po jedan iz A, B i C, te da je zbroj dva od njih jednak trecem.

9. Neka su n i t prirodni brojevi. U nogometnoj ligi, svaka momcad ima najvise t razlicitih dresova. Svaki
dres je obojan u to¢no jednu boju od n dostupnih, i za svaku od n boja postoji momcad koja ima dres te
boje. Skup momcadi S je bojoidentificirajuéi ako svakoj momcadi iz S mozemo pridruziti jedan njen dres,
tako da ni jednoj momcadi iz S nije pridruzen dres koji je jedan od dresova neke druge momcadi iz S.

Odredi najveéi prirodan broj g(n,t) takav da u ligi sigurno postoji bojoidentificirajuéi skup veli¢ine g(n, t).
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6.4. Mb: Individualna simulacija - MEMO mentori

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1.

3.

Neka je n prirodan broj, i neka su ay, as, ..., a, realni brojevi ¢iji zbroj je 0. Za i € {1,...,n}, definirajmo
b; = a1+az+...+a;. Pretpostavimo da vrijedi b;(a;4+1—ai+1) = 0 zasve (i, j) takve dajel <i < j <n—1.
Dokazi da vrijedi

max |a;| = max |by].
1<i<n <m<n

X

. Neka je r prirodan broj, i neka su aq,as, ..., a, prirodni brojevi veéi od 1 takvi da je

a1+ as + ...+ a, = 2020.

Dokazi da se skup {1,2,...,2020} moze particionirati u skupove A, Ag,..., A, tako da za svaki i €
{1,2,...,7}, skup A; ima a; elemenata te je zbroj elemenata od A; djeljiv s 2021.

U siljastokutnom trokutu ABC, visina iz vrha A sijeCe pravac BC u tocki D, a M je poloviste stranice
AC. Neka je X tocka takva da je LAXB = L{DXM = 90° (pretpostavljamo da X i C leze na suprotnim
stranama pravca BM). Dokazi da vrijedi K XM B = 24 M BC'.

Neka je N prirodan broj. Na ploci je zapisano N cijelih brojeva, od kojih je jedan jednak 0. Svake minute
dozvoljeno je na ploc¢u dopisati jedan cijeli broj koji je nultocka nekog nenul polinoma ¢iji su svi koeficijenti
u skupu brojeva do tad zapisanih na plo¢i. Pretpostavimo da je moguce posti¢i da nakon nekoliko minuta
na ploci pisu svi cijeli brojevi veéi od —2021 i manji od 2021. Odredi najmanji N za koji je to moguce.

49
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6.5. MT7: Ekipna simulacija - MEMO mentori

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1. Neka je P polinom s realnim koeficijentima. Dokazi da postoje prirodan broj k i polinomi s realnim
koeficijentima P (x),..., Py(x) takvi da je

P(z) = Pi(2)?°%' + ... + Pp(x)?"%.

2. Odredite sve funkcije f: R — R takve da vrijedi

F@)f(yf(x) —1) =2 f(y) — f(2)
za sve z,y € R.

3. Promotrimo 1000 loptica, od kojih je svaka jedne od 40 razli¢itih boja i ima jednako mnogo loptica svake
boje. Odredi najmanji n takav da ¢emo, kako god poredamo 1000 loptica ukrug, moéi pronaéi n uzastopnih
loptica medu kojima se nalaze loptice obojane u barem 20 razli¢itih boja.

4. Neka je n > 2 prirodan broj. Neka polja n x n tablice su crna, a ostala su bijela. U svako bijelo polje
upisujemo broj crnih polja koja s njim dijele vrh. Odredi najveéu moguéu vrijednost koju suma svih
upisanih brojeva moze poprimiti.

5. Neka je w kruznica sa sredistem O, i A tocka izvan nje. Tangente iz tocke A diraju w u tockama B i C.
Neka je D presjek pravca AO i w takav da je |AO| < |AD|. Neka je X noziSte okomice iz B na pravac
CD. Neka je Y poloviste duzine X B. Neka je Z drugo sjeciste pravca DY i w. Dokazi da su pravei AZ i
ZC' okomiti.

6. Neka je ABC'D tetivni Cetverokut. Neka je ¢ pravac okomit na pravac BD, i pretpostavimo da £ sijece
duzine AB i BC redom u tockama P i @, te polupravce DA i DC redom u tockama R i S. Ako vrijedi
|PR| = |QS]|, dokazi da je poloviSte duzine PQ jednako udaljeno od tocaka A i C.

7. Za svaki prirodan broj m, oznac¢imo s t,, najmanji prirodan broj koji ne dijeli m. Dokazi da postoji
beskona¢no prirodnih brojeva n takve da je n # m + t,,, za sve prirodne brojeve m.

8. Za troclan skup prirodnih brojeva S kazemo da je Pitagorin ako je zbroj kvadrata neka dva broja iz S
jednak kvadratu treéeg broja. Dokazi da za svaka dva Pitagorina skupa P i () postoje prirodan broj m
i Pitagorini skupovi Py, Ps,... P, takvi da je P = P; i Q = P,,, te skupovi P; i P;;; imaju neprazan
presjek za svakii € {1,...,m — 1}.
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6.6. M8: Konstrukcije - lvan Novak

Link na hintove. Link na rjesenja.

CRT

Ostatak koji neki broj daje pri dijeljenju s brojem a i ostatak koji daje pri dijeljenju s brojem b su potpuno
nezavisni ako su a i b relativno prosti. Formalno, ako su x1,...,x, cijeli brojevi i ako su aq,...,a, u parovima
relativno prosti prirodni brojevi, postoji jedinstven = € {1,2,...,a1az2...a,} za koji vrijedi

x=uz; (mod a;), za svaki i.

Eulerov teorem

Neka je n prirodan broj i neka je a cijeli broj relativno prost s n. Tada je a®?™ — 1 djeljivo s n.

LTE lema

Vrijede sljedeéi rezultati:

(1) Za neparan prost broj p, prirodan broj n i cijele brojeve z i y takve da je x — y djeljivo s p, a x i y
nisu djeljivi s p vrijedi
vy (@™ — y™) = vy(x — ) + vp(n).

(2a) Za paran prirodan broj n i neparne cijele brojeve x i y vrijedi

V9 (.Ifn

—y") =wa(z —y) +ra(z +y) +r2(n) - 1.
(2b) Za neparan prirodan broj n i neparne cijele brojeve x i y vrijedi

vo(a™ —y") = va(x —y).

Dirichletov teorem

Neka su a i b relativno prosti cijeli brojevi. Tada niz (an + b),cz sadrzi beskona¢no mnogo prostih brojeva.

Pellova jednadzba

Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada postoji beskona¢no parova (z,y) prirodnih brojeva za
koje vrijedi
2 —dy? = 1.
Ako je (z1,y1) takav par s najmanjom prvom koordinatom, onda n-ti po veli¢ini par, (z,,y,), zadovoljava
Tn + ynVd = (z1 + V)"
Ako je, nadalje, K neki cijeli broj i ako postoje prirodni brojevi (z,y) za koje je 22 — dy?> = K, onda postoji

beskonaéno takvih (z,y).

Schurova lema

Neka je P nekonstantan polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Tada postoji beskonac¢no prostih brojeva p za
koje postoji cijeli broj x takav da p dijeli P(x).
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Primitivni korijen

Neka je p prost broj. Tada postoji prirodan broj g takav da brojevi 1, g, g%, ..., gP~2 daju razli¢ite ostatke pri
dijeljenju s p. Takav g zovemo generator ili primitivni korijen modulo p.

Zadaci

1. Dokazi da postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva n takvih da n | 2" + 1.

2. Dokazi da skup S = {2" — 3 | n € N} ima beskonacan podskup kojem su svi ¢lanovi u parovima relativno
prosti.

3. Dokazi da postoji 2011 razli¢itih prirodnih brojeva aq, ..., as011 takvih da za svaki par razli¢itih indekasa
(1,7) vrijedi ged(ai, a;) = |a; — a;l.

4. Neka je P(z) = 2999 + 22898 4+ 327 + 25 + 111. Dokazi da za svaki prirodan broj n postoje cijeli broj u i
n u parovima relativno prostih brojeva z1,...,z, veéih od 1 takvih da je P(u) = z122...Zy.

5. Neka je p neparan prost broj. Dokazi da za svaki cijeli broj ¢ postoji cijeli broj a takav da je

a4+ (a+c)% =c¢ (mod p).
6. Postoji li beskona¢no parova prirodnih brojeva (m,n) takvih da m | n? +1in | m? + 17
7. Neka je p neparan prost broj. Dokazi da postoji permutacija (q1,...,¢,—1) od {1,2,...,p—1} takva da je
1M+ 4+ (p—1)%1

djeljivo s p.

8. Neka je P skup svih prostih brojeva i neka je M njegov neprazan podskup takav da za svaki konacan

podskup N od M vrijedi da su svi prosti faktori broja za 1 veteg od umnoska svih elemenata skupa N
takoder u skupu M. Dokazi da je P = M.
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6.7. M9: Funkcijske jednadzbe - Borna Simié

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci
1. Nadi sve funkcije f: (0,1) — R takve da

flay) = f(x) +yf(y)
za sve z,y € (0,1).

2. Nadi sve funkcije f: N — N takve da
fn+1) > f(f(n))

za sve n € N.

3. Nadi sve parove funkcija f,g: N — N takve da
FIF )+ g" W (n) = f(n+1) —g(n+1) + 1

za sve n € N,

4. Dan je neparan prost broj p. Nadi sve funkcije f: Z — Z takve da:
a=b (modp) = fa)=f(b)

f(ab) = f(a)f(b)
za sve a,b € Z.

5. Nadi sve funkcije f: RT™ — R* takve da

@) f(yf(x) = flz+y)
za sve x,y € RT.
6. Nadi sve parove funkcija f,g: R — R takve da
fa? +yg(x)) = zg(x) + f(ay)
za sve z,y € R.
7. Nadi sve parovve funkcija f,g: R — R takve da
9(f(@+y) = flz) + 2z +y)g(y)

za sve T,y € R.

8. Nadi sve funkcije f: R — R takve da

fyf(z) —x) = f(2)f(y) + 22

za sve T,y € R.
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6.8. M10: Grafovi - KreSimir Nezmah

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Zadaci su veé¢inom konstruktivni. Grafovi se podrazumjevaju da su jednostavni (nema dvostrukih bridova ili
petlji).

Korisne stvari su indukcija i princip ekstrema.

Stabla definiramo kao jednostavne povezane grafove za koje vrijedi jedno od sljedeceg:
o nema ciklusa
e broj ¢vorova je n, a bridova n — 1
e izmedu svaka dva ¢vora postoji jedinstveni put
o micanje bilo kojeg brida ucinit ¢e da graf vise nije povezan

Razlicite kombinacije ovih uvjeta su dovoljne za dokazati da je graf stablo. Korisno je imati na umu razli¢ite
uvjete jer se, ovisno o zadatku, neki lakse dokazuju od drugih.
U svakom povezanom grafu moguce je odabrati podskup bridova koji tvori stablo, tzv. razapinjuée stablo.

Graf nazivamo bipartitnim ako je moguée ¢vorove pobojati u dvije boje tako da svaki brid povezuje dva ¢vora
razli¢ite boje. Bojanje mozemo promatrati kao podjelu na skupinu lijevih i skupinu desnih ¢vorova, gdje bridovi
idu samo izmedu lijeve i desne skupine.

Korisno je znati da je graf bipartitan ako i samo ako nema neparnih ciklusa.

Dvostruko prebrojavanje je takoder ponekad korisno. Kada ga provedemo na parovima (évor, brid susjedan
¢voru) dobivamo lemu o rukovanju:

> dp =2|E|
k=1

Ovdje dj, predstavlja stupanj ¢vora k, a |E| je broj bridova u grafu.
Iz leme o rukovanju slijedi da je broj ¢vorova s neparnim stupnjem paran.

Eulerov put je put u grafu koji posjecuje svaki brid tofno jednom (évorove mozda vise puta). Ako se do-
datno vraca u pocetni ¢vor naziva se Eulerova tura ili Eulerov ciklus.

Dovoljan i nuzan uvjet za postojanje Eulerovog puta je da je broj ¢vorova s neparnim stupnjem jednak 0 ili 2.
U slucaju kada svaki évor ima paran stupanj, zapravo dobivamo Eulerov ciklus, a inace put pocinje u jednom
od ¢vorova neparnog stupnja i zavrsava u drugom.

Hamiltonov put i ciklus definiraju se sli¢cno, no u ovom slucaju svaki ¢vor se posjecuje tocno jednom, a neki
bridovi su mozda neposjeéeni. Ne postoji jednostavan uvjet koji je nuzan i dovoljan za postojanje Hamiltonovog
puta ili ciklusa.

U usmjerenim grafovima, ako je rije¢ o tome iz kojih ¢vorova je moguée doé¢i do kojih drugih, korisno je proma-
trati rastav na SCC (Strongly Connected Components). Za dva ¢évora kazemo da su ¢vrsto povezana ako postoji
put od prvog do drugog te ako takoder postoji put od drugog do prvog. Lako je provjeriti da je time definirana
relacija ekvivalencije kojom se graf particionira na vise klasa, a unutar svake klase moguce je od svakog ¢vora
doéi do svakog drugog. Mozemo zamisliti da svaku klasu komprimiramo u jedan ¢vor nakon cega dobivamo
usmjereni graf bez ciklusa, tj. DAG (Directed Acyclic Graph).

Turnir ili turnirski graf definiramo kao usmjereni potpuni graf.

Stabla i razno
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1. Dan je graf sa n > 3 ¢vorova. Dokazite da za svaki 3 < k < n postoji ili jednostavan ciklus od najvise k
évorova, ili nezavisan skup od tocno [k/2] ¢vorova. Nezavisan skup ¢évorova je takav u kojem nikoja dva
¢vora nisu povezana bridom.

2. Neka je G povezan graf s m bridova. Dokazite da je moguce oznaciti bridove s brojevima 1,2,...,m u
nekom poretku tako da za svaki ¢vor, ako taj ¢vor ima stupanj barem 2, onda je najveéi zajednicki djelitelj
svih oznaka bridova spojenih na taj ¢vor jednak 1.

3. Zadano je n tocaka u ravnini tako da nikoje tri nisu kolinearne. Svaka tocka ima oznaku koja je prirodan
broj izmedu 1 i n tako da te oznake tvore permutaciju. Jedan potez sastoji se od biranja dvije razliCite
tocke (ako nismo nekad prije izabrali taj par), zamjene njihovih oznaka te kona¢no crtanjem duzine izmedu
njih. Dokazite da je kona¢nim nizom poteza moguée posti¢i da k-ta tocka ima oznaku k, za sve 1 < k < n,
te da se nikoje dvije nacrtane duzine ne sijeku, osim mozda u krajnjim tockama.

4. Na n x m pravokutnoj plo¢i, gdje su n i m neparni prirodni brojevi, su postavljena 1 x 2 i 2 x 1 domina
tako da prekrivaju sva osim jednog kutnog polja ploc¢e. Dozvoljeni potezi su:

e Horizontalno pomaknuti 1 x 2 domino susjedan praznom polju na to prazno polje.
e Vertikalno pomaknuti 2 x 1 domino susjedan praznom polju na to prazno polje.
Dokazite da je moguce nizom takvih poteza postié¢i da je bilo koje kutno polje ploc¢e prazno.
Bipartitnost

5. Zadano je n tocaka u pravokutnom koordinatnom sustavu. Dokazite da je mogucée svaku tocku pobojati
u jednu od dvije boje, crvenu ili plavu, tako da za svaki vertikalni ili horizontalni pravac vrijedi da je
apsolutna razlika izmedu broja crvenih i broja plavih tocaka na tom pravcu najvise 1.

6. Koliko najvise bridova moze imati graf s n ¢vorova, ako graf ne sadrzi nijedan trokut (ciklus veli¢ine 3).

7. 2n ljudi sjedi oko okruglog stola, n > 2. Ljudi su podijeljeni u n disjunktnih parova. Dokazite da je moguce
svakome dodijeliti jednu od oznaka A ili B tako da u svakom paru jedna osoba ima oznaku A, a druga B,
te takoder da ne postoje tri uzastopne pozicije oko stola gdje sve tri osobe imaju istu oznaku.

SCC-ovi i turniri

8. Dan je jednostavan usmjeren graf sa 101 ¢vorova. Izmedu svaka dva ¢vora postoji najvise jedan brid. Svaki
¢vor ima in-degree i out-degree jednak toc¢no 25. Dokazite da je moguée iz svakog ¢vora doéi do svakog
drugog.

9. Dokazite da u turniru s 2" — 1 ¢vorova postoji podskup od njih n koji ne sadrzi ciklus.

10. Dokazite da u svakom turniru postoji Hamiltonov put.
11. Dan je turnir tako da od svakog ¢vora postoji put do svakog drugog. Dokazite da u tom grafu postoji
Hamiltonov ciklus.
12. Dokazite da ako u turniru postoji ciklus veli¢ine k 4 1, onda postoji i ciklus veli¢ine k, za sve k > 3.
13. Dan je turnir od 250 ¢vorova. Dokazite da je moguée pobojati svaki brid u jednu od 10 boja tako da ne
postoji usmjereni lanac od dva brida iste boje.
14. Dano je 2020 parova djecaka i djevojaka. Pretpostavimo da su se rukovali uz sljedec¢e uvjete:
e Djecaci se nisu rukovali s djecacima i djevojke se nisu rukovale s djevojkama.
¢ Djecak i djevojka unutar svakog para su se rukovali to¢no jednom.
¢ Medu svake Cetiri osobe iz dva para, dogodila su se barem tri rukovanja.
Dokazite da je mogucée odabrati to¢no 4038 osoba i posloziti ih oko okruglog stola tako da su se svake
dvije susjedne osobe rukovale.
15. Turnir nazivamo neuravnotezenim ako za svaki podskup od 6 ¢vorova postoji ¢vor koji pobjeduje preostalih

5 ili gubi od preostalih 5. Ako se ¢vorovi ne razlikuju, koliko postoji razli¢itih neuravnotezenih turnira s
2015 ¢vorova?
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6.9. M11: Oporavljanje od koristenja sile - Borna Simi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1. Neka je M poloviste stranice BC'u AABC takvom da |AB| = |AC|. Neka je P tocka na njegovoj opisanoj
kruznici i @ tocka na AP takva da je |QP| = 2|QA|. Pravac kroz P okomit na BC sije¢e MQ u tocki N.
Dokazi da postoji fiksna kruznica na kojoj, neovisno o odabiru P, lezi N.

2. Neka je ABC trokut, M poloviste stranice BC. Neka je D tocka takva da je |AD| = |AB|, AD je okomito
na AB te su C, D sa suprotnih strana AB. Dokazi:

[CD|

AB[-[AC[ + |AM]- |BC| >
VIAB|-[AC| + |AM] - | BC] 7

3. Neka su a, b, ¢ stranice u trokutu i hg, hp, b visine nasuprot njima, redom. Dokazi da
a+b>=+/c®+ 4h?

4. Neka je H ortocentar u siljastokutnom AABC'. Neka su O 4, Op, O¢ sredista kruznica opisanih ABHC, ACHA, NAHFE
Dokazi da su pravci AO 4, BOg, CO¢ konkurentni.

5. Neka je ABC' trokut. Neka su tocke P, Q na stranicama AB, AC redom takve da |[AP| = |AQ|. Neka
su S i R razlic¢ite tocke na BC takve da vrijedi |[£ZBPS| = |ZPRS| i |£CQR| = |ZQSR|. Dokazi da je
PQRS tetivan cetverokut.

6. Neka je ABCD cetverokut i P tocka unutar njega takva da su povrsine trokutova APB, BPC,CPD,DPA
jednake. Dokazi da barem jedna dijagonala raspolavlja povrsinu cetverokuta.

7. Neka je ABC jednakokracan trokut u kojem vrijedi |[AB| = |AC/|. Simetrale kutova ZCAB i ZABC sijeku
stranice BC'i CA u D i E redom. Neka je K srediSte kruznice upisane trokutu ADC. Ako |ZBEK| = 45°,
koje vrijednosti moze poprimiti |ZC AB|?

8. Konveksni ¢etverokut podijeljen je dijagonalama na Cetiri trokuta ¢ije su upisane kruznice sukladne. Dokazi
da je taj cetverokut romb.

9. Neka je ABC trokut. Neka su M, N polovista stranica AB @ redom i neka je T' poloviste luka BC
koji ne sadrzi A. Kruznice ©AMT i ©ANT sijeku simetrale AC i AB u tockama X i Y koje su unutar
trokuta ABC redom. M N i XY se sijeku u K. Dokazi: |[KA| = |KT|.



Dio

Zadaci s predavanja na drugom terminu
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(. Poglavlje

Zadaci za prvu grupu

7.1. A21: Faktorizacije - Vedran Cifrek

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Monom je algebarski izraz, umnozak nekog broja varijabli koje predstavljaju brojeve ili druge algebarske izraze.
Npr. z, 42, 2¢3, 5ab>c?. Polinomi su algebarski izrazi koji se dobivaju zbrajanjem vise monoma. Binom je poli-
nom koji se sastoji od 2 élana npr. a + b, 5y + 8z; a trinom od 3 npr. z + y + z, a® + 2ab + b2, 222 + 5x — 12.
Stupanj monoma je zbroj eksponenata svih varijabli koje sadrzi, a stupanj polinoma je najveéi stupanj od svih
monoma koji ga ¢ine. Faktorizirati polinom znaci napisati ga u obliku umnoska polinoma manjih stupnjeva i
nuzno je za rjeSavanje brojnih zadataka iz algebre i teorije brojeva.

Polinom se faktorizira grupiranjem clanova tako da se iz njih moze izluciti zajednicki faktor ili da se na njih
moze primijeniti neka od poznatih formula. Cilj svakog koraka faktorizacije je grupirati ¢lanove polinoma, tako
da kada se svaka skupina faktorizira posebne, sve sadrze neki polinom kao zajednicki faktor koji se tada izluci iz
svih skupina. U sljedeé¢em koraku treba faktorizirati jedan od polinoma manjih stupnjeva ¢iji je umnozak pocetni
polinom. Primjer: a® + 2b% + a?b + 2ab? = a® + a?b + 2ab® +2b% = a® - (a +b) +2b% - (a +b) = (a +b) - (a® + 2b?).
Ponekad polinom nije moguée faktorizirati samo pomocéu ¢lanova koji su veé napisati nego trebati pametno
odabrati novi ¢lan koji ¢éemo dodati i oduzeti na polinom tako da se ne promijeni vrijednost polinoma. To nam
omoguéuje da dodani ¢lan grupiramo s postojeé¢ima i tako faktoriziramo izraz. Primjer: a>—b? = a?+ab—ab—b? =
a-(a+b)—b-(a+b)=(a+b)-(a—0>b).

Takoder, u nekim zadacima su zadani posebni uvjeti koji vrijede za brojeve u polinomu te se oni mogu koristiti
u faktorizaciji izraza tako da se dio uvjeta izjednaci s ostatkom i onda se neki ¢lanovi polinoma grupiraju tako
da se kod izluc¢ivanja u zagradi dobije dio uvjeta i onda se on moze zamijeniti s ostatkom uvjeta.

Npr. ako je uvjet a + b+ ¢ = 0, u faktorizaciji polinoma se moze grupiranjem dobiti a + b+ ¢ i zamijeniti s 0, a
i zamijeniti s —b — ¢ ili b + ¢ zamijeniti s —a.

Popis korisnih formula i tvrdnji:
o Razlika kvadrata: a? — b? = (a +b) - (a — b)
« Kvadrat zbroja: (a + b)? = a? + 2ab + b?
o Kvadrat razlike: (a — b)? = a? — 2ab + b*
« Razlika kubova: a® — b® = (a — b) - (a® + ab + b?)
e Zbroj kubova: a® + b = (a +b) - (a® — ab + b?)
« Kub zbroja(a + b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b3
o Kub razlike (a — b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b*

o Kvadratni polinom oblika az? 4 bx + ¢ gdje su a, b i ¢ realni brojevi se ponekad moze brzo faktorizirati u
obliku (a;x—x1) - (asx —x2) gdje je ajo = a, —ayxe —asx; = b, ixl-x2 = ¢ ;a sigurno se moze faktorizirati

—b+vb2—4ac —b—+b%2—4ac
2a 2a

uobliku a - (z — z1) - (x — z2) gdje je x1 = , T2 =
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Kvadrat trinoma (a + b+ ¢)? = a? + b? + c® + 2ab + 2ac + 2bc

Kub trinoma (a + b+ ¢)? = a3 + b3 + ¢3 + 3a2b + 3ab? + 3a%c + 3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe

Izraz oblika 2% + ¥ + ¢, gdje su a, b, i ¢ prirodni brojevi ili nula koji daju medusobno razli¢ite ostatke
pri djeljenju s 3, moze se faktorizirati i jedan od faktora ée biti 22 + x + 1, drugi faktor ¢e biti pozitivnog

stupnja, ako je pocetni izraz razli¢it od x2 + x + 1.

a™ — b" gdje je n prirodan broj se moze faktonizirati kao (@ —b) - (a® "' +a""2b+ -+ +ab" "2 + o7 71)

_ an—Qb + an—3b2 _

a™ + b" gdje je n neparan prirodan broj se moze faktonizirati kao (a + b) - (@™~ !

a4 a?b T —ab 2

Laksi zadaci

1.

I S S =S T
T W N = O

© %0 N oA W

Faktoriziraj a® + a® + a + 1

Faktoriziraj ac + bd + ad + bc

Faktoriziraj a? + 10ab — 70b — 49

Faktoriziraj a* + 2a%b + 2a2b? + 2ab® + b*
Faktoriziraj a?b? + c2d? — a?c? — b2d? — 4abed
Faktoriziraj 22 + 3z + 2

Faktoriziraj a® + 5a + 6

Faktoriziraj 6a® + Ta + 2

Faktoriziraj 2z% — 1722 — 9

Faktorziraj (2 — 2x — 1)? — 4

. Faktoriziraj a® + 243 — 8a% — 16

. Faktoriziraj a® — a?b — ab?® + b*

. Faktoriziraj 8a3b® + 36a%b*c + 54abc? + 27¢3

. Zapisi kao cijeli broj v/20 + 14v2 + /20 — 142
. Faktoriziraj a* + a® + 1

16.

Faktoriziraj 2 + = + 1

Umjereni zadaci

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.

a,b,c € R Dokazi da iz (a — b)2 + (c—a)’> + (b—¢)® = (a+b—2¢)2 + (a — 2b+ ¢)? + (b+ ¢ — 2a)? slijedi

a=b=c
Dokazi da je a* + 4b* slozen broj ako su a,b € Ni a,b > 2.

Neka su x i y razli¢iti realni brojevi takvi da je 2zy + 1 # 0 i neka su

2 2 _ 2 4\ 2
Ao 6x°y? +xy — 1 . B— x(x 1) -y -1) .
2zy + 1 r—y

Odredi koji je broj vedi, A ili B.

Dokazi ako za realne brojeve a,b,c # 0 vrijedi a + b+ ¢ # 0 i
1 1 1 1

a b + ¢ a+b+ec

onda je zbroj neka dva od njih jednak nuli.

Dokazi da ako su a,b,c € Ria+b+c=0 vrijedi a® + b + ¢ = 3abc.
a? b3 c3

(a—0b)-(a—c) + (b—c)-(b—a) + (c—a) - (c—0b)

Pojednostavi

Dokazi da ako su a,b,c € Ria+b+c=0 vrijedi a* + b* + ¢* = 2a2b? + 2a°c? + 2b2c2.

Odredi najmanju moguéu vrijednost izraza a2 + 5b% + 8¢? — 4ab — 4bc — 8c+ 24 , pri ¢emu su a, b i ¢ realni

brojevi, te odredi a, b i ¢ za koje se ta vrijednost postize.
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25. Odredi sva rjesenja sustava jednadzbi

2a% — 2ab + b?
4a® — B5ab+ 202 = b

Il
S

u skupu realnih brojeva.
Tezi zadaci

26. Dokazi da za nenegativne realne brojeve x, y, z i t vrijedi

-y z—2)+y'(y—2)(y—2)+2(z—x2)(z—y) =20

a® +b° 4+ B a4+ b3+ a?+ b2+
5 - 3 ' 2 ‘
28. Brojevi a, b, ¢, d zadovoljavaju relaciju a + b+ ¢+ d = 0. Neka je S;1 = ab+ bc+ ¢d i So = ac + ad + bd.
Pokazite da je 557 + 853 < 0.

27. Dokazi da ako su a,b,c € Ria+ b+ c =0 vrijedi

29. Neka su x,y, z razlic¢iti realni brojevi. Dokazi

Ve—y+y—z2+Vz—2#0




LJETNI KAMP 2021. 61

7.2. C21: Uvod u indukciju - Paula Horvat

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Matematicka indukcija metoda je dokazivanja kojom se dokazuju tvrdnje vezane uz skup prirodnih brojeva
N. Princip matematicke indukcije: Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 i ako iz pretpostavke da vrijedi za prirodni
broj n slijedi da ona vrijedi i za sljedeci broj n + 1, tad ona vrijedi za svaki prirodni broj n.

Matematicka indukcija provodi se u tri koraka:

1. BAZA: dokazujemo zadanu tvrdnju za najmanji slucaj, najéesée n = 1.
2. PRETPOSTAVKA: pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za proizvoljni n € N.
3. KORAK: koristeéi pretpostavku, dokazujemo da tvrdnja vrijedi za n + 1.

Osim na skupu prirodnih brojeva indukciju mozemo koristiti na kona¢nim i prebrojivo beskona¢nim skupovima
(npr. parni prirodni brojevi, cijeli brojevi, prirodni brojevi veéi od 3), a to ée nekada dovesti i do modifikacije
baze i/ili koraka indukcije. Ponekad nam je potrebno vise informacija (pretpostavki) da bismo pokazali korak
indukcije pa u drugom koraku indukcije pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za sve n < k za neki proizvoljan k
prirodan broj.

Primjer 1. Dokazi da za svaki n € N vrijedi jednakost:

1
Rjesenje.
Baza indukcije. Trebamo dokazati da navedena jednakost vrijedi za broj n = 1. Lijeva strana jednakosti zapravo
predstavlja zbroj svih brojeva od 1 do n pa je u ovom slucaju jednaka 1, dok je desna strana jednaka

1-(1+1) 1
5 =1.
Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da jednakost
1
1424+---4+n= @

vrijedi za neki n € N.

Korak indukcije. Trebamo dokazati da jednakost vrijedi i za k + 1, odnosno da vrijedi

(n+1)(n+2)

1+2+4- 4 (n+1)= 5

. Lijevu stranu mozemo raspisati koristeé¢i pretpostavku:

142+ +(n+1)= 14+2+3+4.+n +(n+1)

prema pretpostavci= %

_n(n+1)

= =5+t
:(n+1)(g+1)
(n+1)(n+2)

2

(7.1)

Ovime je korak indukcije dokazan, pa tvrdnja zadatka vrijedi za svaki n € N.

Laksi zadaci
1. Dokazite da je n-ti neparan broj jednak 2n — 1 za svaki prirodan broj n.

2. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi: 24+ 4 +6 4 ... +2n = n? +n.
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Matematic¢kom indukcijom provijerite sljedeée formule za zbrojeve potencija Sy = 1¥+2F4+...+n* k € N.
S, = n(n+1)

2
Sg _ n(n+1)6(2n+1)
n(n+1

S5 = ( ( 2+ ))2

. Dokazi da za svaki n € N vrijedi jednakost:

1 2 3 n n+2
SR R ) S
2+4+8+ +2" n

Matematickom indukcijom dokazi:
a) 56" +4

b) 13|37 . pntl 4 onts

c) 1007+ 7>+ +74+... 474

Dokazi da je zbroj kutova u mnogokutu s n 4 2 stranice jednak n - 180°.
Dokazi da je 22""* 4 4 vigekratnik broja 10 za svaki prirodni broj n.

Ping-pong loptice mozemo sloziti u pravilnu trostranu piramidu tako da donji sloj slozimo u jednakostra-
nicni trokut s n loptica duz stranice, iduéi sloj u trokut s n - 1 loptica duz stranice, itd. Dokazite da je za

piramidu od n slojeva potrebno wlopticw

Tezi zadaci

9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Neka je n € N. Dokazi jednakost:

1 1

e >1
n—i—ljL

PO S |

Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguce platiti svaku cjelobrojnu postarinu
od 8 kn ili vise.

Dokazi da je za svaki prirodni broj n, broj
22..22 =3"+1
_— =
n znamenaka
djeljiv brojem 7.

Za sve prirodne brojeve n i m > 2 dokazi:

m\/(m+1) (m+2)\/...v/n<m+1

Ozna¢imo n — ti po redu prost broj sa p,. Dokazite da vrijedi p, < 22".

(Lema o rukovanju) U nekoj skupini ljudi neki su se ljudi medusobno rukovali. Dokazite da je broj ljudi
koji su se rukovali s neparnim brojem ljudi paran.

Na otoku zivi n domorodaca. Svaka dva su ili prijatelji ili neprijatelji. Jednog dana poglavica naredi svim
stanovnicima (ukljuc¢ujudi i sebe) da si naprave i da nose kamene ogrlice, tako da svaka dva prijatelja imaju

barem po jedan istovrsni kamen u svojim ogrlicama, a da se sva kamanja u ogrlicama dvaju neprijatelja

razlikuju. Ogrlica moze biti i bez kamenja. Dokazite da se poglavic¢ina naredba moze izvrsiti koristeéi {%ZJ

razli¢itih vrsta kamenja. I da se opéenito ovo ne moze posti¢i s manje kamenja.
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7.3. C25: Logika i dokazi - Matko Simi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.
Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢ete se s osnovama matematicke logike i raznim nacinima dokazivanja. Za razliku
od predavanja koje ste do sada slusali, bit ¢e nam bitnije kako i na koji nac¢in nesto dokazati nego ono sto zapravo
dokazujemo. Svrha predavanja je da usvojite kako pristupiti zadacima prikladnim nacinima dokazivanja te da
te dokaze provede pravilno, tj. da znate kada ste nesto zaista dokazali.

Zapocet ¢emo s nekoliko uvodnih zadataka. Svaki éemo dokazati na razli¢it nacin. Pokusajte uociti razlike medu
dokazima i razmisliti s kojima ste se veé susreli. Sve na¢ine dokazivanja uskoro ¢emo detaljnije obraditi zajedno
s nekim logi¢kim pojmovima.

1. Dokazite da je zbroj parnog i neparnog broja neparan broj.

Rjesenje. Zapisemo li parni broj u obliku 2k, a neparni u obliku 2! 4+ 1 za neke prirodne brojeve k i [,
tvrdnja slijedi direktno jer je 2k + 2l + 1 = 2(k 4+ 1) + 1, $to je neparan broj.

2. Dokazite da kvadrat prirodnog broja pri dijeljenju s 4 daje ostatak 0 ili 1.

Rjesenje. Podijelimo zadatak slucajeve ovisno o parnosti. Ako je pocetni prirodni broj n paran, mozemo
ga zapisati u obliku 2k za neki prirodan broj k. Sada zbog (2k)? = 4k2, pa je ostatak pri dijeljenju s 4
jednak 0. Sli¢no, ako je pocetni broj neparan, mozemo ga zapisati u obliku 2k + 1 za neki k, pa zbog
(2k +1)% = 4k + 4k + 1 = 4(k® + k) + 1, pa pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1.

3. Dokazite da ne vrijedi z — y = y — x, za cijele brojeve x i y.
Rjesenje. Dovoljno je pronaci neke x i y za koje tvrdnja ne vrijedi, npr. 21 7.

4. Ivica je na izlet ponio izvjesnu svotu novaca. Za ulazak u muzej potrosio je %ukupne svote, za sok je
dao % ostatka, a zatim je za kupnju suvenira potrosio % ostatka novca koji mu je preostao nakon kupnje
muzejske ulaznice i soka. Koliko je kuna Ivica imao na pocetku izleta, ako mu je ostalo 8 kuna?

Rjesenje. Rjesavanjem unatrag kao u zadacima iz nizih razreda dobijemo da je imao 56kn.

5. Dokazite Dirichletovo pravilo: ako nk 4 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji barem jedna kutija u
kojoj se nalazi barem k + 1 kuglica.

Rjesenje. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim kutijama
zajedno najvise nk kuglica, $to je nemoguce jer kuglica ima vise od toga.

6. Dokazite da vrijedi tvrdnja: ako je a? paran, onda je i a paran.

Rjesenje. Dokazat ¢emo nesto drugaciju tvrdnju: ako je a neparan, tada je i a® neparan. Naime, ako je n
neparan, vrijedi a = (2n+1)? = 4n? +4n +1 = 2(2n? + 2n) + 1 za neki n, $to je neparno. Ukoliko vrijedi
ova tvrdnja, vrijedi i tvrdnja zadatka. Za sada razmislite zasto, a kasnije ¢emo to detaljno objasniti.

Nakon uvodnih zadataka vidimo da se nekih metoda dokazivanja nije lako odmah sjetiti ili nije sasvim jasno
zasto takvi dokazi vrijede. U tome ¢e nam pomodéi malo znanja iz logike. Nemojte da vas zabrine koli¢ina novih
pojmova - njihova jedina svrha je da nam pomognu u razumijevanju nekih vrsta dokaza. Uostalom, s mnogima
ste se vec prije sreli iako mozda niste bili toga svjesni. Nakon svakih nekoliko pojmova nalazi se izbor zadataka
na kojima ¢emo ih izvjezbati.
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Tvrdnja i negacija

Tvrdnja je neka izjava, recenica, sud koja je ili istinita ili neistinita, npr. "Danas je subota', "Tri je paran broj",
"Sunce sija i vjetar puse", "Svaki broj djeljiv s 10 zavrsava nulom", "Dva je paran broj ili je prost', itd. Navedite
jos primjeral

Negacija tvrdnje je tvrdnja suprotna polaznoj - govore nam istu informaciju, ali jedna drugoj su znacenjem
suprotne jer istinita tvrdnja negacijom postaje neistinita, i obratno. Pokusajte negirati tj. zanijekati tvrdnje
koje ste naveli kao primjere, npr. "Danas nije subota."

Pazite pritom Sto se dogada s veznicima poput "i" i "ili" jer nije sasvim ocito. Naime, negacija ¢e "pretvoriti"
ta dva veznika (ili bilo koje veznike koje nose isto znacenje kao oni: npr. veznici "a" i "ali" i jos neki veznici u
jeziku logike imaju isto znacenje kao veznik "i") u onaj suprotni, i negirati tvrdnje koje su bile povezane tim

veznikom.

Negacije preostalih gornjih tvrdnji bile bi "Tri nije paran broj", "Sunce ne sija ili vjetar ne puse', "Dva nije
paran ni prost". Zasto to ima smisla?

Dobra provjera jeste li nesto dobro negirali je da je to¢no jedna tvrdnja od polazne tvrdnje i njene negacije
istinita te da polazna tvrdnja i negacija zajedno obuhvacéaju sve moguénosti.

1. Odredite jesu li sljedece tvrdnje istinite i negirajte ih: "Pravokutni trokuti su jednakostranicni i dva je

prost broj", "Ne pijem, ne pusim, ne psujem", "Ili sam preumoran, ili je predavanje pretesko", "Broj jedan
nije ni prost ni slozen."

Kontraprimjer

Pazite pri negiranju tvrdnji koje sadrzavaju rije¢i "svaki" ili "postoji" ("neki"). To smo koristili u 3. zadatku.
Npr. negacija tvrdnje "Svi brojevi su parni" nije "Svi brojevi su neparni" - dovoljno je da je samo jedan broj
neparan da polazna tvrdnja ne bi vrijedila i jednom kad nademo takav primjer polazna tvrdnja ne vrijedi.
Takav primjer zovemo "kontraprimjer', a to¢na negacija je "Postoji neparan broj." Tako smo kontraprimjerom
dokazali 3. zadatak iz uvoda.

Sli¢no je i kada se "svaki" i "postoji" zamijene: negacija tvrdnje "Postoji paran prost broj" je "Svi prosti brojevi
su parni". Razmislite zasto "Postoji neparan prost broj" nije ispravna negacija.
2. Dokazite da za cijele brojeve i y opéenito ne vrijedi (z + y)? = 22 + y? tako da nadete kontraprimjer.

3. Dokazite da nije istina da su svi slozeni brojevi djeljivi svim prostim brojevima koji su manji od njih.
Direktan dokaz

Implikacija je tvrdnja koja je sastavljena od uzroka i posljedice, npr. "Ako pada kisa, onda trava raste", "Ako je
geometrijski lik kvadrat, onda je taj lik i pravokutnik", "Ako je broj prirodan, onda je i cijeli", itd. U matematici
¢emo uzrok Cesto nazivati pretpostavkom, a posljedicu tvrdnjom. Navedite jo§ primjera implikacija! Oznaka za
implikaciju je =. Za tvrdnju oblika A = B kazemo da je B nuzan uvjet za A, ako vrijedi A tada nuzno vrijedi
i B, takoder kazemo da je A dovoljan uvjet za B, dovoljno je da vrijedi A jer tada odmah vrijedi i B.

Dokaz iz 1. uvodnog zadatka zapravo je samo niz implikacija koje se nadovezuju jedna na drugu. Kada dokaz
slijedi direktno kao posljedica nekih istinitih tvrdnji, kazemo da se radi o direktnom dokazu.

Dokaz podjelom na slucajeve

Drugi zadatak dokazan je na slican nacin kao prvi, samo je prvo bila potrebna podjela na slucajeve. To je korisno
imati na umu ako ne znate pristupiti zadatku: podijelite ga na vise slucajeva, a ako niste sigurni kako napraviti
podjelu, pokusajte uociti neke pravilnosti na nekoliko primjera da lakse dobijete ideju za moguce slucajeve.
Pazite da obuhvatite sve moguée slucajeve svojom podjelom!

4. Dokazite da kub prirodnog broja pri dijeljenju s 9 daje ostatak 0, 1 ili 8.
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Dokaz kontradikcijom

Kako negiramo implikaciju? Razmislite sto bi imalo smisla! To¢ne negacije gornjih tvrdnji su "Kisa pada i trava
ne raste", "Geometrijski lik je kvadrat, ali nije pravokutnik", "Broj je prirodan i nije cijeli". Dakle, negacija im-
plikacije je tvrdnja u kojoj je istovremeno pretpostavka ostala ista, a posljedica je negirana. Vazno je primijetiti
da je tvrdnja oblika "ako A onda B" jednaka tvrdnji "vrijedi A ili ne vrijedi B".

Dokaz kontradikcijom vrsta je indirektnog dokaza jer tvrdnju ne dokazujemo izravno veé¢ tako da dobijemo
kontradikciju, tj. proturjecnost, nesto besmisleno. Kada to koristimo?

Ako nismo sigurni kako dokazati da neka implikacija vrijedi, mozda je lakse pokusati dokazati da njena negacija
ne vrijedi. Sjetimo se: to znaci da istovremeno vrijedi uzrok (pretpostavka), a ne vrijedi posljedica (tvrdnja).
To napravimo tako da pretpostavimo da vrijedi negacija tvrdnje i dodemo do neke tvrdnje koja nema smisla,
tj. do kontradikcije.

Peti uvodni zadatak dokazali smo svodenjem na kontradikciju: pretpostavili smo da vrijedi uzrok i posljedica
ne vrijedi, ali polazeéi od toga dobili nesto Sto nema smisla, dakle nasa pretpostavka nije bila istinita, Sto znaci
da je njena negacija (tj. poCetna tvrdnja) istinita, Sto smo i htjeli dokazati.

5. Tri djecaka dosla su na igraliste s loptama A, B, C razli¢itih boja. Jedna lopta je siva, druga bijela, a treca
plava. Koje su boje lopte ako je samo jedna od tri izjave istinita: A je plava, B nije plava, C nije siva?

6. Tri osumnjicenika dali su sljedece iskaze:
A: Iskaz osobe B je neistinit.
B: Iskaz osobe C je neistinit.
C: Lagale su i osoba A i osoba B.
Tko govori istinu?

7. U seocu Istinolazje Zive Istiniéi koji uvijek govore istinu i Laziéi koji uvijek lazu. Susreli ste ¢etiri stanovnika
A, B, C, D i rekli su vam sljedeée:
A: Mi smo sva cetvorica Laziéi.
B: Ne, samo je jedan od nas Lazi¢.
C: Medu nama su to¢no dva Lazica.
D: Ja sam Istinié.
Je li stanovnik D uistinu Istini¢?

8. Neka su a, bi c medusobno razli¢ite znamenke razli¢ite od nule. Moze li zbroj abc+acb-+bac+bca+cab+cba
biti jednak kvadratu nekog prirodnog broja

9. Dokazite da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

10. Dokazite da /2 nije racionalan broj.
Jos malo o implikaciji

Jos jedan vazan pojam vezan uz implikaciju je obrat: tvrdnja koju dobijemo kada "obrnemo" uzrok i posljedicu,
npr. "Ako trava raste, onda kisa pada", "Ako je geometrijski lik pravokutnik, onda je kvadrat", itd. Uocite da
cak i ako je tvrdnja istinita, njen obrat uopée ne mora biti istinit, kao Sto je sluc¢aj u ovim primjerima.

11. Smislite tri istinite implikacije o matematickim pojmovima i negirajte ih!
12. Napisite njihov obrat i odredite je 1i istinit ili ne.
13. Napisite obrat Talesovog teorema: Svaki obodni kut nad promjerom je pravi.

14. Dokazite da ne vrijedi obrat sljede¢e tvrdnje: Umnozak dvaju prirodnih brojeva a i b djeljiv je nekim
prirodnim brojem c kada je barem jedan od faktora umnoska djeljiv brojem c.

15. Dokazite sljedecu tvrdnju i provjerite vrijedi li obrat: Umnozak dva uzastopna parna broja djeljiv je s 8.

16. Provjerite vrijedi li obrat ove tvrdnje: Ako je prirodan broj djeljiv s 12, onda je djeljiv s 3 i 4.
Dokazivanje unatrag

Primjer implikacije kojoj su oba smjera istinita je npr. Talesov ili Pitagorin poucak, i tu vrstu implikacije zovemo
ekvivalencija. Ona je zapravo sastavljena od dvije implikacije jer obuhvaca oba smjera. U vasoj srednjoskolskoj
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matematickoj karijeri susrest éete se s dokazivanjem ekvivalencija i bit ¢e jako vazno da uvijek dokazete obje
implikacije, tj. oba smjera.

U tom sluc¢aju takoder ne koristimo rijec¢i "ako" i "onda", veé izraz "ako i samo ako": "Trokut je pravokutan ako
i samo ako je zbroj kvadrata duljina kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze." Cesta je i jezicna konstrukcija
"odredi nuzan i dovoljan uvjet". Oznaka za ekvivalenciju je <.

Na temelju ekvivalencije mozemo dokazivati neke vrste zadataka "unatraske", jer oba smjera rjesavanja vrijede.
To smo napravili u 4. zadatku iz uvoda. Danas se ne¢emo previse baviti takvim zadacima, ali imajte na umu
ovu metodu rjeSavanja i zasto je povezana s ekvivalencijom.

Dokaz po kontrapoziciji

Tako obrat ne mora uvijek biti istinit, postoji vrsta obrata koja je uvijek istinita ako je polazna tvrdnja istinita,
a zove se obrat po kontrapoziciji. Obrati po kontrapoziciji gornjih tvrdnji bili bi "Ako trava ne raste, onda kisa
ne pada', "Ako geometrijski lik nije pravokutnik, onda nije ni kvadrat", "Ako broj nije cijeli, nije ni prirodan".

Ono sto se dogodi je da napravimo "obican" obrat, te zatim obe tvrdnje u implikaciji negiramo. To je ono sto
smo koristili u 6. zadatku u uvodu. Takav dokaz je indirektan jer nismo dokazali polaznu tvrdnju ve¢ njen obrat
po kontrapoziciji, odakle je tek slijedila polazna tvrdnja.

17. Smislite tri implikacije o matematickim pojmovima i napisite kako glasi njihov obrat po kontrapoziciji.
Uvjerite se da su istinitosne vrijednosti implikacije i njenog obrata po kontrapoziciji jednake.

18. Zadana je tvrdnja: "Ako je n prirodan broj, onda je i cijeli broj". Napisite ovoj tvrdnji negaciju, obrat,
obrat po kontrapoziciji, te za svaku tvrdnju dokazite je li istinita ili ne.

19. Dokazite koristeéi obrat po kontrapoziciji: ako je kvadrat nekog broja visekratnik broja 5, onda je i on
sam visekratnik broja 5.

20. Dokazite obratom po kontrapoziciji da ako je 22 — 6x + 5 paran broj, onda je x neparan broj.

Hvala Patriciji koja je pripremila veéinu predavanja
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7.4. G21: Sukladnost i slicnost - David Mikulci¢

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Poucci o sukladnosti trokuta. Dva trokuta su sukladna ako se poklapaju u
o svima trima stranicama (SSS poucak)
¢ dvjema stranicama i kutom izmedu njih (SKS poucak)
o jednoj stranici i dvama kutevima uz nju (KSK poucak)
o dvjema stranicama i kutu nasuprot veéoj (SSK poucak)
Sukladnost dva trokuta oznacavamo simbolom = (npr. AA; B1C; & AAsBsCh).
Poucdci o sliénosti trokuta. Dva trokuta su sli¢na ako
 im je jedan par stranica proporcionalan i kutevi §to ih zatvaraju ti parovi medusobno jednaki (SKS poucak)
 su dva kuta jednog trokuta jednaka odgovarajuéim kutevima drugog trokuta (KK poucak)
e su im odgovarajudée stranice proporcionalne (SSS poucak)
e su im jednaki omjeri dviju stranica i kut nasuprot veée od njih (SSK poucak)

Sli¢nost dva trokuta oznadavamo simbolom ~ (npr. AA;B1Cy ~ AAyBsCy). Omjer odgovarajuéih stranica
dvaju sliénih trokuta jest stalan (za te trokute) i naziva se koeficijentom sli¢nosti k.

Na natjecanjima, sukladnost i sli¢cnost su cesto korisni alati u raznim geometrijskim situacijama te ih dokazu-
jemo/pronalazimo koristeéi neke veé poznate teoreme, tvrdnje ili metode kojih éemo se ukratko prisjetiti.

o vrsni kutovi su jednaki, sukuti su suplementarni (tj. zbroj im je 180°), kutovi s paralelnim kracima (kutevi
uz presjecnicu) su jednaki, a kutovi s okomitim kracima su ili jednaki ili suplementarni

o sredisnji kut kruznice dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta, svi obodni kutovi nad istim lukom
su jednaki, a obodni kutovi nad suprotnim lukovima su suplementarni

o vanjski kut trokuta jednak je zbroju preostala dva unutarnja kuta trokuta

o srediste trokutu upisane kruznice je sjeciste simetrala svih kutova, a srediste opisane je sjeciste simetrala
svih stranica trokuta

e spojnica polovista dvije stranice trokuta naziva se srednjicom i ona je paralelna s tre¢om stranicom i
jednaka polovici njene duljine

o obodni kut nad promjerom je pravi (Talesom teorem), vrijedi obrat (ako je@ proizvoljna duzina, tada
je skup svih tofaka T takvih da je ZAT B pravi kut kruznica s promjerom AB)

o u pravokutnom trokutu je zbroj kvadrata duljina kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze (Pitagorin
poucak)

« svaka je tocka na simetrali kuta manjega od 180° jednako udaljena od krakova tog kuta (pod udaljenosti
tocke i pravca podrazumijevamo udaljenost tocke i nozista okomice iz tocke na taj pravac)

o svaka je tocka simetrale duzine jednako udaljena od krajnjih tocaka te duzine

 zbroj unutarnjih kutova u opéenitom mnogokutu s n stranica je (n — 2) - 180° (ako je mnogokut pravilan,

(n—2)-180° )

svi unutarnji kutovi su mu jednaki pa je svaki velicine , zbroj vanjskih kutova svakog mnogokuta

je 360°

Laksi zadaci

1. Nad katetom AC i hipotenuzom AB pravokutnog trokuta AABC konstruirani su kvadrati ACFG i
ADEB. Dokazi da je |CD| = |BG].

2. Neka je tocka T unutar kruznice k i neka se tetive kruznice AC i BD sijeku u T. Dokazi da je |AT|-|TC| =
|BT| - |TD| (umnosci s lijeve i desne strane jednakosti se nazivaju potencijom tocke T' u odnosu na k).
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3. U trokutu ABC je |AB| = 30mm i |AC| = 60mm. Iz tocke D na stranici AC nacrtan je pravac koji
stranicu AB sijede u tocki E tako da je |[ZADE| = |ZCBA|. Odredi |AD| i |AE| ako je |AE| dulja od
|AD| za 6mm.

4. Dan je paralelogram ABCD. Na stranici AB odabrana je tocka K tako da je [AK|: |[AB] =5 : 7, a na
stranici C'D odabrana je tocka N tako da je [DN|: [NC| = 2 : 3. U kojem omjeru duzina KN dijeli
dijagonalu BD, racunajuéi od tocke D?

5. Zadan je trokut ABC. Na stranici AC zadana je tocka N tako da je |[AN| = 28cm i [NC| = 12cm. Na

stranici BC' zadana je tocka M tako da je |BM| = l4cm i |[MC| = 16cm. Povrsina éetverokuta ABMN
iznosi 252cm?. Izra¢unaj povrsinu trokuta MNC.

Umjereni zadaci

6. Neka su tocke A i B sjecista kruznica ki i ko. Neka su pravci a i b kroz tocku A takvi da a sijece k
iutocki C, a ko iu tocki D i b sijece k1 i u tocki E, a ko i u tocki F, pri ¢emu tocke C, D, E F
pripadaju istoj poluravnini u odnosu na pravac AB i to¢ka F se nalazi unutar kuta ZBAC. Dokazi da je
ABEC ~ ABFD.

7. Visina i teziSnica trokuta AABC iz vrha A dijeli kut ZBAC na tri jednaka dijela. Odredi sve kuteve
trokuta.

8. a) Ako u AABC simetrala ZBAC sije¢e BC u K, dokazi da je % = %.

b) Osnovica jednakokracnog trokuta ima duljinu a, a krak duljinu b. Simetrale kutova na osnovici sijeku

krakove u tockama P i Q). Dokazi da vrijedi |PQ| = aa—_&).

9. Nad stranicama AB i AC siljastokutnog trokuta ABC s vanjske strane konstruirani su kvadrati ABLK
i ACMN. Dokazi da vrijedi |KN| = 2|AP|, gdje je P poloviste duzine BC.

10. Dane su dvije kruznice koje se ne sijeku,polumjera r; i ro. Udaljenost diralista zajednicke unutarnje
tangente na te kruznice iznosi 12, a udaljenost diralista zajednicke vanjske tangente na te kruznice iznosi
16. Odredi umnozak rqrs.

Unutarnja tangenta (je ona zajednicka tangenta koja) sijece duZinu koja spaja sredista kruznica.
Tezi zadaci

11. Zadan je pravac p i na njemu toctke A, B, C' i D (u tom poretku). Tockama A i B povuku se dvije
usporednice, a tockama C' i D druge dvije usporednice koje sijeku prve dvije i ¢ine paralelogram. Dokazite
da sjecista dijagonala paralelograma i pravca p ne ovise o izboru usporednica kroz A i B, odnosno C'i D.

12. Dan je kvadrat ABCD. Na stranici CD dana je toc¢ka E, a na stranici BC dana je tocka F takva da
/BAF = /FAE. Dokazi da je |BF| + |DE| = |AE)|.

13. Unutar trokuta ABC uzeta je tocka P tako da je <PAC = <CBP. Nozista okomica povucenih iz tocke
P na stranice AC' i BC su tocke M i N. Dokazite da je |[DM| = |DN|, gdje je D poloviSte stranice AB.

14. Upisana kruznica trokuta ABC dira stranice BC,CA, AB u tockama D, E, F redom. Neka je tocka K
simetri¢na toc¢ki D s obzirom na srediSte upisane kruznice i neka se pravci DE i FK sijeku u S. Dokazi
da je pravac AS paralelan pravcu BC.
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7.5. N21: Diofantske jednadzbe - David Mikulci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Korisne ideje u teoriji brojeva
o Metoda dijeljenja (kvocijenta)
e Metoda faktorizacije
o Metoda ostataka (kongruencija)
o Metoda nejednakosti (ograni¢avanja)
e Metoda zbroja kvadrata

e Metoda smjestanja medu kvadrate i kubove

Lagani zadaci
Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe 22 + 112 = 2.
Rijesite u skupu cijelih brojeva jednadzbu z? — zy — 2y = 18.

Rijesite u skupu cijelih brojeva jednadzbu % + % + ?73; =1

= W o=

Odredite rjeSenja jednadzbe u skupu prirodnih brojeva x2? + 10y = 1234567.
5. Pokazi da n? +n + 1 nije potpun kvadrat ni za koji prirodan broj n.
Umjereni zadaci
6. U cjelim brojevima rijesi jednadzbu (m? + n)(m +n?) = (m + n)3.
7. Odredi prirodne brojeve a, b, ¢ takve da je % + % + % =1.
8. Dokazi da jednadzba 1923 — 8472 = 1984 nema rjesenja u cijelim brojevima.
9

. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

1023 4 20y3 + 8zyz = 199923,

10. Rijesite u prirodnim brojevima jednadzbu

3(zy + yz + zx) = dayz.

Tezi zadaci
11. Nadi sve prirodne brojeve z i y takve da vrijedi 2% + 822 — 6z 4+ 8 = y3.
12. Nadite sve parove (x,%) cijelih brojeva takve da je 2% + y° = (x + y)2.

13. Nadite sve proste brojeve p za koje je jednadzba z* + 4 = py* rjeSiva u cijelim brojevima.
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Poglavlje

Zadaci za drugu grupu

A22: Nejednakosti - Paula Horvat

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Za sve nejednakosti vrijede sljedeca osnovna svojstva:

1.

z>2yiz<ly = z=y,Vr,yeR

2. x>2yiy>z = x> z,Vr,y,z € R
.x>yia>b = z+a>y+bVr,y,a,beR
4. 2>y = xz+z>y+2zVr,y,z€R
5.
6
7

r>yia>b = za>ybVr,yeR,z,y >0

.x2>20iy>0 = 2y >0,Vr,y € R

.2 €R = 22>0,22=0samozaxz =0

Na ovom predaanju upoznat ¢ete razli¢ite metode rjesavanja nejednakosti.

Svodenje na sumu kvadrata

Svodenje na sumu kvadrata jedna je od metoda rjesavanja nejednakosti iz ¢ega proizlazi da je dana suma nene-
gativna.

Primjer 1. Dokazimo da vrijedi a? + b? > 2ab za svaki a,b € R.

a® 4+ b* = 2ab <= a® — 2ab+b* > 0 <= (a — b)* > 0.

KAGH nejednakosti

a%—i—a%—&—...—}—ai
n

kvadratna sredina - K = \/

ar+az+---+ay
n

geometrijska sredina - G = {/ajas - a,

harmonijska sredina - H =

aritmeticka sredina - A =

_n
1 1 1
artattan

Izmedu ovih sredina vrijedi nejednakost za pozitivne realne brojeve:

K>A>G>H.

Jednakost vrijedi ako i samo ako a1y = as = -+ = a,.
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Primjer 1. mozemo dokaziti i pomoéu K — A nejednakosti (nejednakosti izmedu aritmeticke i kvadratne sredine).

la? + b2 > a-+b
2 2

2 | 12 2
PR —2|—b > (a+0)

< 2a° + 2% > a® + 2ab + b?
<~ a% 4+ b% > 2ab.

CSB (Cauchy-Schwarz-Bunjakovski) nejednakost
Neka je n € Nineka su x1,2s,...2Tn, Y1, Y2, - - - Yn realni brojevi. Tada vrijedi

(@l +a3+. a2l +ys+ . yn) > (T + Ty o+ eyn)’

Jednakost se postiZze ako i samo ako su nizovi z; te y; proporcionalni (u slucaju da niti jedna varijabla nije
jednaka nuli, to znaci da postoji k > 0 takav da je y; = kx;, Vi € {1,2,...n}).

Laksi zadaci

1. Dokazite da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

A+ b+ >ab+be+ca

2. Dokazi da za realne brojeve a,b € R vrijedi

1 1
242 >4
a * b
uz uvijet da jea+b = 1.
3. Dokazi da vrijedi
b
at > Vab.
2
4. Ako su a,b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je
1 1 1
S+ 4= =1,
a b ¢

dokazi nejednakost
(a—1)(b—-1)(c—1) = 8.

=

5. Ako je x +y = 1, dokazi da vrijedi zy < 3.

6. Dokazi da za nenegativne realne brojeve a i b takve da je a + b < 2 vrijedi

1 n 1 < 2
14+a2 1452 " 1+ab

Umjereni zadaci

7. (Nesbittova nejednakost) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite nejednakost:

a n b n c
b+c c+a a+bd

3
> =
-2

8. Odredi minimum funkcije
F(z,y,2) = (x +y)(y + 2)
ako je zyz(x +y+2)=1iz,y,z>0.

9. Neka je n prirodan broj. Dokazi da za svaki izbor brojeva x1,xa, ...z, € [0, 1] vrijedi

(x1 +xo+ - Fx, +1)2 >4+ 22+ +22)
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10. Neka su x,y i z pozitivni realni brojevi. Ako vrijedi zy + yz + zz = 1, dokazi da vrijedi
2 y? 52

z T 2T 2

14z 1+y 142

< 1.

11. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazi nejednakost

ab+cba+cca+b < 1.

12. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi xyz = 1. Dokazi nejednakost

28 +2 642 2642 x z
+4L 2 >3(24+242
3 y3 23 y oz

Tezi zadaci

13. Dokazi da za trokut sa stranicama a, b, ¢ i povrsinom S vrijedi

a? 4+ b + 2 > 45V3.

14. (CSB) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 1. Dokazi da vrijedi

w

1 1 1
> 2
a3(b+c) * b3(c+ a) + Ala+b) ~ 2

za realne brojeve x,y, z # 1 koji zadovoljavaju uvjet xzyz =1

15. Dokazi nejednakost
2 2 2
i + Y : =1

-1 T y-F  Go12”

za realne brojeve x,y, z # 1 koji zadovoljavaju uvjet zyz = 1.
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8.2. C22: Indukcija - Laura Horvat

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod
Matematicka indukcija metoda je dokazivanja kojom se dokazuju tvrdnje vezane uz skup prirodnih brojeva N.

Princip matematicke indukcije: Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 te ako iz pretpostavke da vrijedi za
prirodan broj n slijedi da ona vrijedi i za njegov sljedbenik n + 1, tada ona vrijedi za svaki prirodan broj.
Provodi se u tri koraka:

1. BAZA: dokazujemo zadanu tvrdnju za najmanji slucaj, najcesée n = 1.

2. PRETPOSTAVKA: pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za proizvoljni n € N.

3. KORAK: koristeéi pretpostavku, dokazujemo da tvrdnja vrijedi za n + 1.

Ponekad je potrebno pretpostaviti da tvrdnja vrijedi za svaki k < n, n € N. Tako prilagodena metoda naziva
se jaka indukcija.

Princip matematicke indukcije mozemo prilagoditi bilo kojem kona¢nom ili prebrojivom skupu (npr. parni ili
cijeli brojevi).

Laksi zadaci

1. Dokazi da za svaki n € N vrijedi jednakost:

1
2. Dokazi da je zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednak w.

3. Dokazi jednakost:
n
S kekl=(m+1) -1,
k=1

4. Neka je k € N neparan. Dokazi da broj 2712 dijeli k2" — 1 za svaki n € N.
5. Neka je ap, = an—1 + 2a,_2 za sve n > 2, uz pocetne uvjete a; = 1, as = 8.
Dokazi da je tada a,, = 3-2""1 4+ 2. (—1)" za svaki n € N.
Umjereni zadaci

6. Dokazi da za svaki x € R i za svaki n € Ny vrijedi nejednakost:

|sinnz| < nlsinz|.

7. Zadan je niz brojeva (a,) takav da je ag =1, a1 = 4 i a, = 3ap—1 + 4a,—2 za svaki prirodni broj n > 2.
Dokazi da su svi ¢lanovi niza (a,) kvadrati prirodnih brojeva.
8. Neka je F,, Fibonaccijev niz definiran s Fy =0,F; =1 te F,, = F,,_1 + F,_2 za n > 2. Dokazi da je
1 n n
Fn = 7(04 - B )7

V5
gdje su a i B rjeSenja kvadratne jednadzbe 22 —x —1=0: a = 1+2\/g ipg= 172\/5.

9. Juraj ima c¢okoladu pravokutnog oblika koja se sastoji od n kockica. Lomi ju na dijelove tako da svaki od
dijelova koje ima razbije po duzini ili Sirini uz rubove kockica, sve dok ne dobije n razdvojenih kockica
¢okolade. Dokazi da mu je za to, bez obzira na redoslijed lomljenja, potrebno to¢no n — 1 poteza.

10. (Hanojski tornjevi)
Dana su tri stapa. Na prvom stapu nalazi se n diskova razli¢itih veli¢ina poredanih tako da su manji uvijek
na veéima. Diskove je potrebno jedan po jedan premjestiti s prvog na treéi stap (sluzeéi se drugim) na
nacin da ni u jednom trenutku veéi disk ne bude na manjem. Dokazi da se to moze posti¢i s 2 — 1 poteza.
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Tezi zadaci

11.

12.

13.
14.

15.

Neka je x pozitivan, a y negativan realan broj takav da je x + y > 0. Dokazi da za svaki prirodan broj
n > 1 vrijedi:
" + (_1)n+1yn >n. (.Z‘ + y) . (_l)nflynfl'

Dokazi da za proizvoljan n > 3 postoje razliciti prirodni brojevi aj, as, ..., a, koji zadovoljavaju
1 1 1
l=—+—+-+—.
ai ag Qnp

Dokazi da se svaki prirodan broj n > 8 moze prikazati u obliku n = 3m + 5k, za k, m € N.

Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi nejednakost:

Dokazi da za Fibonaccijeve brojeve vrijede sljedece tvrdnje:
a) ged(Frpq1, Fy) =1
b) ged(Fm, Fr) = Faed(mi,n)s za m,n = 0.
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8.3. C26: Invarijante - David Mikul¢i¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Invarijanta je veli¢ina u sustavu koja se ne mijenja tijekom nekog procesa. Cesto kad se u zadatku odvija
proces kojim se treba doé¢i do odredenog rezultata ili konfiguracije je korisno naéi invarijantu. Ukoliko rezultat
do kojeg trebamo doéi ne o¢uva vrijednost invarijante pocetnog stanja, time smo pokazali da taj rezultat ne
mozemo postiéi.

Bitna napomena: nalazenje invarijante je korisno za iskljucivanje slucajeva, ali ne mozemo koristiti invarijantu
kao dokaz da za ostale slucajeve mozemo postiéi cilj, veé¢ trebamo pokazati to konstrukcijom.

Primgjer. Na ploci se nalaze brojevi 5, 7, 12, 25, 6. Marija u svakom potezu bira par brojeva (z,y), briSe ih s
ploce i umjesto njih napise par (2y — x, 22 — y). MozZe li tako nizom poteza posti¢i da na plo¢i pise pet desetki?

Rjesenje. Vidimo da je suma odabranog para (z,y) nakon poteza jednaka 2y — z + 22 — y = = + y, odnosno
ostaje ista. To znaci da je suma brojeva na ploci invarijanta. Pocetna suma je jednaka 5+ 7+ 12425+ 6 = 55,
a kako trebamo na kraju dobiti sumu 5 - 10 = 50, nije moguée posti¢i trazenu konfiguraciju. Medutim, naivno
mozemo povuéi zakljucak da Marija nekim nizom poteza moze doé¢i do svake konfiguracije pet brojeva kojima
je zbroj 55, Sto nije tocno (vidi 3. zadatak).

Trazenje invarijanti u zadacima je obi¢no puno manje ocito od ovog primjera. Neki najces¢i primjeri invarijanti
su ostatak koji suma daje pri dijeljenju s nekim prirodnim n, tezinska suma brojeva, umnozak, broj/parnost
nekih ekstremnih vrijednosti. Sli¢cno invarijantama, postoje i monovarijante: varijable ¢ija se vrijednost kroz
proces konstantno (ne) poveéava ili (ne) smanjuje.

Laksi zadaci

1. Na Ljetnom kampu se igra Ssahovski turnir. Pravila prvog kruga su sljedeca: svaki igrac¢ igra sa svakim,
pobjednik okrsaja dobiva 3 boda, gubitnik —1 bod, a ako zavrsi izjednaceno svaki igra¢ dobiva po bod.
Ako u turniru sudjeluje 11 ucenika, koliki je zbroj bodova svih igraca na kraju prvog kruga?

2. Ploca 8 x 8 obojana je crno-bijelo kao standardna Sahovska ploca. U pojedinom potezu treba odabrati
jedan redak ili stupac i svakom od 8 polja u tom retku promijeniti boju iz crne u bijelu i obratno. Moze
li se, kona¢nim nizom takvih poteza, posti¢i da to¢no jedno polje na ploc¢i bude crno?

3. Vratimo se na zadatak iz primjera: pokazi da Marija potezima opisanima u zadatku ne moze postié¢i da
na ploci pisu brojevi 7,9,11,13, 15.

4. U krugu pise 2020 nula i 2 jedinice. Jana u svakom potezu bira tri uzastopna broja i dodaje svakom 1.
Moze 1i posti¢i da na kraju svi brojevi budu jednaki?

5. Mirko pred sobom ima papirnati mnogokut, skare i ljepilo. Dopustena mu je sljede¢a operacija: moze
odrezati dio mnogokuta, zrcaliti ga s obzirom na simetralu duzine stranice po kojoj je rezao i zaljepiti nazad
po istoj stranici na kojoj je odrezao dio. Moze li Mirko do¢i do kvadrata ako je krenuo s jednakostrani¢nim
trokutom?

Umjereni zadaci

6. Zaba stoji u tocki (2,3) koordinatnog sustava. U svakom potezu moze skociti s trenutnog polja (z,y) na
polje (0.8z — 0.6y, 0.6z +0.8y) ili (0.82 4 0.6y, 0.6z — 0.8y). Moze li Zaba nekim nizom poteza do¢i do polja
(1,1)?

7. Anja i Boris igraju igru s plo¢om ¢okolade dimenzija 100 x 100 (kockica). Naizmjence svako od njih ili
prelomi jedan od komada cokolade na dva dijela po crti ili pojede jedan komad, pri ¢emu se komadié
¢okolade dimenzije 1 x 1 ne moze prelomiti. Gubitnik je onaj koji pojede zadnji komad ¢okolade. Ako
Anja krece prva, tko ima pobjednicku strategiju?

8. Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji se nalaze na ploci,
obriSemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b. Ako su na pocetku na ploci brojevi 1, 2, 3,
4, ... 2011, 2012, mogu li se nakon konac¢nog broja koraka na plo¢i nalaziti brojevi 2, 4, 6, 8, ... 4022, 4024
?

75
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Na plo¢i su zapisani svi prirodni brojevi od 1 do 20212021. U svakom potezu biramo broj, brisSemo ga i
umjesto njega zapisujemo zbroj njegovih znamenki. To ponavljamo dok ne ostanemo samo s jednozna-
menkastim brojevima. Hoce li na ploci biti vise jedinica ili dvojki?

Anja i Boris igraju novu igru. Anja napise nekoliko prirodnih brojeva na ploc¢u, a Boris zatim pokusava
postiéi da su svi brojevi na plodi isti tako da u svom potezu obriSe dva broja (a,b) i umjesto njih napise
dva puta njihov zbroj, dakle (a + b,a + b). Hoce 1i Boris uspjeti u svom naumu ako Anja na plo¢u napise

a) jednu peticu i ¢etiri jedinice,
b) dvije petice i 2019 jedinica?

Matej i Vedran igraju igru. Matej prvo zadaje par cijelih brojeva (z,y), a Vedran nakon njega par cijelih
brojeva (z,w). Matejev cilj je od para (z,y) doéi do (z,w) nizom transformacija, gdje za svaku transfor-
maciju ima moguénost trenutni par (a, b) pretvoriti u (b, a), (a +0b,b) ili (e —b,b). Kakav par (z, w) mora
Vedran odabrati u odnosu na odabrane Matejeve brojeve (z,y) da osigura da Matej ne moZe nikakvim
odabirom transformacija dobiti trazene brojeve?

Tezi zadaci

12.

13.

14.

15.

Brojevi 1 i -1 su upisani u vrhovima pravilnog dvanaesterokuta tako da -1 pise u samo jednom vrhu, a
u ostalima pise 1. U svakom koraku Luka smije zamijeniti predznake brojeva u 4 uzastopna vrha. Moze
li Luka ponavljanjem postupka posti¢i da se broj u kojem je pisalo -1 pomakne na susjedni vrh, a da u
svim ostalim vrhovima pise 17

Ukrug je napisano 299 nula i jedna jedinica. Dozvoljeni su sljedeéi potezi:

e svakom broju istovremeno oduzeti njemu oba susjedna broja

e odabrati dva broja izmedu kojih se nalaze tocno dva broja te ih oba uvecati ili oba umanjiti za 1.
Moze 1i se konacnim nizom dozvoljenih poteza posti¢i da ukrug budu napisane

a) dvije uzastopne jedinice i 298 nula?
b) tri uzastopne jedinice i 297 nula?

Na plod¢i je zapisano n > 3 prirodnih brojeva. Potez se sasatoji od biranja tri broja a, b i ¢ s ploce tako da
Cine stranice nedegeneriranog, nejednakostrani¢nog trokuta i zamjene s a +b—c, b+c—a,ic+a— 0.
Dokazi da je broj poteza konacan.

Prvih 100 prirodnih brojeva je napisano na plocu, i to svaki toéno jednom. Petar u svakom koraku bira
dva broja a i b s ploce, brige ih i umjesto njih na plo¢u napiSe najveéi zajednicki djelitelj brojeva a? + b? +2
i a?b? 4 3. Naposljetku na plo¢i ostane jedan broj. Dokazite da taj broj ne moze biti potpun kvadrat.
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8.4. G22: Tetivni éetverokuti - Matko Simié

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Teorem 8.4.1 (Teorem o obodnom i sredisnjem kutu). Sredisnji kut nad tetivom kruznice dvostruko je veéi od
obodnog kuta nad tom istom tetivom.

Korolar 8.4.2 (Talesov teorem). Obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.

Teorem 8.4.3 (Teorem o kutu izmedu tangente i tetive). Kut izmedu tetive kruznice i tangente na tu kruznicu
u jednoj od krajnjih tocaka tetive jednak je obodnom kutu nad tom tetivom.

Definicija 8.4.4. Tetivni ¢etverokut je cetverokut kojemu se moZe opisati kruznica.

Karakterizacije (tetivni cetverokuti imaju ova svojstva, ali vrijedi i obrat, cetverokut za koji vrijedi neko od
navedentih svojstava je tetivan):

e zbroj nasuprotnih kuteva je 180°

o U Cetverokutu ABCD vrijedi neka od ovih jednakosti kuteva (a ako vrijedi neka, vrijedi i svaka):
|£ZABD| = |£ACD|

|ZADB| = |£ACB]|

|£/BAC| = |£BDC|

|£/CAD| = |£CBD|

« simetrale stranica ¢etverokuta sijeku se u jednoj tocki (ta tocka je onda srediste opisane kruznice)

o (Ptolomejev poucak) U cetverokutu ABCD vrijedi |AC| - |BD| = |AB|-|CD|+ |BC|-|AD|.

Zagrijavanje
1. Dokazite "Teorem o kutu izmedu tangente i tetive".
2. To¢ke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢ji je promjer AE. Odredite |ZABC| + |ZCDE|.

3. Dokazite da ako simetrale unutarnjih kuteva etverokuta tvore ¢etverokut onda je taj (drugi) cetverokut
tetivan.

4. Dan je trokut AABC'. Simetrala kuta u vrhu C sijece opisanu kruznicu trokuta AABC u tocki D (naravno
sijece ju i u tocki C). Oznacimo noziste okomice iz D na duzinu AB s E. Dokazite da je |[AE| = [BE]|, tj.
da je pravac DFE simetrala duzine AB.

Laksi zadaci

5. Jednakokraé¢ni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruznicu k Neka je D tocka na osnovici |BC| tog
trokuta, ki kruznica opisana trokutu ABD, i FE tocka na kruznici k. Pretpostavimo da pravac AE sijece
kruznicu k u tockama A i F tako da F' lezi izmedu A i E. Ako se pravci DE i BF sijeku u tocki G,
dokazite da vrijedi |EG| = |GF|.

6. Dokazi da osnosimetricne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leze na opisanoj kruznici tog
trokuta.

7. U siljastokutnom trokutu AABC tocka M je noziste visine iz vrha A, a tocka N noziste visine iz vrha B.
Ako je |AN| = |NM]|, dokazi da srediSte upisane kruznice trokuta AABC' lezi na visini BN.

8. U trokutu ABC neka su nozista visina iz B i C redom tocke D i E. Dokazite da je tangenta na opisanu
kruznicu trokuta ABC u toc¢ki A paralelna s pravcem DE.

9. Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je |BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijece stranicu BC u
tocki P, a pravac AC u tocki Q. Tocka R je noziste okomice iz tocke P na stranicu AC, a tocka S je
noziste okomice iz tocke @) na pravac BC. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu AB.

10. Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u to¢kama M i N. Neka je P sjeciste pravca
M N i simetrale kuta ZABC. Dokazi da je BP 1 CP.

Tezi zadaci
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11. Neka je ABCD tetivan ¢etverokut. Neka je F sjeciSte pravaca paralelnih sa AC' i BD koji prolaze kroz
B i A, redom. Pravci EC i ED sijeku kruznicu opisanu trokutu AEB u F' i G, redom. Dokazite da tocke
C, D, F i G leze na istoj kruznici.

12. Neka je ABC siljastokutan trokut. Pravci [y il su okomiti na AB i redom prolaze tockama A i B. Neka
je M polovise stranice AB. Okomice iz M na AC i BC sijeku pravce [ i ls redom u tockama E i F'. Ako
je D sjeciste EF 1 MC, dokazi da je ZADB = ZEMF.

13. Neka je ABC siljastokutan trokut i neka su D i E redom polovista stranica AB i @Neka je F tocka
takva da je D poloviste duzine E'F'. Tocka G je na segmentu C'D tako da poloviste od BG lezi na kruznici
I" opisanoj trokutu F'DB. Oznac¢imo sa H drugo sjeciste kruznice I i FC. Pokazi da je ¢etverokut BHGC
tetivan.

Hvala Luciji koja je pripremila veéinu predavanja
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8.5. N22: Sustavi ostataka - Vedran Cifrek

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Kongruencije su ostatci pri djeljenju nekog cijelog broja s nekim prirodnim brojem. Zapis
a =7 (mod n) (¢itamo a je kongruentno r modulo n) znaci da je ostatak pri djeljenju broja a
s n jednak ostatku pri djeljenju broja r s n, tj. da im je razlika djeljiva s n.

Svojsta Kongruencija

ke€Z, a=a+ kn (mod n)
a,b,c,d € Z, a=b(modn), c=d n) = a+c=b+d (mod n)
a,b,c,d € Z, a="b(mod n), c=d (mod n) = ac = bd (mod n)
ceN,ged(c,n) =d, a=b(mod n) = ¢
k

Definicija Eulerove funkcije: ¢ : N — N, ¥n € N ¢(n) je broj brojeva realitivno prostih s
n manjih jednakih n.
ged(a,b) =1 = p(ab) = p(a)p(b)

Ako je p* potencija prostog broja p onda p(p*) = pk

k
Ako jen = pr‘ gdje su py, po, ..., pr razlic¢iti prosti brojevi onda je

p(m) = T165 =) = n - TT0 - -0

Eulerov teorem ged(a,n) =1 = a?™ =1 (mod n)
Mali Fermatov teorem - poseban slucaj Eulerova teorema kada je p prost broj:
ged(a,p) =1 = a?' =1 (mod p)
Korisne ideje u teoriji brojeva
 faktoriziranje
« promatranje svih ostataka koje odredeni algebarski izraz moze poprimiti modulo neki broj
« usporedivanje algebarskih izraza
 najvedi zajednicki djelitelj, Euklidov algoritam: gcd(a,b) = ged(a,a — b)

« provjeravanje tvrdnje za male brojeve kako bi se otkrilo pravilo za sve
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Lagani zadaci

1. Rijesi jednadzbu 2% — 1 = 32 u skupu prirodnih brojeva.
Odredi ostatak broja 7% pri dijeljenju s 5.
Rijesi jednadzbu 2% 4 1 = 32 u skupu prirodnih brojeva.
Rijesi jednadzbu 2* = 3Y + 5 u skupu prirodnih brojeva.
Dokazi da je broj 3105 + 4105 djeljiv s 13, i da nije djeljiv s 11.
Dokazi da je broj 22225555 4 55552222 djeljiv s 7.
Dokazi da je 22" + 3 djeljiv s 19 Vn € Z,n > 0.

®© NS otk N

Neka je n neparan prirodan broj veéi od 1. DokaZi da je barem jedan od brojeva 2! —1,22—1,...,2" "1 -1
djeljiv s n.

Umjereni zadaci
9. Rijesi 3% — 5Y = 22 u skupu prirodnih brojeva.
10. Nadi sve n € N za koje je broj 19" 4 2¢(") ¢ 4 n#(™ relativno prost s n.
11. DokaZi da ne postoje prosti brojevi p i q, i prirodan broj n, takvi da je p?=! — ¢?~! = 4n2.
12. Nadi sve n € N za koje n | (2™ — 1).
13. z,y € Z Odredi sva rjefenja jednadzbe 5% = 1 + 4y + y*.
Tezi zadaci

14. Odredi sve prirodne brojeve koji su relativno prosti sa svim ¢lanovima beskona¢nog niza

an:2n_’_37l_’_6n_17 n>1

15. Odredi sve proste brojeve x i y, za koje je z¥ — y* = zy? — 19.
16. Neka je p prost broj p > 3. Dokazi da je broj 1772 4 2P+2 ... 4 (p — 1)P*+2 djeljiv s p?.

17. Neka je p prost broj i z1,x2,...,2, su cijeli brojevi. Dokazi da ako je Vn € N, =7 + 25 +--- + =z
0 (mod p), onda vrijedi 1 = z2 = --- = x, (mod p).

18. Pronadi n € N, 100 < n < 2021 takav da je 22 prirodan broj.

n

S
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9. Poglavlje

Zadaci za trecu grupu

9.1. A23: Funkcijske - Mateo Duji¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovome predavanju biti ¢e obradene razne metode rjesavanja funkcijskih jednadzbi. Dakako, ne postoje sablone
kojima se one mogu rjesavati, ali vidjet ¢emo da postoje neki standardni trikovi koje odmah mozemo provjeriti
prolaze li. Iako se na drzavnom natjecanju javljaju tek u 4. razredu, svakako su tema koja se jako Cesto javlja
na medunarodnim natjecanjima.

Podsjetnik

Definicija 9.1.1. Funkcija je pridruzivanje elemenata iz jednoga skupa (domene) elementima iz drugog skupa
(kodomene) pri kojemu je svakomu elementu prvoga skupa pridruzen jedinstveni element drugoga skupa

Definicija 9.1.2. Injekcija je funkcija f: A — B koja razlicitim elementima domene pridruzuje razlicite ele-
mente kodomene, tj. pri kojoj za ay,as € A:

a1 # az = f(a1) # f(a2)
Definicija 9.1.3. Surjekcija je funkcija f: A — B pri kojoj je svakom elementu kodomene pridruzen barem
jedan element domene, a slika je cijeli skup B, tj. pri kojoj Vb € BIa € A t. d. f(a) = .
Definicija 9.1.4. Bijekcija je funkcija f koja je i surjekcija i injekcija.
Definicija 9.1.5. Parna funkcija je funkcija | koja ima svojstvo f(xz) = f(—=x), Va.
Definicija 9.1.6. Neparna funkcija je funkcija f koja ima svojstvo —f(z) = f(—x), V.
Definicija 9.1.7. Funkcija f: A — B je involucija ako f(f(z)) = z,Vx € A.

Zadatci
1. Za danu f: R — R koja zadovoljava

(FREF)2 - F22) <2 A (F(22)° - 3f(27+) > 2

za sve ¢ € R, dokazi da nije injektivna.

2. Neka je f: R — R funkcija koja zadovoljava
f@f(y) = f(z)) =2f(z) + 2y, Va,yeR
Dokazi da je f surjekcija.
3. Aritmeticka funkcija f: N — Z zadovoljava sljedeéu nejednakost Vn € N:
(f(n+1) = f)(f(n+ 1)+ f(n) +4) <O

Dokazi da f nije injekcija.
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. Neka je f: Q — Q t. d.

flz+y) + @ —y) = 2max(f(z), f(y))
Dokazi da je f parna.

(Cauchyjeva funkcijska jednadzba) Neka je f: Q — Q t. d.

fle+y) = flx)+ fy)
Odredi sva rjesenja ove funkcijske jednadzbe.

Neka je f: N — N aritmeticka funkcija t. d.

fx+fy) = flx) +y
za sve ¢,y € N. Dokazi da je f involucija. Odredi sve f koje zadovoljavaju tvrdnju.

Pronadi sve f: R = R t. d. Vz,y € R
f@)+ fl@+ f) =y+ f(f=)+ f(f(y)
Odredi sve g: R — R koje zadovoljavaju
9(x +y) +9(2)g(y) = g9(xy) + g(x) + 9(y)
Odredi sve f: R — R koje zadovoljavaju
f@® =) =af(x) —yf(y)
Odredi sve f: R — R koje zadovoljavaju
flaf(@)+ f(y) = fx)* +y
Odredi sve f: N — N koje zadovoljavaju
F(f(n) + (f(n)? =n® +3n+3

Odredi sve f: R - R t. d.
fA—2)=1-[(f(@)), VacR

Odredisve f: Q - Qt. d. f(1) =21
flay) = f(@)f(y) — flx+y)+1 Vo,yeQ

Odredi sve f: Rt — R+ t. d.
f@f(y) = flx+y), Vz,yeR*T



LJETNI KAMP 2021.

9.2. C23: Teorija grafova - Mateo Duji¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

brzih algoritama za pretrazivanje i raznim podrucéjima Umjetne inteligencije, oni se koriste i u medicini, prometu,
epidemiologiji itd. Grafovi igraju kljucnu ulogu u izgradnji modela za prepoznavanje lica, Sirenja bolesti pa cak
i samo ljudskog mozga ¢iji vrhovi su tijela neurona, a bridovi su aksoni i dentriti. Sli¢cno tome, u racunarstvu
su nastale neuronske mreze koje predstavljaju model usmjerenog tezinskog grafa. U ovom predavanju definirat
¢emo osnovne pojmove, pokazati neke lakSe rezultate iz Teorije grafova i uhvatiti se u kostac sa zanimljivim
zadatcima. Poanta predavanja je da se shvate sve (ionako intuitivne) definicije te ulove neke osnovne metode i
trikovi kako se zadatci s grafovima rjeSavaju i Sto se treba uocavati. Naposlijetku, vidjet ¢emo da se znacajno
tezi zadatci mogu u nekoliko redova dokazati sa rezultatima koje pokazemo te da e iste biti korisno upamtiti
za buduénost.

Definicija 9.2.1. Graf definiramo kao uredeni par skupova (V,E), gdje je V skup vrhova, a E skup 2-
podskupova od V', koje zovemo bridovsi.

Definicija 9.2.2. Ako su bridovi predstavljeni uredenim parovima, govorimo o usmgjerenim bridovima. Graf
koji ima usmgjerene bridove zovemo usmjereni graf.

Definicija 9.2.3. Dva vrha su susjedna ako postoji brid koji ih spaja.

Definicija 9.2.4. Kazemo da su dva grafa izomorfna ukoliko je mogude oznaciti vrhove oba grafa na isti
nacin, i to tako da za svaki oznaceni par u, v vrhova, broj bridova koji spajaju w i v u Gy je jednak broju bridova
koji spajaju u i v u Gs.

Laksi zadaci

1. Dokazite da su grafovi na Slici 9.1 izomorfni.

Slika 9.1: Izomorfni grafovi
Slika 9.2: Neizomorfni grafovi

2. Dokazite da grafovi na Slici 9.2 nisu izomorfni.

Definicija 9.2.5. Podgraf grafa G = (V, E) je graf kojemu su skup vrhova i skup bridova podskupovi od V i
E, redom.

Definicija 9.2.6. Setnja u grafu je niz (vo,e1, ..., en,vy), gdje je e; brid {v;_1,v;}, zai=1,...,n. Staza ke
setnja u kojoj su svi bridovi razliciti, dok je put Setnja u kojoj su svi vrhovi razliciti (osim eventualno prvog i
zadngjeg). Zatvoreni put zovemo ciklus.

3. Nadite graf koji ima vrhove z, y i z takve da postoje putevi od = do y i od y do z, ali da Setnja dobijna
spajanjem puteva od x do y i od y do z nije put.

Definicija 9.2.7. Stupanj vrha x grafa G definiramo kao broj bridova grafa G koji sadrze vrh x. Nadalje,
kazemo da je vrh izoliran ukoliko je stupnja nula, a list ukoliko je stupnja jedan.

Teorem 9.2.8. Suma stupnjeva vrhova grafa jednaka je dvostrukom broju bridova.
Korolar 9.2.9. Suma stupnjeva vrhova je paran broj.
Korolar 9.2.10. Broj vrhova s neparnim stupnjem je paran.

Definicija 9.2.11. Stablo je povezan graf bez ciklusa. Suma je (ne nuzno povezan) graf bez ciklusa.
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Razni korisni zadatci

4. U grafu G s n vrhova pretpostavimo da niti jedan vrh nema stupanj veé¢i od A. Dokazi da se tada vrhovi
mogu obojati s najvise A + 1 bojom, tako da nikoja dva susjedna vrha nisu iste boje.

5. Dokazi da grafu G s V vrhova i E bridova, postoji inducirani podgraf H pri ¢emu svaki vrh ima stupanj
barem % (Drugacdije receno, graf s prosjeénim stupnjem d ima inducirani podgraf s minimalnim stupnjem
d

barem §).

6. Dan je graf G u kojem svaki vrh ima stupanj barem n — 1 i stablo T s n vrhova. Pokazi da postoji podgraf
od G izomorfan sa T.

7. Dokazi da ako su u grafu G svi vrhovi stupnja barem 9§, tada postoji staza duljine barem ¢§ + 1.

8. Pokazi da je moguce particionirati skup vrhova V grafa G s n vrhova na dva skupa Vj i V, tako da svaki
vrh u V7 ima barem onoliko susjeda u V5 koliko ima u Vi, i isto tako svaki vrh u V5 ima barem onoliko
susjeda u V; koliko ima u Vs.

9. Turnir s n vrhova je usmjereni graf takav da za svaka dva vrha wu i v, postoji ili usmjereni brid od u do v,
ili od v do u. Dokazi da svaki turnir ima Hamiltonovu stazu (stazu koja prolazi kroz sve vrhove).

Definicija 9.2.12. U grafu G sa skupom vrhova V', podskup D od V je dominirajuci skup ako je svaki vrh v ili
uw D ili ima susjeda u D.

Lemma 9.2.13. Ako G nema izoliranih vrhova, tada ima dominirajuci skup velicine najvise %

Definicija 9.2.14. Razapinjuci podgraf grafa G je podgraf od G koji sadrzi sve vrhove od G. Razapinjuce stablo
u G je razapinjudi podgraf koji je stablo (tj. koji je aciklican).

Napomena 9.2.15. Uocimo da ako G nije povezan, ne moZe imati razapinjucée stablo (jer inace bi postojala
staza izmedu svaka 2 para vrhova duZ njegovih bridova).

Lemma 9.2.16. Svaki konacan povezan graf G = (V, E) ima razapinjude stablo.
Primjeni prethodne rezultate na tezim zadatcima :)

10. Neka je T stablo s t vrhova i neka je G graf s n vrhova. Pokazi da ako G ima barem (¢t — 1)n bridova,
onda G ima podgraf izomorfan T

11. Neka je G usmjeren graf s n vrhova takav da u svaki vrh ulaze i izlaze po 2 brida. Pokazite da mozemo
particionirati vrhove od G u tri skupa tako da niti jedan vrh nije u istom skupu kao i oba vrha u koje on
pokazuje bridom koji iz njega izlazi.

12. Tvrtka s 2n + 1 osobom ima sljedeée svojstvo: za svaku grupu od n ljudi, postoji osoba u preostalih n + 1
koja zna sve u ovoj grupi. Pokazite da postoji osoba kojazna sve ljude u tvrtki.
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9.3. C27: Plo¢na kombinatorika - Luka Buli¢ Braculj

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Najceéi oblik zadataka s plocama su zadaci poplocavanja u kojima rjeSenje Cesto sadrzi bojanje. Bojanje nam
omogucava da promatranjem samo jedne plocice donesemo zakljucke o cjelokupnom poplocavanju te cesto tako
postignemo kontradikciju.

Kao i drugi zadaci iz kombinatorike, zadaci s plocama ¢éesto sadrze indukciju, metodu kontradikcije, Dirichletov
princip, invarijante, prebrojavanja...

Ne zaboravite pronaéi konstrukciju kada dokazujete da je nesto moguce!

Laksi zadaci

1

2

4

. Je li moguce plocu dimenzije 10 x 10 poplocati s 25 ploc¢ica dimenzija 4 x 17

. Pravokutni pod prekriven je plo¢icama 2 x 2 i 1 x 4. Jedna se plocica razbila, no dostupna nam je plocica
drugog oblika. Dokazite da se pod ne moze prekriti prerazmjestajem ovih plocica.

Na ploc¢u 10 x 10 postavljeno je 50 zetona tako da nikoja dva nisu na istom polju. Pritom 25 Zetona
zauzima donju lijevu éetvrtinu ploce. a preostalih 25 gornju desnu cetvrtinu. Neka su X, Y, Z redom tri
uzastopna polja (horizontalno, vertikalno ili dijagonalno). Ako se dva Zetona nalaze na poljima X i Y i
akoje polje Z slobodno, zeton s polja X moze se premjestiti na polje Z, preskocivsi polje Y. Moze li se,
kona¢nim nizom takvih poteza, premjestiti svih 50 Zetona na donju polovicu ploce?

. Dokazite da se pravokutnik a x b moze poplocati s n x 1 plo¢ama ako i samo ako n |a ili n | b.

Umjereni zadaci

5.

10.

Na ploc¢u 8 x 8 dimenzija postavljaju se tromino plocice oblika L tako da svaka tromino plocica prekriva
tocno tri polja ploce, a medusobno se ne prekrivaju. Koliko je najmanje tromino plocica potrebno postaviti
na ploc¢u ako Zelimo da se nakon toga viSe ne moze postaviti nijedna dodatna tromino ploc¢ica?

Nazovimo plo¢u n xn defektnom ako joj nedostaje jedno polje. Dokazi da se svaka defektna ploc¢a dimenzija
2% x 2% moze poplocati plocicama u obliku slova L.

Moze li sahovski skakac obié¢i plocu dimenzija 4 x 2012 i vratiti se na polazno polje tako da pritom stane
na svako polje to¢no jednom?

Sva polja 4 x 4 tablice su bijela. Jedan potez sastoji se od odabira 1 x 3 pravokutnika i zamjene boja (crno
u bijelo, bijelo u crno) u tom pravokutniku. Mozemo li nakon konacnog broja koraka doéi do potpuno
crne ploce?

Ploca dimenzija 6 x 6 poplocana je 2 x 1 dominama. Pokazi da moZemo pronaci pravac duz kojeg ¢emo
prelomiti plo¢u tako da ne prelomimo niti jednu dominu!

Pravokutnik P ¢ije su duljine stranica neparni prirodni brojevi podijeljen je na manje pravokutnike cjelo-
brojnih duljina stranica. Dokazi da postoji barem jedan manji pravokutnik kojem su udaljenosti od cetiriju
stranica pravokutnika P iste parnosti.

Tezi zadaci

11

12

. Na plo¢i N x N (N > 2) dva su dijagonalno suprotna kutna polja obojena u crno, a ostala poja obojena
su u bijelo. U jednom koraku odaberemo redak ili stupac i promijenimo boju svakom polju u tom retku
ili stupcu iz crne u bijelu i obratno. Koji je najmanji dodatni broj polja koje na pocetku moramo obojiti
u crno kako bismo nakon konac¢nog broja opisanih koraka mogli dobiti plo¢u na kojoj su sva polja crna?

. Dva oblika prikazana ispod, sastavljena od 6 i 10 jedini¢nih kvadratié¢a, zovu se stubista.
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Dana je 2018 x 2018 ploca koja se sastoji od 20182 polja gdje je svako polje jedini¢ni kvadratié. Dva
proizvoljno odabrana polja iz istog retka uklonjena su s ploce. Dokazi da se ostatak ploce ne moze izrezati
(po granicama polja) u stubista. (Stubista se smiju rotirati.)

Na 2012 x 2012 plo¢i, neka polja na gore desno - dolje lijevo najveéoj dijagonali s obojena. Nijedno obojeno
polje nije kut ploce. Upisimo brojeve u sva polja ploc¢e na sljedeéi nacin: u svim obojanim poljima pise 0.
U svim poljima na gornjem i lijevom rubu ploce pise 1. U svakom od preostalih polja pise zbroj njegovog
gorenjeg i lijevog susjeda.

Dokazite da broj u desnom kutu nije dijeljiv s 2011.

Na beskona¢noj ploéi koja ima donje-lijevo polje nalaze se 3 Zetona na poljima (1,1),(2,1) i (1,2). Jedan
potez sastoji se od odabira zetona koji se nalazi na polju kojemu su polja neposredno iznad i desno prazna,
uklanja tog zetona s ploce te postavljanja dva zetona na plocu, po jednog na polja neposredno iznad i
desno od odabranog polja. Dokazi da ¢e se nakon svakog konacnog broja poteza barem jedan zZeton nalaziti
na jednom od pocetna 3 polja.



LJETNI KAMP 2021.

9.4. G23: Upisana i pripisana kruznica - Andrija Tomorad

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Kako mozemo definirati srediste upisane kruznice, a da ne spomenemo samu upisanu kruznicu (uputa: isto za
opisanu kruznicu)? Kako nalazimo tocku za koju bi to vrijedilo ? (prvo promotrite za dva elementa, a onda na
prvi i treéi). Sto ste tako pokazali? Na slican nacin odredite gdje ¢e biti srediste pripisane kruznice koja dira
stranicu nasuprot A te produzetke stranica nasuprot B i C preko C' i B.

Izrazite radijus upisane kruznice preko a, b, ¢ prvo u opéenitom slucaju, a onda za pravokutan trokut. Izrazite
dijelove stranica trokuta od vrha do diraliSta preko a, b, ¢

Sto

vrijedi za Cetverokut kojem mozemo upisati kruznicu?

NAPOMENA: U nekim zadacima neée biti potrebno crtati upisanu kruznicu, nego samo koristiti neka svojstva
sredista. Prisjetite se svojstava simetrala kuta, to ¢e svakako biti potrebno.

Laksi zadaci

1

. Neka je P tocka u unutrasnjosti trokuta ABC. Neka su D, E i F' nozista okomica iz tocke P na pravce
BC, CAi AB redom. Ako su ¢etverokuti AEPF, BFPD i CDPFE tangencijalni, dokazi da je P srediste
trokutu ABC upisane kruznice.

Neka je ABC trokut sa sredistem upisane kruznice I i srediStem pripisane I4, neka su M i N noziSta
okomica na BC' iz I i I4 redom. Dokazi da je |[AM| = |BN]|.

Neka je I srediSte upisane kruznice trokuta ABC" a D tocka na luku C'A tom trokutu opisane kruznice
koji ne sadrzi tocku B. Neka je E tocka takva da je D poloviste duzine AE. Ako je ZECA = 90° i
ZIEC = 40° , odredi kut ZBAC.

U konveksnom cetverokutu ABC'D vrijedi Z/ZBAC = 48° , ZCAD = 66° , ZCBD = /DBA. Odredi kut
/ZBDC.

Umjereni zadaci

5

. Unutar trokuta ABC nalaze se tocke M i N. Udaljenosti tocke M od pravaca AB, BC'i AC su redom
10, 7 i 4. Udaljenosti tocke IV od tih pravaca su redom 4, 10 i 16. Odredi polumjer trokutu ABC upisane
kruznice.

Unutar polukruga s promjerom AB i sredistem luka M nalazi se toc¢ka C. Upisana kruznica trokuta ABC
dira stranice AB i AC' u D i E. Pravac DFE sijece polukruznicu u X i Y. Dokazi da su kutovi ZACB i
/XMY jednaki.

U trokutu ABC kut pri vrhu B iznosi 120°. Neka su A;, By, C; redom tocke na stranicama BC,CA, AB
takve da su AA, BBy, C(C4 simetrale kutova trokuta ABC. Odredi kut ZA1B1C1.

Diralista upisane kruznice trokuta ABC sa stranicama AB i AC su redom tocke D i E. Diralista pripisane
kruznice nasuprot vrha A s pravcima AB i AC su redom tocke F' i G. Neka simetrale kutova ZCBA i
/ACB sijeku pravac DE u tockama X i Y redom te neka vanjske simetrale kutova/CBA i ZACB sijeku
pravac F'G u tockama Z i W redom. Dokazi da je Cetverokut XY ZW tetivan.

Tezi zadaci

9

10.

11.

. Neka je w upiS@ k@lica trokutu ABC, te ona dira stranice BC i AC u totkama D, i F;. Neka su Do
i F3 tocke na BC' i AC redom takve da vrijedi |CDsy| = |BD1| i |AE3| = |CE;|. Neka je @Q sjeciSte w i
ADs koje je blize tocki A, a P sjeciSte ADy i BE,. Dokazi |[AQ| = |PDa].

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC, a to¢ka D na stranici AC takva da je|AB| = |BD|.
Upisana kruznica trokuta BC'D dodiruje pravce AC'i BD redom u tockama E i F. Dokazi da pravac EF
raspolavlja duzinu DI.

Upisana kruZnica trokuta ABC ima srediste I te dodiruje stranice BC, AC, AB redom u to¢kama D, FE,
F. Neka je k kruznica sa sredistem A koja prolazi kroz tocku E. Drugo sjeciste pravca DE s kruznicom k
je tocka K. Paralela s pravcem DF kroz tocku I sijece stranicu AB u tocki P. Tocka L je sjeciSte pravca
CP i kruznice k takvo da se P nalazi izmedu tocaka C' i L. Tocka O je srediste opisane kruznice trokuta
DKL. Dokazi da su pravci AI i DO paralelni.
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9.5. N23: Konstrukcije u TB - Laura Horvat

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovome predavanju proucavat ¢emo ceste konstrukcije i tehnike u Teoriji brojeva, poput Malog Fermatovog i
Eulerovom teorema, Kineskog teorema o ostacima te diofantskih jednadzbi.

Eulerov i Mali Fermatov teorem

Definicija 9.5.1. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, kaZemo da je a kongruentan b modulo m i pisemo

a=b (mod m)

Propozicija 9.5.1. Neka su a,b,c,d € Z.
(1) a=b (modm) A c=d modm) = axc=bxtd (modm), ac=bd (mod m)
(2) a=b (modm) A d|m = a=0b (modd)
(8) a=b (mod m) = ac=bc (mod me), c#0

Propozicija 9.5.2. Vrijedi ax = ay (mod m) ako i samo ako x =y (mod m).

Posebno, ako je ax = ay (mod m) i ged(a,m) =1, onda je x =y (mod m).

Definicija 9.5.2. KaZemo da je prirodan broj p > 1 prost ako p nema djelitelja d takvog da je 1 < d < p. Ako
prirodan broj a nije prost, kaZzemo da je sloZen.

Definicija 9.5.3. Brojevi a i b su relativno prosti ako im je najvedi zajednicki djelitelj 1 (pisemo: (a,b) =1
ili ged(a,b) = 1).

Definicija 9.5.4. FEulerova funkcija ¢(m) predstavlja broj svih prirodnih brojeva koji su relativno prosti s m.
Propozicija 9.5.3. Svojstva Fulerove funkcije:

(1) Za m € N ¢(m) je paran broj, osim za m =1,2.

(2) ¢ je multiplikativna, tj. vrijedi:  ¢(nm) = d(n)d(m).

(3) Zan € N vrijedi:  ¢(n) = nH <1 - ;)
pln

Teorem 9.5.4 (Eulerov teorem). Za relativno proste brojeve a i m vrijedi

a®™ =1 (mod m)

Korolar 9.5.4.1 (Mali Fermatov teorem). Za relativno proste a i p, te p prost vrijedi

a?” ' =1 (mod p)

Lema 9.5.5. Za relativno proste a i m vrijedi

b b (mod ¢(m))

a’=a (mod m)

Zadaci:

1. Bez pozivanja na Eulerov teorem, dokazi Mali Fermatov teorem.
Odredi 2% (mod 33).
Koliko ima prostih brojeva p takvih da p | 29P 4+ 17

= W N

Neka je a € N i p € N prost. Dokazi: p | a? — 1 = p? | a? — 1.

5. Neka je f(z) = 2®"" . Odredi zadnje dvije znamenke od J7) + f(18) + f(19) + f(20).
Napomena: Promotri Definiciju 2.3. i Teorem 2.4. u iduéem poglavlju.
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Kineski teorem o ostacima

Definicija 9.5.5. Reducirani sustav ostataka modulo m skup je svih prirodnih brojeva strogo mangih od m
koji su relativno prosti s m.

Napomena 9.5.5.1. Svaki reducirani sustav ostataka modulo m ima ¢(m) elemenata.

Teorem 9.5.6. Neka su a im relativno prosti. Neka je reducirani sustav ostataka od m skup R = {a1,az, ..., G4(m)}-
Tada je skup S = {aay,aaz, ..., aa4m)} jednak skupu R gledamo li modulo m.

Definicija 9.5.6. KazZemo da je broj b inverz broja a modulo m, gdje su a i m relativno prosti, ako vrijedi

ab=1 (mod m)

Teorem 9.5.7. Ako je ged(a,m) =1, tada a wvijek ima jedinstven inverz modulo m.
Korolar 9.5.7.1. Jednadzba ax = b (mod m) ima rjesenje kada je ged(a,m) = 1.
Teorem 9.5.8 (Kineski teorem o ostacima). Sustav kongruencija

x=a; (mod bp)
= a2 (HlOd bz)

x=a, (modb,)

pri ¢emu su by, ba, ..., by, u parovima relativno prosti (tj. ged(b;,b;) =1 ako i samo ako i # j) ima jedinstveno
rjesenje x modulo biby ... b,.
Zadaci:

6. Dokazi Teorem 2.2.

7. Dokazi Teorem 2.4.

8. Dokazi Kineski teorem o ostacima.

9. Pronadi rjesenje sustava kongruencija

z=3 (mod 5)
r=4 (mod 11).

10. Pronadi rjesenje sustava kongruencija

x=3 (mod 10)
z=8 (mod 15)
x=5 (mod 84).

11. Neka je n € N. Pronadi broj rjesenja kongruencije 22 = 1 (mod n).

12. Neka je p € N. Kazemo da je prirodan broj a p-siguran ako je za vise od 2 udaljen od svakog visekratnika
broja p. Primjerice, 10-sigurni brojevi su 3,4,5,6,7,13,14,15,16,17,23, ... Koliko je brojeva manjih ili
jednakih 10000 koji su istovremeno 7-sigurni, 11-sigurni i 13-sigurni?

Diofantske jednadzbe

Definicija 9.5.7. Jednadzbu koja svoja rjesenja nalazi u domeni cijelih brojeva nazivamo diofantskom jed-
nadzbom.

Napomena 9.5.8.1. Najcesée metode rjesavanja diofantskih jednadzbi su:

metoda faktorizacije

rjesavanje preko nejednakosti

metoda parametra

rjesavanje pomocu modularne aritmetike
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Zadaci:

13.

14.

15.

16.

17.

Pronadi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
(@ + 1)y + 1)+ 2(x — y)(1 — zy) = 4(1 + 2y).
Odredi sve nenegativne parove cijelih brojeva (x,y) za koje je
(xy —7)% = 22 +9°.

Rijesi sljede¢u jednadzbu po z,y,z € N

Pronadi prirodna rjesenja jednadzbe
1 1 1
<1+) <1+> <1+) 2
T y z

(z+1)2+(x+2)%+---+ (. +2001)? = 42

Dokazi da jednadzba

nema cjelobrojnih rjesenja.
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10. Poglavlje

Zadaci za cCetvrtu grupu

10

.1. A24: Nestandardna algebra - David Mikulci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Zadaci

1.

Neka je P polinom stupnja n > 2 s cjelobrojnim koeficijentima takav da su mu nultocke razli¢ite i u
intervalu (0,1). Neka je a vodeéi koeficijent polinoma P. Dokazi da je |a| > 27 F1.

Neka su aq,aqg, ..., an 1 b1, ba, ..., by, razli¢iti realni brojevi. U matricu n X n je na mjestu (7, j) napisan broj
a; + b;. Ako znamo da je umnozak elemenata u svakom retku jednak, dokazite da je i umnozak elemenata
u svakom stupcu jednak.

Neka je f: (0,1) — (0, 1) funkcija definirana s

:ch% ako z < 1

f(x):{ 22 ako x > ?

Neka su a i b realni brojevi takvi da je 0 < a < b < 1. Definiramo nizove a,, i b,, realnih brojeva na sljedeci
nacin:
a0 = a,bp = bian = f(an_1),bn = f(bn_1) za n >0,

Dokazite da postoji prirodan broj n takav da je

(an — an,l)(bn — bnfl) < 0.

Neka su z1, 29, ..., 2z, kompleksni brojevi takvi da je
|z1| + |z2| + ... + |zn| = 1.

Dokazi da postoji podskup S skupa z1, ..., z,, takav da je

4.* Nadi bolju ogradu.

Na plo¢i su zapisani brojevi 1000, 1001, ...,2999. U svakom koraku Boris moze obrisati dva broja, recimo
a i b, te napisati broj %min{a, b}.

Nakon 1999 takvih operacija na ploci je ostao samo broj c. Dokazi da je ¢ < 1.

Neka je (an)n niz realnih brojeva definiran s aq =t i

apt1 = 4an(l —an), n > 1.

Za koliko razli¢itih vrijednosti broja t vrijedi agg15 = 07
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7. Dano je osam realnih brojeva ai,as,...,ag razli¢itih od nule. Dokazi da je barem jedan od Sest brojeva
a1a3 + a2a4, a1as + a2a6, a107 + a20g, a3a5 + A406, a3a7 + G408, a507 + Aeag nenegativan.

8. Neka je n > 2 cijeli broj i neka je f : R? — R funkcija takva da za svaki pravilan n-terokut A;A,...A,
vrijedi

F(AD + f(A2) + oo+ F(An) =0,

Dokazi da je f nul-funkcija.
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10.2. C24: Kombinatorna geometrija - Luka Buli¢ Braculj

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Princip ekstrema - fiksiranje nekog elementa s minimalnom ili maksimalnom vrijednosti nekog svojstva (poput
koordinata ili udaljenosti)

Konveksna ljuska nekog skupa toc¢aka u ravnini jest presijek svih konveksnih skupova kojima je taj skup podskup.
Standardne tehnike u kombinatorici: indukcija, metoda kontradikcije, invarijante i monovarijante

Laksi zadaci

1. (Sylvester-Gallai teorem) Dano je kona¢no mnogo tocaka u ravnini takvih da nisu sve kolinearne. Dokazi
da postoji par tocaka koje leze na pravcu na kojem ne lezi nijedna od preostalih zadanih tocaka.

2. Dan je skup od n > 3 pravaca takav da ne prolaze svi kroz jednu tocku te nikoja 2 nisu paralelna. Dokazi
da postoji tocka kroz koju prolaze samo 2 od zadanih pravaca.

3. Neka je n prirodni broj. Unutar kruznice nalaze se tocke Ay, Ao, ..., A,, a na kruznici tocke By, Bo, ..., B,
takve da su duzine A B;, A3Bs, ..., A, B, u parovima disjunktne. Skakavac smije skoditi iz tocke A; u
tocku A; (zai,j € 1,2,...,n,i # j) ako i samo ako duzina A;A; ne prolazi nijednom unutarnjom tockom
duzina AlBl, AQBQ, ey Aan

Pokazi da skakavac moze do¢i iz bilo koje tocke A; u bilo koju tocku A;.
Umjereni zadaci

4. Neka su Py, Ps, ..., Py, 2n razli¢itih tocaka na jediniénoj kruznici 22 + y? = 1. Svaka je tocka obojena
crvenom ili plavom bojom tako da je n tocaka crveno i to¢no n plavo. Neka je Ry, Ro, ..., R, proizvoljan
poredak crvenih tocaka. Neka je B; plava tocka najbliza R; putujuéi po kruznici u smjeru obrnuto od
kazaljke na satu pocevsi od R;. Zatim je By ona od preostalih plavih tocaka koja je najbliza Rs putujuéi po
kruznici u smjeru obrnuto od kazaljke na satu pocevsi od Rs i tako dalje dok ne oznacimo sve plave tocke
By, Bs,...,B,. Dokazi da broj kruznih lukova usmjerenih obrnuto od kazaljke na satu oblika R; — By
koji sadrze tocku (1,0) ne ovisi o poretku crvenih tocaka Ry, Ra, ..., Ry,.

5. Neka je n > 3 prirodan broj. Ivica i Marica igraju igru: Prvo Ivica oznadi stranice pravilnog n-terokuta
brojevima 1,2, ...,n na proizvoljan nacin, koristec¢i svaki broj to¢no jednom. Zatim Marica podijeli taj n-
terokut u trokute crtajuc¢i n — 3 dijagonala koje se ne sijeku unuter n-terokuta. Sve su dijagonale oznacene
brojem 1. Unutar svakog trokuta upisan je umnozak brojeva napisanih na njegovim stranicama. Neka je
S suma tih n — 2 umnozaka.

Odredi vrijednost od S ako Marica zeli da S Sto manji, a Ivica zeli da S bude sto veéi i ako oboje igraju
optimalno.

6. Prerez konacnog skupa tocaka u ravnini je podjela tog skupa na disjunktne podskupove A i B za koju
postoji pravac koji ne prolazi niti jednom to¢kom promatranog skupa, takav da su sve tocke skupa A s
jedne strane, a sve tocke skupa B s druge strane tog pravca. Odredi najveéi moguéi broj prereza skupa
od n tocaka u ravnini.

7. Splet je konacan skup pravaca u opéem polozaju (tj. svaka dva pravca se sijeku, ali nikoja tri ne prolaze
istom tockom). Pravci spleta dijele ravninu na podrucja Cije su stranice duzine ili polupravei. Labirinit je
splet u kojem je svaki pravac obojan, poput zida, s jedne strane crvenom, a s druge strane plavom bojom.
Dva podrucja sa zajednickim vrhom koja u toj toc¢ki imaju i crvene i plave stranice nazivamo povezanima.
Po labirintu se kre¢u mravi koji mogu prijeéi iz podrucja u kojem se nalaze samo u podrucje koje je s
njim povezano. Za splet S definiramo k(.S) kao najveéi broj mrava koje je mogude razmjestiti po svakom
labirintu na S tako da se nikoja dva mrava ne mogu sastati kre¢uéi se po labirintu.

Za n € N odredi sve moguce vrijednosti k(S) pri ¢emu je S splet od n pravaca.

Tezi zadaci



94

MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

8. U ravnini se nalazi n > 2 duzina takvih da se svake dvije duzine sijeku u unutrasnjoj tocki i da nikoje
tri duzine nemaju zajednicku tocku. Geoff mora izabrati po jednu krajnju tocku svake duzine i na nju
postaviti zabu okrenutu prema drugoj krajnjoj tocki te duzine. Potom ¢e pljesnuti rukama n — 1 puta.
Svaki put kada pljesne, svaka zaba odmah skoc¢i prema naprijed do iduce tocke presjeka na svojoj duzini.
Zabe nikad ne mijenjaju smjer svojih skokova. Geoffu Zeli postaviti zabe tako da nikoje dvije od njih niti
u jednom trenutku ne zauzimaju istu tocku presjeka.

a) Dokazi da Geoff uvijek moze ispuniti svoju zZelju ako je n neparan.
b) Dokazi da Geoff nikad ne moze ispuniti svoju Zelju ako je n paran.

9. U koordinatnoj se ravnini nalazi kona¢no mnogo zidova, odnosno disjunktnih duzina, od kojih nijedan nije
paralelan s koordinatnim osima. BuldoZer se iz proizvoljne tocke pocinje kretati u +z smjeru (udesno).
Svaki put kada se buldozer sudari sa zidom, okrene se za 90° (okrenut od zida) i nastavi se kretati. (Dakle,
buldoZer se uvijek kreée paralelno s koordinatnim osima.)

Dokazi da je nemogucée da se buldozer sudari s obe strane svakog zida.
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10.3. C28: Kompleksni brojevi i polinomi - Boris Stankovié

Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Na casovima matematike u Skoli se precesto kompleksnim brojevima i polinomima pristupa na neintuitivan i
povrsan nacin, pa tako ne dobijemo priliku da otkrijemo mnoga njihova zanimljiva svojstva i koliko su zapravo
povezani. Ovo predavanje je pravljeno s ciljem da tu nepravdu barem malo ispravi. Veliku zahvalu $to sam uopste
u stanju ovo predavanje otkucati u ETEXu dugujem Milici Vugdeli¢ i Ervinu Maci¢u od kojih sam ucio osnove
KTEXa kojima sam posebno zahvalan na ustupljenim originalnim rjesenjima za neke od zadataka i pomoéi oko
kucanja istih.

Ocekujte neocekivano

U ovom odjeljku diskutirat ¢emo rjesenja nekoliko nepreteskih zadataka koji iako se na prvu ¢ine ruzni i neza-
nimljivi se ispostave neocekivano elegantnima zbog "magi¢ne" povezanosti mnogih elemenata matematike.

1. Neka su a, b, ¢,d realni brojevi takvi da je b — d > 5 i da su sve nultocke x1,x2,x3, x4 polinoma P(z) =
2t + ax® + bx? + cx + d realne. Naéi minimalnu vrijednost izraza (2% 4+ 1)(23 + 1)(23 + 1) (23 + 1)

2. Dokazati da su svi ¢lanovi niza a,, = W za n € N prirodni brojevi.

3. Dokazati da broj (12 + 5¢)™ nije realan ni za jedno n € N.

Cebisevljevi polinomi

Posmatrajmo uglove 20°,40°,60°,80°. Zajednicko ovim uglovima da je sin njihove devetostruke vrijednosti jed-
nak 0. To nam daje naznaku da bi trebala postojati neka veza izmedu sin 20°, sin 40°,sin 60°,sin 80°. Odgovor
na pitanje koja je to veza daju nam Cebisevljevi polinomi.

Polinomima Cebi$evljevog tipa nazivamo specifi¢ne polinome koje definiemo preko njihovih vrijednosti za odre-
dene trigonometrijske funkcije. Iz njihove najpozntije definicije ¢ak nije najjasnije da se radi o polinomima. U
daljnjem tekstu pozabavit ¢éemo se glavnim vrstama CebiSevljevih polinoma, dokazati da oni zaista jesu polinomi
i navesti neke njihove osobine koje nam mogu biti korisne u rjesavanju odredenih problema.

Cebisevljevi polinomi prve vrste

Za prirodan broj n sa T),(z) oznacavmo n-ti Cebivevljev polinom prve vrste koji je definisan tako da je
T, (z) = cos(cos™! ) ili ljepSe i korisnije zapisano:
T, (cosx) = cosnx

Koristenjem poznatih trigonometrijskih formula cos2z = 2cos?z — 1 i cos 3z = 4 cos® x — 3 cosx imamo da je
Ty(x) = 222 — 1, T3(x) = 423 — 3z.
Zelimo najprije pokazati da ovo zaista jeste polinom, tj. da je cosnaz polinom po cosz. Ako idemo na dokaz
indukcijom imamo iz identiteta

cosnx = cos(x + (n — 1)a) = cosz cos(n — 1)z — sinxsin(n — 1)z

da je dovoljno pokazati da se sinxsin(n — 1)x moZe prikazati kao polinom po cosz. Medutim, to slijedi iz

sinzsin(n — 1)z = 1(cos(n — 2)x — cosnz). Odavdje sredivanjem slijedi vrlo koristan identitet cos(n + 1)z +
cos(n — 1)z = 2cosxcosnx odakle slijedi da CebiSevljevi polinomi zaista jesu polinomi i da zadovoljavaju

rekurziju:
Toi1(x) = 22T, (z) — Thior ()

Ovako lijepa rekurzija daje nam moguénost da na priliéno jednostavan nac¢in ra¢unamo Cebisevljeve polinome
i utvrdimo mnoga njihova korisna svojstva. Nekoliko prvih Cebisevljevih polinoma prve vrste su:
TO (l‘) =1
Ti(z) ==
To(z) =222 — 1
Ts(x) = 423 — 3x
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Ty(x) = 8z* — 822 + 1
Ts(z) = 162° — 2023 + 5z
Te(x) = 322° — 48z% + 1822 — 1
Ty (z) = 6427 — 1122° + 562> — Tx
Ty(x) = 1282% — 25625 + 160x* — 3222 + 1
To(x) = 2562 — 57627 + 43225 — 12023 + 9z
Tio(z) = 512210 — 128028 + 112025 — 400z* + 5022 — 1

Cebisevljevi polinomi prve vrste zadovoljavaju sljedec¢a svojstva koja se dosta lagano mogu pokazati (najéesée
indukcijom):

1. Koeficijenti svih T}, () su cijeli brojevi.

2. Ako je n parno nenulte koeficijente T}, (z) ima samo uz ¢lanove oblika z2t, a ako je n neparno onda nenulte
koeficijente ima samo uz ¢lanove oblika x2t+1.

Nenulti koeficijenti alterniraju u predznaku.

Slobodni ¢lan je jednak (—1)% zan =2k i 0 za n = 2k + 1.
Vodedi koeficijent T, (z) je 2"~ 1.

Koeficijent uz x u To,y1(x) je (—=1)"(2n + 1).

. Suma koeficijenata svakog T, (x) je 1.

. Koeficijent uz 22 u Tor(x) je (—1)FT12k2.

© o N> o s w

. Suma apsolutnih vrijednosti koeficijenata T,,(z) je 15((1+v2)" + (1 — v2)".

10. Nultocke T, (x) su cos(m) gdje k € Z.

2n

Cebisevljevi polinomi druge vrste

Cebisevljevi polinomi druge vrste za prirodan broj n oznacavaju se sa U, (x) i definisu se tako da je:
U, (cosz)sinx = sin(n + 1)z

Sli¢nim razmatranjem kao gore pokazuje se da U, (z) zaista jeste polinom i da Cebisevljevi polinomi druge vrste
zadovoljavaju istu rekurziju kao i oni prve vrste, pa kad znamo da je da je Up(z) = 1, Uy (z) = 2z rekurzija:
Un+1(z) = 22U, (z) — Up—1(x)

nam daje moguénost da odredujemo Cebisevljeve polinome druge vrste i njihove osobine.
Nekoliko prvih Cebisevljevih polinoma druge vrste su:

Uo(.’L‘) =1
Ui(z) =2z
Us(x) = 42% — 1

Us(z) = 82 — 4z
Uy(z) = 162* — 1222 + 1
Us(r) = 3225 — 3223 + 62
Us(x) = 6425 — 802" + 2422 — 1

Osobine Cebisevljevih polinoma druge vrste koje mozemo sli¢no dokazati su:
1. Koeficijenti svih U, () su cijeli brojevi.

2. Ako je n parno nenulte koeficijente T}, (x) ima samo uz ¢lanove oblika z2t, a ako je n neparno onda nenulte
koeficijente ima samo uz ¢lanove oblika z2t*T,

Nenulti koeficijenti alterniraju u predznaku.

Slobodni ¢lan je jednak (—1)F za n =2k i0zan = 2k + 1.
Vodeéi koeficijent U, (z) je 2™.

Koeficijent uz « u Uayq1(2) je (—=1)"(2n + 2).

Suma koeficijenata svakog U, (z) je n + 1.

S B N o

Nultocke Uy, () su cos(2F) gdje k € Z.
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Cebisevljevi polinomi u (ne)takmicarskim zadacima

1. Ako su cg, ¢1, ¢, ..., cg TazliCiti brojevi iz skupa 1,2, ...,9 dokazati da vazi:
sin ¢p® - sin (10° + ¢1°) - sin (20° 4 ¢2°) - ... - sin (80° 4 ¢5°) < %

: _ 27 X :.
2. Neka je a = 5557 Izracunati:

cos « - cos 2a - ... cos1010«

3. Odrediti sve realne polinome P(z) takve da je P(z? —2) = P(z)? — 2 za sve x € R.

Odabrani tezi zadaci

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji jedinstven polinom @ s koeficijentima iz skupa 0,1,2, ...,
takav da je Q(—2) = Q(-5) = n.

2. Nadi sve polinome P(z) s cjelobrojnim koeficijentima tako da za svaki prirodan broj n jednac¢ina P(z) = 2
ima cjelobrojno rjesenje.

9

n
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10.4. N24: Kombinatorna teorija brojeva - Andrija Tomorad

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Ovo je veéinom kombinatorno predavanje. Iako ¢e se ponegdje pojavljivati pojmovi i teoremi iz teorije brojeva,
preporucam da se zadaci rjeSavaju vise kombinatorno, tj. nemoj zadacima prisilno pristupati TB-ovski, vec
samo onda kad prirodno dode. Ako nisi siguran kako bi poceo zadatak, predlazem promatranje malih primjera
ili nekih posebnih zanimljivih slucajeva (npr. prostih brojeva, kvadrata prirodnih brojeva...). Ne zaboravite na
klasi¢ne kombinatoricke fore (princip ekstrema, indukcija, Dirichlet, invarijante, ...).

Ako je pitanje da/ne, razmislite o pogadanju rjeSenja. Osim ako je pitanje "Vrijedi li za sve ... ?' gdje ée
pretpostavka suprotnog dati ili kontradikciju ili bitne imformacije o onom za koji ne vrijedi, te dvije tvrdnje bi
se najvjerojatnije pokazale na vrlo razliCite nacine i trebat ¢e se baviti samo jednom.

Laksi zadaci
1. Dokazi da svaki prirodan broj ima visekratnika oblika 555...5000...0

2. Na igralistu se nalazi 2014 sportasa koji na dresovima imaju brojeve od 1 do 2014 (svaki broj je na
tocno jednom dresu). Na pocetku su svi u stoje¢em polozaju. U odredenim vremenskim intervalima trener
uzvikuje redom sve prirodne brojeve od 1 do 2014. Sportasi kojima je na dresu visekratnik uzviknutoga
broja odmah mijenjaju svoj polozaj iz stojeteg polozaja u ¢ucanj ili obratno. Koliko je sportasa u ¢uénju
nakon sto trener uzvikne broj 20147

3. Za dva polja tablice 10x10 kazemo da su prijateljska ako imaju barem jedan zajednicki vrh. U svako polje
tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak 10, tako da su brojevi u prijateljskim poljima
relativno prosti. Dokazi da postoji broj koji se pojavljuje u toj tablici barem 17 puta.

4. Skakavac se na pocetku nalazi u ishodistu brojevnog pravca, na broju 0, a zatim skace uvijek u istom
smjeru. Za prirodni broj k, skakavac u prvom skoku dolazi na broj 1, a svaki sljede¢i skok je tocno k
puta dulji od prethodnog. Na mjestu svakog visekratnika broja 2015 nalazi se rupa. Odredi sve prirodne
brojeve k takve da skakavac moze skoc¢iti 2015 puta, a da pritom ne usko¢i u rupu.

5. Neka je f: N — N funkcija takva da je f(ab) = f(a +b) za sve prirodne brojeve a > 4 i b > 4. Dokazi da
je f(n) = f(8) za sve prirodne brojeve n > 8.

Umjereni zadaci

6. Dva igraca igraju igru na skolskoj plo¢i naizmjence odigravajuéi poteze. Igrac¢ koji jena potezu bira dva
relativno prosta broja napisana na ploci, briSe ih te zapisuje na plocu njihov zbroj. Gubi igrac koji to ne
moze napraviti. Dokazi da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju ako je na pocetku na ploci bilo napisano

(a) 2019 jedinica; (b) 2020 jedinica.

7. Nadi sve parove razli¢itih cijelih brojeva (a, b) takve da postoji skup prirodnih brojeva S takav da za svaki
cijeli n to¢no jedan od brojeva n,n + a,n + b bude element iz S.

8. Broj n je "zanimljiv" ako se u nizu 1,2, ..., n svaka znamenka pojavljuje parno mnogo puta. Dokazi da ima
beskonac¢no mnogo zanimljivih brojeva i da su svi parni.

9. Ima li konac¢no ili beskona¢no prirodnih brojeva n za koje je o(n) > 2n, ali ne postoji podskup djelitelja
od n ¢ija je suma tocno 2n?

10. Zadan je konacan skup prirodnih brojeva A. Njegova dvoclana particija {B,C} je "dobra" ako je NZV
elemenata iz B jednak NZD-u elemenata iz C'. Nadi najmanji n takav da postoji skup s n elemenata koji
ima tocno 2015 "dobrih" particija.

Tezi zadaci

11. Neka je p > 2 prost broj. Za bilo koju p-premutaciju 7 definiramo f(7) kao broj visekratnika od p
mudu brojevima (1), 7(1) + m(2),...,m(1) + 7(2) + ... + w(p). Odredi prosjecnu vrijednost f () preko svih
permutacija.

12. Neka su m, n i k prirodni brojevi i neka su p1, pa, ..., p, brojevi 1,2, ...,n u nekom poretku. Ako za svaki
i €{1,2,...,n} vrijedi k|(m + p;i), dokazi da je barem jedan od brojeva m i n visekratnik broja k.
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13. Neka je (ay,)n niz prirodnih brojeva veéih od 1, gdje je a, je najmanji broj takav da (Vk < n)(a, # ak) i
NZD(ay,an—1) > 1. Dokazi da neovisno o prvom elementu niza, niz ¢e sadrzati sve prirodne brojeve.
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Hintovi s predavanja na prvom terminu
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11. Poglavlje

Hintovi za prvu grupu

11.1. A11l: Faktorizacije - Matej Ljubici¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

grupiranje
grupiranje
razlika kvadrata
kvadrat binoma

kvadrat binoma

faktoriziraj 6

© ® N e e W

x? je varijabla

—_
= O

. grupiranje

—
[\

. zbroj kubova

[
w

. kub zbroja

—_
Ny

. kub binoma

—_
ot

. dodaj i oduzmi ¢lan

—
[=p}

. djeljivos 2?2+ +1

—_
EN |

. kvadrat binoma

—
Qo

. faktoriziraj izraz

—
N

. pojednostavi izraze A i B

DO
o

. obrati pozornost na trazenu tvrdnju prilikom faktorizacije

\}
—

. zamjena a+b s c

N
N

. faktoriziraj brojnik tako da se moze skratiti

[\
w

. koristi formulu za kvadrat binoma i zamjenu a s -b-c

[\)
=

. minimalna vrijednost kvadrata je 0

[\V]
ot

. zbroji jednadzbe tako da se veéina izraza pokrati

DO
D

. a® + 1% + ¢ = 3abe, izluéi faktore s lijeve strane tako da se dobije desna

[\)
N

. kvadrat zbroja brojeva a,b,c,d
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11.2. C11: Uvod u indukciju - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

[ e S S e T = T =Ty =
O B A S TR R =)

© ©® N e N

klasi¢na indukcija, u koraku krenuti od pretpostavke i graditi dalje

klasi¢na indukcija, u koraku krenuti od onoga o ¢emu zelimo znati nesto vise
klasi¢na indukcija, u koraku raspisati sumu prvih n 4+ 1 prirodnih brojeva
klasi¢na indukcija

klasi¢na indukcija

Rjesenje koje se moZe naslutiti na malim primjerima ( moze se pokazati indukcijom.

7i7)
S koliko dijagonala doprinosi vrh koji je u odnosu na pretpostavku dodan u koraku?

U koraku (za n + 1) promatrajte n pravaca i s koliko sjeciSta doprinese taj zadnji dodani pravac.
U koraku (za n + 1) promatrajte n kruznica i Sto se desi kad dodamo tu zadnju kruznicu.

Koliko ima trazenih podskupova koji ne sadrze element n + 17 Kako mozemo dodati taj zadnji element?

. Izbor markica moze sadrzavati barem jednu vrijednosti 5 kn ili mogu sve biti vrijednosti 3 kn.
. Ploéa 2711 x 2"*! sastoji se od 4 plode 2" x 2". Kako moZete poplocati sredinu velike ploce?
. Proucite zadatak 8.

. indukcija s korakom 3

. klasi¢na indukcija

. Provjerite sto se dogada na malim primjerima.

. Promotrimo igraca s najvise pobjeda. Njega zZelimo staviti na celo kolone.

. Napravite korake iz n u 2n paiznun — 1.
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11.3. C14: Logika i dokazi - Patricija Dovijanic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

® N e W

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

. Zapisite tvrdnje u jednostavnijim oblicima: "Ne pijem i ne pusim i ne psujem", "Preumoran sam ili je
I

predavanje pretesko', "Broj jedan nije prost i broj jedan nije slozen".
Pronadite konkretne brojeve za koje ne vrijedi zadani izraz.
Pronadite konkretan broj za koji tvrdnja ne vrijedi.

Dokazite direktno koriste¢i poznate ¢injenice iz geometrije.

Dokazite direktno kao slican primjer iz uvoda.

Zapisite broj u obliku abcde i raspisite po znamenkama.
Podijelite zadatak na sluc¢ajeve u ovisnosti o ostatku dijeljenja zadanog prirodnog broja s 3.

Za svaku od izjava posebno pretpostavite da je bas ona ta koja je istinita. Ako dobijete nesto Sto nema
smisla, onda je ta tvrdnja sigurno lazna. Ponovite za sve tvrdnje i ona koja ne daje kontradikciju je tocan
odgovor.

Sli¢no kao u prethodnom zadatku.
Sli¢no kao u prethodnom zadatku.

Zapisite te brojeve po znamenkama (kao u 6. zadatku) i ponovo pomoc¢u znamenaka zapisite kako izgleda
taj zbroj. Pretpostavite da je taj zbroj kvadrat nekog prirodnog broja i pokusajte dobiti kontradikciju.

Pretpostavite da ih ima kona¢no mnogo, tj. da postoji najveéi prosti broj, i pokusajte dobiti kontradikciju.

Pretpostavite da postoje prirodni brojevi m i n za koje je neskrativ (bitno!) razlomak * jednak V2 i
pokusajte dobiti kontradikciju.

Implikacija se negira tako da uzrok ostane nepromijenjen, posljedicu negiramo, a zatim te dvije tvrdnje
povezemo veznikom "i", "a" ili "ali".

Obrat znac¢i da samo zamijenimo uzrok i posljedicu, bez ikakvih negacija, i ne mora imati istu istinitosnu
vrijednost kao pocetna implikacija.

Mozda éete morati uvesti jos neke pojmove koji su se u polaznoj implikaciji podrazumijevali.

Tvrdnju zapisite jednostavnije: "Ako je barem jedan od brojeva a i b djeljiv s ¢, onda je i njihov umnozak
ab djeljiv s c." Pazite da ste dobro napisali obrat! Obrat ne vrijedi, a to mozete dokazati tako da nadete
kontraprimjer.

Dokazati mozete direktno, a obrat ne vrijedi (dokazite!).

Obrat vrijedi, samo razmislite kako biste to dokazali.

Pazite da u obratu po kontrapoziciji ne zaboravite zamijeniti uzrok i posljedicu i oboje negirati.
Prisjetite se znacenja svih navedenih pojmoval

Zapisite obrat po kontrapoziciji te ga dokazite direktno. Odatle slijedi istinitost polazne tvrdnje.
Sli¢no kao prethodni zadatak.

Imajte na umu ¢injenicu da je (z + y)? = 22 + 22y + y? za realne brojeve z i y.
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11.4. G11: Sukladnost i slicnost - Maja Drmac¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.

®© N ot N

SK S poucak o sukladnosti.
K K poucak o sli¢nosti.

K K poucak o sli¢cnosti.

K K poucak o slicnosti.
SK S poucak o sli¢nosti.

K K poucak o sli¢nosti.

KSK poucak o sukladnosti.

a) KK poucak o sli¢nosti.

b) SKS poucak o sli¢nosti.
SK S poucak o sukladnosti.
SSK poucak o sukladnosti.

K K poucak o sli¢nosti, neki konstantni omjeri.
K K poucak o sli¢nosti, Pitagorin poucak.
Uvedi polovista AP i PB. SK S poucak o sukladnosti.

Angle chase, K K poucak o sli¢nosti.
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11.5. N11: Diofantske jednadzbe - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

=

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

A T o

. Ovo nije Diofantska jednadzba nego zadatak rije¢ima - oznacite s x broj Diofantovih godina i izrazite na
2 nacina.

Kojim znamenkama moze zavrsavati potpun kvadrat?
Pomnozite sve s zy i faktorizirajte.

Pomnorzite sve s xy i faktorizirajte.

Faktorizirajte.

Usporedite taj izraz s 2 uzastopna potpuna kvadrata. Dobijte da je strogo manji od jednog, a strogo veci
od drugog.

Zgodno faktorizirajte.

Faktorizirajte zagradu pa promatrajte parnost.

Faktorizirajte.

Promatrajte parnost.

Promatrajte djeljivost s 5.

Faktorizirajte, iskoristite to sto znate najveci zajednicki djelitelj faktora da upotrijebite djeljivost s 4.
Promatrajte djeljivost s 4.

Promatrajte djeljivost s 3.

Faktorizirajte.

Promatrajte ostatak pri dijeljenju sa 9.

Faktorizirajte desnu stranu pogodno, pa iskoristite Sto su faktori relativno prosti (zakljucite da svaka mora
biti potpun kub pa dodite do kontradikcije).
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12. Poglavlje

Hintovi za drugu grupu

12.1. A12: Nejednakosti - Mislav Brnetic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Pomnozite zadanu nejednakost s 2 te zatim svedite na tvrdnju da je kvadrat nenegativan.

2. Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.
3. Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane i iskoristite uvjet iz zadatka.
4. Pomnozite nejednakost sa vx2 + 1 i zatim iskoristite AG nejednakost.
5. Pomnozite nejednakost sa b; + ... + b, te zatim primijenite CSB nejednakost.
6. KA nejednakost
Primijenite ¢injenicu da je kvadrat broja nenegativan.
GH nejednakost
Primijenite AG nejednakost.
7. 1. hint

Primijetite da je zadana nejednakost ekvivalentna sa sljedecom:

a?+b° _ (a+b)?
2 T 4

2. hint
Primijenite KA nejednakost.

8. Koristite AG nejednakost na lijevoj strani kako biste dobili da je zadani izraz vedi ili jednak od nekog
fiksnog broja.

9. Supstituirajte izraze (a + b), (b+ ¢), (c + a).
10. Primijenite CSB nejednakost.
11. Primijenite AG nejednakost na svaki par brojeva s lijeve strane i zbrojite te nejednakosti.
12. Primijenite CSB nejednakost.
13. Primijenite CSB nejednakost na modificirani izraz.
14. Primijenite AG nejednakost na n + 1 ¢lanova.
15. Primijetite da iz uvjeta zadatka vrijedi a® < a,b* < b,c® < c.
16. Primijenite CSB nejednakost na svaki ¢lan pod korijenom s lijeve strane.
17. Na odgovarajuéi na¢in primijenite AG nejednakost na dio svakog nazivnika.

18. Uvedite supstituciju te zatim primijenite CSB nejednakost.
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19. 1. hint
Raspisite xg — x, kao g — 21+ 21 — 22+ ... + Tpu1 — Ty
2. hint
Primijenite zadatak 8.
20. 1. hint
Primijenite AG nejednakost na nazivnike razlomaka s lijeve strane.
2. hint
Primijenite KA nejednakost na tako dobivenu nejednakost.

21. 1. hint

Primiictit a 1 b
rimijetite = = — .
J 2%a+b 2 4da+2b

2. hint
Primijenite Engel formu CSB nejednakosti.

22. Odredite formulu za volumen i primijenite AG nejednakost.
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12.2. C12: Indukcija - Ema Borevkovic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Podijelite ploc¢u na Cetiri jednaka dijela.
Gdje sve moze stajati najveca kutija?
Razmislite po broju ¢ega sve mozete raditi indukciju.

Tvrdnja zadatka vrijedi za sve neparne brojeve.

AT

Dokazite da je moguée poredati novcic¢e da se zadovolji tvrdnja zadatka kad je njihov broj potencija broja
dva.

S

Uvijek ima parno neparnih hrpi.

7. Za koje konfiguracije ¢okoladica mozete lako osmisliti algoritam kojim ¢ete sve ¢okoladice iz te konfiguracije
modi premjestiti u jednu hrpu?

8. Dodajte jos jedan grad u graf i povezite ga s ostalima.

9. Kreativno odabereti po ¢emu ¢ete provesti indukceiju.
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12.3. C15: Invarijante - Maja Drmac¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Kako se mijenja zbroj nakon svake partije?

Koje su sve moguénosti promjene broja crnih polja?
Sto je s parnosti brojeva na ploci?

Kako se mijenja zbroj brojeva u krugu?

Promatraj odnos opsega i povrsine pri svakom potezu.

A T

Skiciraj nekoliko tocaka. Koji su sve bitni pojmovi (tj. karakteristike) vezani za tocke u koordinatnom
sustavu?

=

Promatraj kakve sve mogucénosti Anja ima po broju komada ¢okolade na njenom potezu.
8. Kako se mijenja zbroj brojeva na plo¢i?
9. Znas li neko svojstvo ¢iji je indikator zbroj znamenki?

10. Koji je najveéi broj na plo¢i nakon poteza?

11. Znas li neki algoritam/pojam iz teorije brojeva koji koristi transformacije iz zadatka?

12. Numeriraj vrhove i promatraj zbroj vrhova na kojima pise —1.

13. Promatraj zbroj brojeva u krugu.

14. Dokazi da umnozak brojeva na plo¢i ne raste.

15. Potpuni kvadrati ne mogu biti djeljivi s 3 i ne s 9.
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12.4. G12: Tetivni Cetverokuti - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Ll

ot

10.
11.
12.

13.
14.
15.

Iskoristite teorem o obodnom i sredisnjem kutu.
Iskoristite prvu karakterizaciju tetivnih ¢etverokuta i Talesov teorem.
Prva karakterizacija tetivnih ¢etverokuta.

Pokazite da sjeciste simetrale stranice i opisane kruznice lezi na simetrali nasuprotnog kuta. Koristiti
obodne kuteve (obodni kutevi nad istom tetivom su jednaki).

Tetivni ¢etverokut ABCF, obodni kutevi.

Neka je T trazena osnosimetri¢na slika ortocentra. Dovoljno je dokazati da je ¢etverokut AT BC' tetivan
(zbroj dva nasuprotna kuta je 180°).

Dovoljno je dokazati da je tocka N poloviste stranice AC.
Dovoljno je pokazati da je kut izmedu tangente u A i AB jednak kutu ZAED.

HINT 1: Neka je M poloviste od AB. Treba pokazati da su toc¢ke S, R i M kolinearne. To éemo pokazati
ako pokazemo /RSP = /MSP.
HINT 2: BQSM i PQSR su tetivni.

Tetivni cetverokut i angle chase.
Dovoljno je pokazati /GDC = ZGFC.

HINT 1: AMGH ~ AMEF
HINT 2: CM 1 EF, a iz toga mozemo dobiti i tetivnost nekih ¢etverokuta.

Ako sa I oznacimo drugo sjeciSte kruznice I' i BG, pokazi da je FI || CD.
Neka je E sjeciste AD i BC. Pronadi tetivne ¢etverokute BZEY i AZEC.

Neka je N poloviste od AB.
HINT 1: Pokazazi |[INX| = |NB]
HINT 2: Pokazati da je MXNB tetivan.
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12.5. N12: Sustavi ostataka - Mislav Brneti¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

. Za svaki ostatak pri dijeljenju broja sa 3, odnosno 4, pogledajte ostatak njegovog kvadrata.
Pogledajte ostatke mod 3.

Promotrite sve ostatke prirodnog broja pri dijeljenju sa 6.

Za svaki ostatak pri dijeljenju sa 7, odredite ostatak njegovog kuba.

Promotrite ostatke potencije broja 2 pri dijeljenju sa 7.

Prebacite a? na drugu stranu i faktorizirajte izraz.

Zapisite izraz u obliku zbroja cijelog broja i razlomka.

Primijetite kako se zadnja znamenka periodicki ponavlja.

© ®©® N e N

Primijenite Eulerov teorem.

»—
e

Konstruirajte odgovarajuéi ¢ koji zadovoljava uvjete zadatka za sve a i b.

—_
—_

. Promotrite koji je uvjet nuzan kako bi ¢ bio prirodan broj te analizirajte djeljivost brojeva a i b.

—
[\

. 1. hint

Pretpostavite suprotno, tj. da su oba broja kubovi prirodnih brojeva.

2. hint

Promotrite njihov umnozak koji bi tada takoder trebao biti kub prirodnog broja.
13. Primijenite Mali Fermatov teorem.
14. Rastavite na slucajeve n=1in > 1.

15. Promotrite brojeve aj := xj — 1.
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Poglavlje

Hintovi za trecu grupu

A13: Funkcijske jednadzbe - lvan Sinci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Dokazi da je f injekcija.

Uvrsti neke nule.

Uvrsti z :=1 — x.

Odredi f(1).

Koristi formulu za f(f(z)) koju si dobio iz dane jednadzbe, primijeni f na obje strane jednadzbe.
Dobij izraze za f(zy) i f(z + y) pa dodi do rjesenja proSirenjem s racionalnih na realne brojeve.
Dobij izraz za f(z + 1) — f(z) i zakljuéi da je f polinom nekog stupnja. Odredi taj stupanj.
Dobij surjektivnost pa injektivnost.

Uvrstavaj 11 f(1).

R T T o

,_.
e

Podijeli zadatak na slucajeve ovisno o tome postoji li neki broj koji se ne slika u nulu.

—_
—

. Sto je f(p — 1) za prosti broj p?

—
[\

. Promotri skup fiksnih tocaka.

[
w

. Dokazi da je f injektivna i multiplikativna.
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13.2. C16: Plo¢na kombinatorika - Luka Banovié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

AT

© ® 3N >

10.
11.
12.
13.
14.

Nadite odgovarajuce bojanje.

Sto se dogada s parnosti broja crnih polja pri svakom od navedenih koraka?
Tocan odgovor je 4.

Nadite odgovarajuée bojanje.

Cime je jednozna¢no odreden pravokutnik? Kako onda u odnosu na to odrediti broj pravokutnika za
proizvoljno polje?

Pokusajte induktivno nadi algoritam koji ée dati trazeni raspored brojeva.

Indukcija (i to dvostruka).

Pretpostavite suprotno. Iskoristite ¢injenicu da postoji najmanji prirodan broj.

Promatrajte sto se dogada s prva 2 retka/stupca.

Nadite odgovarajuée bojanje i invarijantu.

Dvostruko prebrojavanje.

Pronadite odgovarajuce bojanje i izvrsite dvostruko prebrojavanje.

Za koje male n je moguce doéi do Sahovskog bojanja? Za ostale nadite odgovarajuce bojanje i invarijantu.

Nadite odgovarajué¢u monovarijantu.
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13.3. G13: Simedijane - KreSimir Nezmah

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

11.

. Trigonometrijska ceva.

. (a) izraz za omjer u kojem Cevijan dijeli stranicu, vidi uvod

(b) Poloviste dijeli stranicu u omjeru 1 : 1.

Fantomiraj poloviste kao presjek izmedu BC i refleksije pravca AX. Trig bash.

o (a) Isto kao 3. zadatak

b) angle chase, koristi tetivnost i izogonalnost

¢) na dva nacina izrazi omjer |BD| : |[DC.

(
(

e (d) Uvedi tocku O kao srediste opisane od AABC
(e) cisti angle chase, koristi tetivnost iz (d) dijela
(

f) koristi sli¢nosti iz (b) dijela

¢ (g) analogno kao zadatak 1.

Kutove treba dobiti preko sli¢nosti. Dokazi sli¢nost koriste¢i omjere. Ptolomej.

Hint 1:
Hint 2:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:
Hint 4:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:
Hint 4:
Hint 5:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:
Hint 4:
Hint 5:

Hint 1:
Hint 2:
Hint 3:
Hint 4:

Pokazi da su AC i BC' tangente na AABP.
PC je simedijana u AABP.

Koristi sli¢nost iz 4. (b).

U ovom slucaju zapravo imamo sukladnost.

Rotacija koja Salje ADBC u ADM A takoder Salje sredista opisanih prvog u drugi.
length chase za |OD| = |01D| i |[AO| = |AO4], gdje je O srediste opisane od ADM A.

Poucak o simetrali kuta.
Dovoljno je pokazati da je omjer |AQ)| : |QC| konstantan.
Zadatak 2. (b).

AS je simedijana u AAPQ.

AB prepolavlja PQ.

HPAQ je tetivan, pokaze se chasom

Fantomiraj H' tako da leZi na AS i opisanoj od AAPQ.
chase preko svojstva simedijana da je H' refleksija od B.

Produzi AB i AC' da drugi put sijeku kruznicu sa sredistem T i radijusom |BT.
Neka su P i ) ta sjecista, dokazi slicnost AABC ~ AAQP.

Dovoljno je dokazati da su AAQP i AB;C; sukladni.

StoviSe, osnosimetri¢ni su s obzirom na AT, pokaZi chaseom.

Ako je M poloviste od BC, AMTS je tetivan.

Homotetija u A s koeficijentom 2. Dovoljno je pokazati da slika od F' lezi na opisanoj od AABC.

Nazovimo G tu sliku od F. Nagadamo da je ABGC harmonijski ¢etverokut.

Fantomiraj G’ tako da je ABG'C harmonijski, tj. AG simedijana, a I’ kao poloviste od AG.

Angle chase i svojstva simedijana da dobijes kako F' € BD i F' € CF.
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13.4. N13: Orderi - Paula Vidas

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

Odredite ord,»_1 a.

q|2°P -1 = 27 =1 (mod ¢). Promotrite ord, 2.

g|p?P—1 = pP? =1 (mod g). Promotrite ord, p.

Pretpostavite suprotno. Promotrite najmanji prosti djelitelj od n.

Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavite p > ¢g. Promotrite prvu relaciju.
p* =¢* (mod p+q).

Mali Fermatov teorem.

Promotrite neki prosti djelitelj od p? + 1.

© ®©® N e N

Hint 1. Ako je n neparan, faktorizirajte p™ + 1.

Hint 2. 1z uvjeta djeljivosti odredite koji od brojeva n i p mora biti veéi.
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Poglavlje

Hintovi za olimpijsku grupu

M8: Konstrukcije - lvan Novak
Link na zadatke. Link na rjesenja.
Indukcija.

Schur+CRT

Prijedi na primitivni korijen, pokusaj spariti brojeve.

= L o

Pretpostavi suprotno, da neki p nije u M. Promotri ostatke pri dijeljenju s p koji se beskona¢no puta
javljaju u M i one koji se kona¢no mnogo puta javljaju.
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14.2. M9: Funkcijske jednadzbe - Borna Simié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Izrazi f(zy?) na dva nacina.

Dokazi f(n) > n

Sli¢no kao prethodni zadatak.

Koje su moguce vrijednost f?

Pokrati f(yf(x)) i f(x + y). Koja su rjeSenja?
Pokrati f(z? 4+ yg(z)) i f(zy).

Izrazi f(x) — f(y).

Uvrsti nekako yf(x) — z i gledaj Sto dalje.

®© N ot N
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14.3. M10: Grafovi - Kresimir Nezmah

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Hint 1: U slu¢aju da nema ciklusa, stablo je bipartitan graf.

Hint 2: princip ekstrema, gledaj minimalni ciklus

Hint 1: Kako najlakse natjerati skup brojeva da ima ged = 17
Hint 2: DFS ili Euler

Hint 1: Promatraj permutaciju kao graf.
Hint 2: Kako rijesiti kada je samo jedan ciklus?
Hint 3: Kako spojiti dva ciklusa?

Hint 1: Na koja sve polja moze doéi prazno polje? Na koja sva polja moze doéi pojedini domino?
Hint 2: Napravi graf gdje kretanje po grafu predstavlja kretanje praznog polja.

Hint 3: Dokazi da je dobiveni graf stablo.

Hint 4: Dovoljno je pokazati da je broj bridova za jedan manji od broja ¢vorova te da nema ciklusa.
Hint 5: Za ciklus, Pickov teorem.

Hint 1: Napravi graf. Tocke neée biti ¢vorovi.
Hint 2: Kako rijesiti stablo? Sto onda s ciklusima.
Alternativni hint 2: Euler, kako napraviti da svi imaju paran stupanj?

Hint 1: Nadi koji bi mogao biti slucaj jednakosti. Nedostatak trokuta upucéuje na nedostatak neparnih
ciklusa.

Hint 2: Promatraj neki brid. Kako uvjet zadatka ogranic¢ava stupnjeve ¢vorova?

Hint 3: Raspisi dobivene izraze na drugaciji nacin, nejednakosti.

Hint 1: Pokusaj uvjete zadatka kodirati u graf tako da svaki brid predstavlja uvjet da mu vrhovi moraju
biti suprotne boje.
Hint 2: Pokazi da je svaki ciklus u takvom grafu paran.

Hint 1: Pokazi da je graf povezan.

Hint 2: Promatraj rastav na SCC, Zelimo pokazati da je samo jedan.
Hint 3: Uvijek postoji SCC koji ima out-degree 0.

Hint 4: Kontradikcija preko dvostrukog prebrojavanja in i out degreeova.

Hint 1: indukcija
Hint 2: Fiksiraj proizvoljni ¢vor.
Hint 3: Barem pola ¢vorova lezi na jednoj strani.

Hint 1: indukcija
Hint 2: Fiksiraj proizvoljni ¢vor i ostale podijeli na temelju odnosa sa fiksiranim.
Alternativni hint 2: Makni proizvoljni ¢vor pa ga pokusaj vratiti nazad.

Hint 1: princip ekstrema, promatraj maksimalni ciklus
Alternativno: indukecija, makni jedan ¢vor
Hint 2: SCC

Hint 1: Svaki ciklus sadrzan je u jednom SCC-u.
Hint 2: Fiksiraj ciklus od k 4+ 1 i promatraj najveéi pravi podskup koji takoder tvori ciklus.

Hint 1: Svakom ¢voru dodijeli skup dozvoljenih izlazeéih boja.
Hint 2: Kako najlakse osigurati da nijedan skup nije podskup drugog?

Hint 1: Svaki par promatraj kao jedan ¢vor. Kakav graf dobivamo?
Hint 2: Svaki turnir ima Hamiltonov put.
Hint 3: Koristi zadatak 12.

Hint 1: Rastav na SCC.
Hint 2: Sto ako je neki SCC velik? Sto ako imamo dva netrivijalna SCC-a.
Hint 3: Koristi zadatak 12.
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14.4. M11: Oporavljanje od koristenja sile - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. N je na translaciji neke dane kruznice.

Dodajte tocku. Ptolome;j.

Dodajte tocku. Zelite primijeniti nejednakost trokuta.
Uvedite srediste opisane kruznice trokuta ABC.
Pretpostavimo suprotno.

Spusti visine koje su jednake.

Promotri kruznicu opisanu trokutu KI1D.

© ® N e N

Promotri refleksiju oko simetrale AT



Dio

Hintovi s predavanja na drugom terminu



LJETNI KAMP 2021. 121

15. Poglavlje

Hintovi za prvu grupu

15.1. A21: Faktorizacije - Vedran Cifrek

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

grupiranje
grupiranje
razlika kvadrata
kvadrat binoma

kvadrat binoma, rastavi -4abcd na zbroj

faktoriziraj 6

© X N ke WD

22 je varijabla

—_
— O

. grupiranje

[
[\

. zbroj kubova

[
w

. kub zbroja

—_
W~

. kub binoma

[
ot

. dodaj i oduzmi ¢lan

—
[=p}

. djeljivos 22 +x +1

—_
BN

. kvadrat binoma, zbroj kvadrata je veéi jednak 0

—
oo

. faktoriziraj izraz

—
NeJ

. pojednostavi izraze A i B

DO
o

. obrati pozornost na trazenu tvrdnju prilikom faktorizacije

[\]
—_

. zamjena a+b s -c

[\
[N}

. faktoriziraj brojnik tako da se moze skratiti

[\
w

. koristi formulu za kvadrat binoma i zamjenu a s -b-c

(V)
=

. minimalna vrijednost kvadrata je 0

[\
t

. zbroji jednadzbe tako da se veéina izraza pokrati

DO
D

. pretpostavi poredak brojeva x, y i z, te pametno faktoriziraj.

[\)
N

. a® 4+ b3 + ¢® = 3abc, izludi faktore s lijeve strane tako da se dobije desna
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28. kvadrat zbroja brojeva a,b,c,d
29. a® + b3+ = (a+b+c)(a®+b*+c? —ab— ac— be)



LJETNI KAMP 2021. 123

15.2. C21: Uvod u indukciju - Paula Horvat

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Pretpostavka: 2n — 1 je n.-ti neparni broj.
Standardna indukcija.
Standardna indukcija.
Standardna indukcija.

Pretpostavi da 6™ 4+ 4 = 5k. Pretpostavku uvrsti u korak. Isto vrijedi i za b) i ¢) dio zadatka.

A T

U koraku nacrtaj mnogokut s n + 3 stranice s vrhovima A, As... te povuci dijagonalu koja spaka vrh
Apyo s vchom Aj.

=~

Promatrati zadnje znamenke potencija broja 2.

8. Pretpostavka indukcije: Za neki k € N tj. za piramidu od k slojeva potrebno je W loptica.
9. Standardna indukcija.

10. Pretpostaviti da se svaki prirodni broj k£ > 8 moze zapisati kao k = 3a + 5b.

11. Standardna indukcija.

12. Obrnuta indukcija s bazom m = n, te se u koraku dokazuje za svaki prethodni m.

13. Iz pretpostavke da je za neki n € N vrijedi p, < 22" promatrati prosti broj pips ... pn + 1.

14. Iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi promatrati slucajeve kad se jos jedan par rukuje. Moguéi slucajevi
su: rukovale su se osobe s parnim i neparnim brojem rukovanja, rukovale su se osobe s parnim brojem
rukovanja i rukovale su se osobe s neparnim brojem rukovanja.

15. Standardna indukcija.
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15.3. C25: Logika i dokazi - Matko Simi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Zapisite tvrdnje u jednostavnijim oblicima: "Ne pijem i ne pusim i ne psujem', "Preumoran sam ili je
predavanje pretesko", "Broj jedan nije prost i broj jedan nije slozen".

Pronadite konkretne brojeve za koje ne vrijedi zadani izraz.
Pronadite konkretan broj za koji tvrdnja ne vrijedi.

Podijelite zadatak na slucajeve u ovisnosti o ostatku dijeljenja zadanog prirodnog broja s 3.

DA ol

Za svaku od izjava posebno pretpostavite da je bas ona ta koja je istinita. Ako dobijete nesto Sto nema
smisla, onda je ta tvrdnja sigurno lazna. Ponovite za sve tvrdnje i ona koja ne daje kontradikciju je tocan
odgovor.

6. Slicno kao u prethodnom zadatku.
7. Sli¢cno kao u prethodnom zadatku.

8. Zapisite te brojeve po znamenkama i ponovo pomoc¢u znamenaka zapisite kako izgleda taj zbroj. Pretpos-
tavite da je taj zbroj kvadrat nekog prirodnog broja i pokusajte dobiti kontradikciju.

9. Pretpostavite da ih ima kona¢no mnogo, tj. da postoji najveci prosti broj, i pokusajte dobiti kontradikciju.

10. Pretpostavite da postoje prirodni brojevi m i n za koje je neskrativ (bitno!) razlomak * jednak V2 i
pokusajte dobiti kontradikciju.

11. Implikacija se negira tako da uzrok ostane nepromijenjen, posljedicu negiramo, a zatim te dvije tvrdnje

nsn n_n

povezemo veznikom "i", "a" ili "ali".

12. Obrat znaci da samo zamijenimo uzrok i posljedicu, bez ikakvih negacija, i ne mora imati istu istinitosnu
vrijednost kao pocetna implikacija.

13. Mozda ¢ete morati uvesti jos neke pojmove koji su se u polaznoj implikaciji podrazumijevali.

14. Tvrdnju zapisite jednostavnije: "Ako je barem jedan od brojeva a i b djeljiv s ¢, onda je i njihov umnozak
ab djeljiv s ¢." Pazite da ste dobro napisali obrat! Obrat ne vrijedi, a to mozZete dokazati tako da nadete
kontraprimjer.

15. Dokazati mozete direktno, a obrat ne vrijedi (dokazite!).

16. Obrat vrijedi, samo razmislite kako biste to dokazali.

17. Pazite da u obratu po kontrapoziciji ne zaboravite zamijeniti uzrok i posljedicu i oboje negirati.
18. Prisjetite se znacenja svih navedenih pojmoval

19. Zapisite obrat po kontrapoziciji te ga dokazite direktno. Odatle slijedi istinitost polazne tvrdnje.

20. Sli¢no kao prethodni zadatak.
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15.4. G21: Sukladnost i slichost - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. SKS poucak o sukladnosti.
K K poucak o sli¢nosti.

K K poucak o slicnosti.

K K poucak o slicnosti.
SK S poucak o sli¢nosti.

K K poucak o sli¢nosti.

KSK poucak o sukladnosti.

®© N ot W

a) KK poucak o sli¢nosti.
b) SKS poucak o sli¢nosti.
9. SKS poucak o sukladnosti.
10. KK poucak o sli¢nosti.
11. SSK poucak o sukladnosti.
12. KK poucak o sli¢nosti.
13. Uvedi polovista AP i PB. SKS poucak o sukladnosti.
14. KK poucak o sli¢nosti, Pitagorin poucak.
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15.5. N21: Diofantske jednadzbe - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

e e e
@ N =2

© ©® N e N

faktorizacija

faktorizacija

kvocijent

kongruencije

smjestanje medu kvadrate
faktorizacija
ogranic¢avanje

kongruencije

ogranicavanje

. faktorizacija, gledanje mjere
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16. Poglavlje

Hintovi za drugu grupu

16.1. A22: Nejednakosti - Paula Horvat

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_
= O

12.
13.
14.

15.

© ® N e e W

Svodenje na sumu kvadrata.

H-A nejednakost.

Svodenje na sumu kvadrata.

A-H nejednakost.

A-K nejednakost.

Rijesiti se nazivnika i svesti na sumu kvadrata.

A-H nejednakost s ¢lanovima (a + b), (b + ¢), (a + ¢).

A-G nejednakost nakon sto se rijeSite zagrada.

2

Za svaki n vrijedi z,, > 7.

1 u nazivniku zamijeniti s zy + yz + xz te faktorizirati nazivnik.

. Progiriti lijevu stranu s a®b’c®. Bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da vrijedi a < b < ¢ te promatrati
Sto se deSava s potencijama brojeva ve¢ih i manjih od 1. Primijeniti abc = 1 pri zakljucivanju.

Rijesiti se nazivnika gdje se moze te primijeniti G-H nejednakost.

U Heronovoj formuli za povrsinu trokuta primijeniti A-G nejednakost.

Uvesti supstituciju: . = 1,y = %, z = L. Supstituciju primijeniti i u uvjetu te dokazati novu nejednakost

a c’

s novim uvjetom. Dokazuje se pomocu CSB-a.

Uvesti supstituciju: a = *5,b = pr c = ~Z5. Supstituciju primijeniti i u uvjetu te svesti na potpuni
kvadrat.
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16.2. C22: Indukcija - Laura Horvat

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Standardna matematicka indukcija.

2. Standardna matematicka indukcija.

3. Standardna matematicka indukcija.

4.  Bagza: Koji su mogudi ostaci kvadrata prirodnog broja pri dijeljenju s 87
o K=" -1)+1

5. e Jaka indukcija.
o (1= (e

6. e Nejednakost trokuta.
e Omedi kosinus odozgo.
7. Kako glasi prvih nekoliko ¢lanova niza?
8. Kako su dobiveni a i 57
9. Sto se dogodi nakon prvog loma?

10. Korak [n + 1]: Najprije prebaci prvih n diskova na drugi Stap.

11. Uvedi supstituciju a =z, b = —y.
12. Podijeli jednakost iz pretpostavke s 2.
13. Posebno promatraj slucajeve kad n u zapisu sadrzi barem jednu peticu i kad se sastoji samo od trojki.
14. Dokazi pomo¢nu tvrdnju: [],_; 251 < ﬁ
15.  a) ged(m,n) = ged(m,m £ n)
b) e Dokazi pomoénu tvrdnju: Fp,yp, = FrpFrg1 + Fro1 Fiy.
o Dokazi pomoénu tvrdnju: F,|F

« vidi hint za a).

o ged(m,n) =1 = ged(m,nk) = ged(m, k)



LJETNI KAMP 2021. 129

16.3. C26: Invarijante - David Mikul¢i¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Kako se mijenja zbroj nakon svake partije?

Koje su sve moguénosti promjene broja crnih polja?
Sto je s parnosti brojeva na ploci?

Kako se mijenja zbroj brojeva u krugu?

Promatraj odnos opsega i povrsine pri svakom potezu.

A T

Skiciraj nekoliko tocaka. Koji su sve bitni pojmovi (tj. karakteristike) vezani za tocke u koordinatnom
sustavu?

=

Promatraj kakve sve mogucénosti Anja ima po broju komada ¢okolade na njenom potezu.
8. Kako se mijenja zbroj brojeva na plo¢i?
9. Znas li neko svojstvo ¢iji je indikator zbroj znamenki?

10. Koji je najveéi broj na plo¢i nakon poteza?

11. Znas li neki algoritam/pojam iz teorije brojeva koji koristi transformacije iz zadatka?

12. Numeriraj vrhove i promatraj zbroj vrhova na kojima pise —1.

13. Promatraj zbroj brojeva u krugu.

14. Dokazi da umnozak brojeva na plo¢i ne raste.

15. Potpuni kvadrati ne mogu biti djeljivi s 3 i ne s 9.
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16.4. G22: Tetivni &etverokuti - Matko Simié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

=

10.
11.
12.

13.

A T

Teorem o obodnom i sredisnjem kutu.
Talesov teorem.

Angle chase.

Jednakost obodnih kuteva nad istom tetivom.
Tetivni ¢etverokut ABCF, obodni kutevi.

Neka je T trazena osnosimetri¢na slika ortocentra. Dovoljno je dokazati da je ¢etverokut AT BC' tetivan
(zbroj dva nasuprotna kuta je 180°).

Zapravo zelimo pokazati da visina BN raspolavljava kut ZABC.
Dovoljno je pokazati da je kut izmedu tangente u A i AB jednak kutu ZAED.

Neka je M poloviste od AB. Treba pokazati da su toc¢ke S, R i M kolinearne. To é¢emo pokazati ako
pokazemo /RSP = /MSP.

Angle chase.
Dovoljno je pokazati Z/GDC = ZGFC.

HINT 1: AMGH ~ AMEF
HINT 2: CM 1 EF, a iz toga mozemo dobiti i tetivnost nekih ¢etverokuta.

Ako sa I ozna¢imo drugo sjeciste kruznice ' i BG, pokazi da je FI | CD.
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16.5. N22: Sustavi ostataka - Vedran Cifrek

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

© ®©® N e N

mod koji je dobar za kvadrate i potencije od 2

kongruencije

ako je umnozak brojeva potencija prostog, oba faktora su potencije prostog
probaj modove veéih potencija ako male ne prolaze

kongruencije

prvo odredi 2222 mod 7 i 5555 mod 7

odredi kada je 2% 4 3 djeljiv s 19

Eulerov teorem

ako je umnozak brojeva potencija prostog, oba faktora su potencije prostog
promatraj ostatke pri djeljenju raznim brojevima

promatraj proste brojeve koji dijele n

ako je umnozak brojeva potencija prostog, oba faktora su potencije prostog
MET

a® =1 (mod n), ako p(n)|z

faktorizacija i usporedivanje

promotri kada je a,, djeljiv je nekim prostim p

MFT, definicija djeljivosti

faktorizacija, pametne kongruencije

rijesi slucaj kada je neki od brojeva djeljiv s p, te svedi zadatak na taj slucaj

koristi MFT i pametno isprobavaj
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17. Poglavlje

Hintovi za trecu grupu

17.1. A23: Funkcijske - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Ideja je promotriti za koje z vrijedi 2¢°+% = 22¢

Raspisi do oblika (f(n+ 1) +2)% < (f(n) + 2)2.

BSOMP f(z) > f(y). Zamijeni z i y.

Prvo pokazi za 0 pa iz toga ubacivanjem indukcijom za prirodne pa nadalje indukcijom isto za racionalne.
Zamijeni x i y pa tako pokazi involutivonost. Nadalje ubaci y = 1.

Oznadi a = f(0) i b= f(a). Oduzmi P(f(z),0) od P(a,x).

Ubaci x = y = 0 pa raspisi po slu¢ajevima $to ¢g(0) moze biti.

© ® N e e W

Ubaci po slucajevima ¢ =y =0, x = 0, y = 0, a poslije toga x + 1 umjesto i y = 0.

10. Ubaci (0, ) pa pokazi bijektivnost. Ubaci (f(z),y).

11. Ubaci n =11 oznadi f(1) = a. Dalje indukcijom.

12. Ideja je dobiti jednostavniju jednadzbu g(g(z)) = —g(—x). Zato supstitucija g(z) = & — f(3 — z).

13. Klasic¢ni problem koji se moze rjesiti indukcijom. Prvo ubaci x =1, y = n.

14. Oznadi s P(z,y) jednadzbu f(zf(y)) = f(z + y). Uodi da je f(z) = 1 Va rjeSenje. Dakle, od sada

pretpostavimo da Ju tako da f(u) # 1.
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17.2. C23: Teorija grafova - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

o Zadatak 1: Trivijalno.

e Zadatak 2: Iskoristi tvrdnju: Ako su grafovi Gy i G5 izomorfni, onda inducirani podgraf sa V' C Vi je
izomorfan s induciram podgrafom 6(V) C V5.

o Zadatak 3: Trivijalno.

e Zadatak 4: Pohlepnim algoritmom obojaj vrhove grafa i boje mozes oznaciti redom po brojevima da ti je
lakse.

o Zadatak 5: Ideja je osloboditi se 'losih’ vrhova: onih koji imaju stupanj < E/V.

e Zadatak 6: Pronaéi ¢emo podgraf induktivno. Pretpostavimo da rezultat vrijedi za n — 1, dokazimo da
onda vrijedi za n.

e Zadatak 7: Kreni s ovim: Uzmimo u obzir najdulju moguéu stazu (optimalna pretpostavka) i neka je v
njegov posljednji vrh.

o Zadatak 8: Koje pretpostavke bi particija trebala imati? Intuitivno, takva particija trebala bi imati puno
‘ispresijecajuéih’ bridova, tj. bridova ¢iji je jedan vrh u Vi, a drugi u V5

e Zadatak 9: Koristimo indukciju po n pri ¢emu su bazni slucajevi trivijalni. Pretpostavimo da rezultat
vrijedi za n — 1 vrh. Izbrisimo vrh i formirajmo Hamiltonovu stazu s preostalih n — 1 vrhova.

o Lema 13: Iskoristi zadatak 8.

e Lema 16: Brisi vrhove iz G na sljedeéi nac¢in: dok god postoji barem jedan ciklus, uzmi neki i izbrisi iz
njega jedan vrh.

o Zadatak 10: Iskoristi zadatke 5 i 6, rjeSenje je onda u 2 reda.
o Zadatak 11: Esencijalno ista ideja kao zadatak 8.

o Zadatak 12: Primijeni lemu 13 (ne nuzno odmah).
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17.3. C27: Plo¢na kombinatorika - Luka Buli¢ Braculj

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Nadite odgovarajuce bojanje koje je korisno za plo¢icu dimenzija 4 x 1.

Nadite odgovarajuce bojanje koje uvijek razlikuje 2 x 2 i 1 x 4 plocice.

Nadite bojanje i invarijantu.

Pokusajte generalizirati dokaz iz 1. zadatka.

Odgovor je 11. Pronadite konstrukciju i dokazite zasto rjesenje ne moze biti < 10
Indukcija.

Pokusajte kombinirati dva bojanja.

®© NS ot W N

Pokusajte naéi bojanje koje je korisno za ploc¢icu dimenzija 4 x 1 te zatim promotriti sto se dogada s
poljima odredene boje (nemojte pomijesati ovo bojanje s crnom i bijelom bojom iz zadatka).

9. Pretpostavite suprotno! Promotrite koliko ima moguéih pravaca duz kojih se potencijalno moze prelomiti
ploca te kroz koliko domina mora prolaziti svaki pravac.

10. Promotrite pravokutnik kao plocu i pronadite korisno bojanje.

11. Je li bitan redoslijed poteza? Ako ne, promotrimo prvo samo poteze po stupcima, a onda po recima (ili
obrnuto).

12. Pronadite odgovarajuée bojanje.

13. Pokusajte matematicki izraziti broj u donjem desnom kutu. Mozda ¢e biti korisno promotriti slucaj kad
nijedno polje na dijagonali nije obojeno.

14. Pridruzite odredene brojeve svakom polju i pronadite invarijantu.
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17.4. G23: Upisana i pripisana kruznica - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na rjesenja.

—_

svojstva tangencijalnog cetverokuta

angle chasing, pod kojim kutom se sijeku simetrala unutarnjeg i simetrala vanjskog kuta?
prisjeti se svojstava sredista upisane i simetrale kuta

kutovi nisu sluc¢ajni; zasto bi ovaj zadatak bio na ovom predavanju?

povrsina

Dokazi da su X i1 Y na odgovarajuéim simetralama kutova trokuta ABC' (fantomiraje)

3. zadatak

5. zadatak

© ®©® N e N

1.zadatak

»—
e

Docrtaj nesto, imaj na umu da treba dokazati da jedna duzina raspolavlja drugu.

—_
—_

. Promotri tocku L, gdje se ona nalazi? (fantomiranje...)
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17.5. N23: Konstrukcije u TB - Laura Horvat

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Upotrijebi Teorem o dijeljenju s ostatkom na brojeve iaip, 2 € 1,...p— 1.
Primijeti da su svi ostaci medusobno razliciti i razliciti od 0.
Pomnozi kongruencije.

2. Odredi ¢(33).
3. Primijeti da je p # 29. Upotrijebi MFT.

4. Primijeti da je ged(a,p) = 1. Upotrijebi MFT.
Faktoriziraj a? — 1.

5.100 |z <= 25|z A 4|z
Upotrijebi Lemu 1.9.

6. Dokazi aa; # aa; (mod m) za i # j.
7. Primijeni Teorem 2.2.

8. Definiraj b =b1...b,, m; = %.
J

Promatraj rjeSenje jednadzbe mjx = a; (mod b;).
Definiraj xg = mix1 + -+ + mp Ty

9. Kineski teorem o ostacima.
10. Rastavi na po parovima relativno proste brojeve.
11. n=2%pi" ... pi*, Kineski teorem o ostacima.
12. Gledaj moguce ostatke pri dijeljenju sa 7, 11 i 13.
13. Metoda faktorizacije.
14. Razlika kvadrata. Metoda faktorizacije.
15. Primijeti simetriju, pronadi vrijednu nejednakost.
16. Izraz je simetrican, pretpostavi nesto o odnosu izmedu z, y i z.
2< (1+1)°

17. Uvedi novu nepoznanicu z = = + 1001.
Promatraj ostatke lijeve i desne strane izraza 200122 + 1000 - 1001 - 667 = y? pri dijeljenju s 3.
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Poglavlje

Hintovi za Cetvrtu grupu

C24: Kombinatorna geometrija - Luka Buli¢ Braculj

Link na zadatke. Link na rjesenja.

N O Ot s W N

. Pretpostavite suprotno + Princip ekstrema - promotrite udaljenosti izmedu tocaka skups i pravaca defi-

niranih tockama skupa.

. Sli¢no kao 1. zadatak

. Indukcija + konveksna ljuska

. Sto se dogodi ako zamijenimo oznake R;jiR;117

. Kategorizirajte trokute na temelju toga koliko stranica trokuta su dijagonale a koliko stranice n-terokuta.
. Indukcija

. Odgovor je n+1. Za donju ogradu prebrojite broj podrucja i broj sjecista, a za gornju ogradu pronadite

labirint (bojanje pravaca spleta) kojem se podruéja na neki nac¢in mogu podijeliti u n+1 klasu tako da
jedan mrav uvijek moze proéi kroz sva podrucja iste klase.

8. Produljite sve duzine u pravce te nacrtajte veliku kruznicu unutar koje se nalaze sva sjecista.

. Princip ekstrema - Je li moguce definirati najvisi i najnizi zid? Ako da, zasto i kako nam to pomaze?

137
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18.2. C28: Kompleksni brojevi i polinomi - Boris Stankovié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Hintovi za zadatke iz rubrike ocekujte neocekivano

1. Kada bi umjesto 22 + 1 imali 2% — 1 stvari bi izgledale mnogo ljepSe jer bi tada izraz koji posmatramo bio
jednak P(1)P(—1). Mozemo li ipak nekako faktorizirati 2 + 1 (ne nuzno u skupu R)?

2. Da li vas oblik a,, podsjeca na rjesenja necega?

3. Neka je a, = Im((12 + 5:)") = (12+5i)n§(12+5i)n = (12+5i)ﬂ;(1275i)n. Zelimo dokazati da a, # 0 za sve
n € N.Sada mozemo pokusati nesto slicno kao u prethodnom zadatku.

Hintovi za zadatke iz rubrike CebiSevljevi polinomi

1. Mozemo prili¢no lako odrediti za koju permutaciju brojeva cg, c1, ca, ..., cg lijeva strana nejednakosti dostize
maksimum. Dokazati da se tada dostize jednakost, razmisliti kako pametno izracunati taj proizvod sinusa
(primijetiti nesto Sto je zajednicko za sve argumente).

2. Znamo da je cos z = cos (2 — x). Oznacimo li izraz ¢iju vrijednost trebamo izracunati sa A namece se
posmatrati izraz

B =cos a-cos 2a- ... - cos 2021«
jer vidimo da vrijedi B = A2, a ovi argumenti bi mogli biti nultocke nekog interesantnog polinoma.
3. Rjesenje su zapravo polinomi CebiSevljevog tipa, ali malo drugaciji od onih koje smo spominjali u uvodu.
Hintovi za zadatke iz rubrike odabrani tezi zadaci

1. Primijetimo da nam je slobodan ¢lan odreden na osnovu nmodl0. Mozemo li kako na osnovu te intuicije
razviti algoritam koji ée nam odrediti polinom Q7

2. Ocito ne mozemo zamisliti rjeSenja stepena veéeg od 1, pa ih vjerovatno i nema. Za dokaz da P mora
biti linearan gledati niz brojeva z,, gdje je z,, takav da je P(z,) = 2".Za dovoljno velike inpute P nam je
asimptotski jednak vodecem clanu.
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18.3. N24: Kombinatorna teorija brojeva - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Prisjeti se najjednostavnijeg moguéeg zadatka iz kombinatorne TB.
parnost

Ne zaboravi na Dirichleta. Promatraj proizvoljni 2x2 kvadrat.

mali primjeri, zapisi sumu na ljepsi nacin i prisjeti se MFT i Eulera.

Zelis pokazati korak indukcije f(n) = f(n + 1). Raspisuj s obje strane.

A T

Kad igra¢ B ima pobjednicku strategiju, cesto ¢e svaki njegov potez biti izravan odgovor na prosli potez
igraca A. (logika je '$to god da igra¢ A ucini, igra¢ B radi ovo, dakle igra¢ B nikad ne ostane bez poteza’)

=

Pocni od nekog k € S. Koji brojevi sigurno jesu/nisu u S?
8. Promatraj posebno nulu. Koji je najmanji zanimljiv broj?

9. Postoji li uopée neki takav broj? Pokusaj pogoditi odgovor. Je opéenito li lakse pokazati da ima beskonac¢no
mnogo brojeva sa svojstvom nakon sto nades barem jedan ili da svi osim kona¢no mnogo brojeva nemaju
to svojstvo?

10. Sto se dogada pokusamo li prebaciti ili zamijeniti dva elementa u particijama ?
11. Podijeli permutacije u neke grupe da bude lakse prebrojiti.
12. Pretpostavi n = gk + r,7 > 0 i pokusaj dokazati m = k.

13. Pretpostavi suprotno. poc¢ni od jednog broja koji ne bi bio u nizu i razmisli $to sve joS neCe biti u nizu.



Dio

Rjesenja s predavanja na prvom terminu
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19. Poglavlje

Rjesenja za prvu grupu

19.1. Al11: Faktorizacije - Matej Ljubici¢

Link na zadatke. Link na hintove.

L.a*> (a+1)+(a+1)=(a+1)-(a®>+1)

2. ac+bd+ad+bc=ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+b-(c+d)=(c+d) (a+Db)

3. a4 10ab — 70b — 49 = a2 — 49 + 10ab — 70b = (a — 7)(a+7) +10b- (a — 7) = (a — 7) - (a + 7 + 10b)

4. a*+2a3b+2a%0? +2ab3+b* = a'+2a?b>+b?+2a3b+2ab® = (a®+b?)%+ab- (a®>+b?) = (a®>+b?)-(a®+b*+ab)

5. a?b? + c2d? — a?c? — b2d? — 4abed = a?b? — 2abed + 2d? — (ac? + 2abed + b2d?) = (ab— cd)? — (ac+bd)? =
(ab— cd — ac — bd) * (ab — cd 4 ac + bd)

6. 1+2=3,1-2=2,22+3z+2=(z+1)  (z+2)

7.243=5,2-3=6,a’>+5a+6=(a+2)(a+3)

8.2:3=6,1-2=2,2-24+3-1=7,6a>+T7a+2=3a+2)-(2a+1)

9.1:2=2,1-(-9)=-9,2-(-9)+1=—-17, 22 - 1722 =9 = (22 - 9) - (22 + 1) = (z+3) - (x — 3) - (22% + 1)

10. (22 —22—1)2—4 = (22 —22—1+2)- (22 -22-1-2) = (22 —22+1)- (2> —22-3) = (x—1)?- (2 —3)-(z+1)
11. a®+2a® —8a? — 16 =a- (a®*+2) — 8- (a? +2) = (a* +2) - (a® —=8) = (a®* + 2) - (a — 2) - (a® + 2a + 4)

12. a3 —a?*b—ab?+ b3 = a® + b3 —a?b—ab® = (a+b) - (a®> —ab+b*) —ab- (a+b) = (a+b)-(a® —ab+b*—ab) =
(a+0b) - (a? —2ab+ b?) = (a +b)(a — b)?

13. 8a3b® + 36a2b%c + 5dabc? + 27¢® = (2ab)3 + 3 - (2ab)? - 3¢+ 3 - 2ab - -(3¢)? + (3¢)® = (2ab + 3¢)?

14. V20+14\/§+€/20—14ﬁ=§/8+3~22-\/§+3-2-(\/§)2+(\/§)3+{’/8—3-22~\/§+3-2-(\/5)2—(\/5)3:
{’/(2+\/§)3+{’/(2—\/5)3:2+\/§+2—ﬁ:4
15. a*+a?+1=a*+a?+a?+1-a?=(?+1)2?-a?=(a®+1+a) - (a>+1—a)

16. (a—b)24(c—a)’+(b—c)? = (a+b—2¢)2+ (a—2b+¢)2+ (b+c—2a)* < a2 —2ab+ b2+ % —2ac+
a® + b2 — 2bc + 2 = a? + b% 4 4c® + 2ab — dac — 4bc + a® + 4b% + ¢® — 4ab — 4bc + 2ac + b + 2 + 4a® —
4ab — 4ac + 2bc <= 4a® + 4b® + 4c® — dab — dac — 4bc = 0 <= 2a® + 2b® + 2¢? — 2ab — 2ac — 2bc =
0 < a?—2ab+b>+b*—2bc+c?+a?> —2ac+c*=0 < (a—b)?+(b-c)? +(a—c)?>=0
Buduéi da je kvadrat realnog broja veéi ili jednak 0, zbroj kvadrata moze biti jednak 0 samo ako su svi
jednaki 0. = a—-b=0,b—c=0,a—c=0 = a=b=c

17. a* + 4b* = a* + 4a2b? + 4b* — 4a%b? = (a® + 2b%)? — (2ab)? = (a® + 2b% + 2ab) - (a® + 2b* — 2ab) =
(a® +2b% + 2ab) - ((a — b)? +b2); a®> + 26> +2ab>22+2-22+2-2.2=20; (a—b)?>+b*>0+4=4
Buduéi da je izraz jednak umnosku dva broja vec¢a jednaka od 2 on je slozen.

18. Zupanijsko 1. razred A varijanta 1. zadatak


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2015-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
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1 1 1 1 1 1 1 1 abc
19. = = = gbe-(=-+=+NV=agbe- (——) = b b= ———
a+b+c a+b+ec ane (a+b+c) ave (a+b+c) ctacta at+b+ec

(betactab)-(a+b+c) = abc = a’b+a’c+ab®+ac? +b%c+bc*+3abe = abc = a*b+a’c+ab®+ac?+bc+
be2+2abc = 0 = a’b+ab®+ac® +bc®+ac+abe+be?+abe = ab(a+b)+c?(a+b)+ac(a+b)+bc(a+b) =
0 = (a+b)(ab+c®>+ac+bc) =0 = (a+b)(c(cta)+blct+a)=0= (a+b)(ct+a)(b+c)=0
Buduéi da je umnozak 3 broja jednak 0, barem jedan od njih treba biti jednak nuli sto je i trebalo dokazati.

20. a3+ b3+ =(a+b)(a®—ab+b?)+c=—cla?—ab+b?)+c =—c(a? —ab+b? —c?) = —c(a® —ab+
(b+c)b—rc))=—c(a®> —ab—a(b—c)) = —c(—a)(—a+b+b—c) = —c(—a)(3b) = 3abc

o1 a’ N b N c _ ad(c—b)+b*(a—c)+c3(b—a) _ alc—a®b+ab® — b3c+ b -
“(a=b)-la=c) (b—c)-(b—a) (c—a)-(c—b) (a =b)(b—c)(c— ) (@a=0)(b—¢)(c—a)
c(a® —b3) +ab(b? —a? + c3(b—a)) _ (b—a)(—c(a® + ab+ b?) + ab(a + b) + _ _ (b—a)(—ca® —abc — cb® +a’b+a
(a—=b)(b—c)(c—a) (a—=b)(b—c)(c—a) (a=b)(b—c)(c—a)
(b—a)(a?b — a%c + ¢ — cb? + ab® — abc) _ (b—a)(a?(b—c)+c(c—b)(c+b) +ab(b—c)) _ (b—a)(b—c)(a®—c* —
(a—=b)(b—c)(c—a) (a—b)(b——c)(c—a) (a—b)(b—c)(c—
(b—a)(b—c)(ab— bc+ a® — c?) _ b—a)b—c)(bla—c)+ (a+c)(a— 1)) _ b—a)b—c)la—c)(a+b+c) _
(a—=b)(b—c)(c—a) (a=b)(b—c)(c—a) (a=b)(b—c)(c—a)
(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c)

=a+b+c

(a—=0b)(b—c)(c—a)

22. 1. rjesenje: a* +b* +c* —2a%b% — 2a%c? — 2b%c® = b* —2b2c? +c* +a* —2a%b* —2c2a® = (b2 —?)? —ad(b+c) —
2a2b% —2a%c? = ((b+c)(b—c))? —a®(b+c) —2a%b? — 2a%c® = (b+c)((b+c)(b—c)? —a®) — 2ab% — 202 =
(—a)(—a(b—c)? —a?) —2ab* — 2ac? = a®>((b—c)? +a® — 2b®> — 2¢?) = a?((b—c)? + (b+¢)? — 2% — 2¢%) =
a?(b? — 2bc + % + b? + 2bc + ¢ — 262 — 2¢%) =0
2.rjeSenje: a* + b* + ¢ — 2a2b? — 2a%c® — 2b%c? = a + b + ¢t — 2a2b% — 2a2c® + 2b%c? — 4b%c? = (—a® +
b+ )% — (2bc)? = (b + 2bc + 2 — a®)(b? — 2bc+ ¢ —a®) = (b+ )2 —a?)((b—c)? —a?®) = (b+c+
a)b+c—a)b—c+a)b—c—a)=0-(b+c—a)b—c+a)lb—c—a)=0

23. Zupanijsko 1. razred A varijanta 1. zadatak

24. Zupanijsko 2. razred A varijanta 1.zadatak

515 4 b 3 e 2 b2 a2 51 b5 4 D

25. a+b+c=0 = a+ b+ & = 3abe; a +5 rte_a +3 te e +2 te — ¢ +5 te

2 02 12
abc(a—’—%) = d®+ b+ =2 abe(a® + b7+ ?)
a®+b+c® =b°+(a+c)(a* —a c+a Z—ac+c ) = b5—b(a4—a3c+a262—acg+c4) =b-(b*—a*—a’c+

a’c® —ac® —c*) = b((—a—c)b® —a* — c* +a? c+ac a’c?®) = (—a* —ab® —c(b> +c3) +a c+ac‘ a’c?) =
b(—a4—ab3—c(b+c)(b2—bc+c )—|—a c+ac®—a’c ) b(—a* —ab®+ ca(b?* —be+c?) +adc+ac? —azcg)
ab(—a® — b + cb? — bc? + a’c + 3 )—ab(—(a+b)(a —ab+ b?) + cb? — bc® + a’c+ ¢ — ac?) =

ab(c(a® — ab + b?) + cb? — be? + a? c+c —ac?) = abc(a® — ab+ b? + b% — be + a® + ¢ — ac) = abe(a?...)
26. Drzavno 2. razred A varijanta 2. zadatak
27. Drzavno natjecanje 2016., zadatak A-2.4.
28. Rjesenje pod #2
29. Izvor.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2011-SS-zup-2-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/
http://www.matematika.hr/files/7714/5986/1307/drzavno_rjeA.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1861604_prove_c__1
https://www.google.hr/
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19.2. C11: Uvod u indukciju - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 1
2. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 3a

3. Tvrdnju pokazujemo koriste¢i matematicku indukciju. Ozna¢imo sa S(n) =142+ ...+ n sumu prvih n
prirodnih brojeva.

baza Provjeravamo S(1) = w, §to je tvrdnja za n = 1. Buduéi da je S(1)

vidimo da smo pokazali bazu indukcije.

=1i # = 1, lagano

pret. Pretpostavimo da za neki k € N vrijedi S(k) = %

korak Zelimo koriste¢i pretpostavku za k pokazati da je

Stk +1) = (k+1)'((§+1)+1) _ (k+1)2(k+2).

Raspisemo lijevu stranu:

Sk+1)=1+2+...+k+(k+1)
= S(k) + (k+1)

E
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k +2)
2

Time smo pokazali korak inducije pa po principu matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja zadatka
vrijedi za sve prirodne brojeve n.

4. Problem 2.a)
5. Problem 5.

6. Ako raspiSemo trazeni zbroj S(n) za prvih nekoliko n € N vidimo da bi trebalo vrijediti S(n) = ;%5. Bazu
smo veé provjerili raspisujuéi male primjere. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi S(n) = - Sada
imamo

L T S VI — S(n) + ———
—t ——+ ... =Sn)+ —+——
1-2 2-3 n-(n+1) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

n
+
n+l (n+1)(n+2)
n2+2n+1 n+1

S (n+1)(n+2) n+2

pa smo pokazali korak indukcije, tj. indukcijom smo pokazali da je trazeni zbroj jednak -2 za svaki

n+1
prirodni broj n.
7. MNM online predavanje, zadatak 6

8. Za bazu uzmimo n = 1, jedan pravac sam sa sobom sijece se u 0 tocaka pa smo provjerili bazu.
. . . . .. . s v . .. n(n—l)
Pretpostavimo da za neki proizvoljan n € N vrijedi da se n pravaca u op¢em polozaju sijeku u ——5—
tocaka.
Sada promatramo broj sjecista (n 4+ 1) pravaca u opéem polozaju. Izdvojimo jedan od njih; preostalih n
.. e . n(nf]_) . o . . e v . . v .
po pretpostavci indukcije ima ———= sjecista. Izdvojeni pravac sijeCe svaki od preostalih n tocno jednom
(ne postoje 2 paralelna pravca niti 3 koja se sijeku u istoj tocki), ¢ime doprinosi broju sjecista sa n. Zato

je ukupan broj sjecista (n + 1) pravaca jednak
nin—1) n2—n+2n (n+1)-n
_— n = =
2 2 2

¢ime smo pokazali i korak indukcije pa tvrdnja zadatka vrijedi po principu matematicke indukcije.



https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
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9. Elementarna matematika 1, materijali za vjezbe, zadatak 7
10. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.4, zadatak 10
11. MNM online predavanje, zadatak 9.

12. Lako vidimo da plo¢u 2 x 2 mozemo poplocati jednom ploc¢icom koje god polje bilo uklonjeno. Pretpos-
tavimo da za neki n € N mozemo Sahovsku ploc¢u 2™ x 2™ s uklonjenim bilo kojim poljem poplocati
trominama. Promatramo plo¢u veli¢ine 2"+ x 271 s uklonjenim nekim poljem. Ona je sastavljena od
4 ploce veli¢ine 2™ x 2", a uklonjeno polje nalazi se u nekoj od tih Cetvrtina. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da se uklonjeno polje nalazi u gornjoj lijevoj cetvrtini, pa tada tu Cetvrtinu po
pretpostavci indukcije mozemo poplocati trominama. Promotrimo sada 4 polja koja se nalaze to¢no u
sredini velike plo¢e. Jedno od njih (gornje lijevo) veé smo poplocali, pa na preostala 3 moZemo pravilno
postaviti jednu trominu. Medutim, ta tromina nalazi se u svakoj od preostalih ¢etvrtina ploce (to¢no s
jednim poljem), pa i te Getvrtine sada mozemo promatrati kao ploce 2" x 2™ s uklonjenim jednim poljem,
a to po pretpostavci znamo poplocati trominama. Tako smo poplocali cijelu veliku plo¢u (osim naravno
onog jednom uklonjenog polja) pa smo pokazali i korak indukcije.

13. Barnes, Gordon, Mathematical induction, poglavlje 1.5, Exercise
14. Clanak iz Poucka, zadatak 10.

15. Problem 35.

16. The Counterfeit Coin Problem, slajd 121

17. Zupanijsko 2012. 4A, 5.

18. Moguce je! Lako provjerimo da je za 4 to mogucée, pa indukcijom pokazemo da mozemo prijeéi iz n u 2n
i to tako da prvih n brojeva budu neparni, a zadnjih n parni i poslozeni analogno rjesenju za n. Tada te
polovice nemaju konflikte (transformacijama k — 2k i k — 2k + 1 ne kvarimo uvjet prosjeka), a zbroj
dva broja iz razli¢itih polovica je neparan pa se njihov prosjek ne nalazi u nizu. Sada mozemo napraviti
konstrukciju za sve 2", a ¢im to preraste 20202°2° poslozimo te brojeve (za 2", gdje je n dovoljno velik)
te izbacimo one veée od 20202°2° i tako dobivamo dobar raspored.


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/materijali/vjezbe/EM1-3-Matematicka-indukcija-zadaci.pdf
https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf
https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/337169
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://web.stanford.edu/class/archive/cs/cs103/cs103.1126/lectures/03/Slides03.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf
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19.3. C14: Logika i dokazi - Patricija Dovijanic

Link na zadatke. Link na hintove.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

. "Pravokutni trokuti nisu jednakostrani¢ni ili dva nije prost broj", "Ili pijem, ili pusim, ili psujem", "Nisam
preumoran i predavanje nije pretesko", "Broj jedan je ili prost ili slozen."

. Npr.x=2iy=3.
. Npr. 12 nije djeljiv s 5, a to je prost broj manji od 12.

. U trokutu ABC povucite pravac p kroz vrh C koji je paralelan s pravcem AB. Kut koji stranica AC
zatvara s pravcem p oznadimo s «, a kut koji stranica BC zatvara s pravcem p ozna¢imo s (. Znamo
a+ B+ LACB = 1800 (ispruzeni kut). Kako se radi o kutevima uz presjecnicu, vrijedi ZCAB = « i
/CBA = (3. Iz ove dvije tvrdnje slijedi zakljucak da jei Z/CAB+ /CBA+ ZACB = 1800, sto je i trebalo
dokazati.

. Parni broj zapiSimo u obliku 2k, a neparni u obliku 2I + 1, za neke cijele brojeve k i I. 2k(20 + 1) =
4kl + 2k = 2(2kl + k), Sto je paran broj jer je djeljiv s 2.

. abede = 10000a + 10006 + 100¢ 4+ 10d + e = 4(2500a + 2500 + 25¢) + 10d + e. Ako je dvoznamenkasti
zavrsetak djeljiv sa 4 tj. ako je 10d + e djeljiv sa 4, tada je i taj peteroznamenkasti broj djeljiv sa 4 jer se
moze napisati kao zbroj dva broja djeljiva sa 4.

. Prvi sluéaj: prirodan broj n djeljiv je s 3, tj. n = 3k, za neki cijeli k. Tada je n® = (3k)3 = 27k3 = 9(3k3),
Sto je djeljivo s 9 (ostatak je 0). Drugi slucaj: n daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, tj. n = 3k + 1 za
neki k. Tada je n® = (3k + 1)® = 27k3 + 27k? + 9k + 1 = 9(3k® + 3k* + k) + 1, $to daje ostatak 1
pri dijeljenju s 9. Treéi slucaj: n daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, tj. n = 3k + 2 za neki k. Tada je
n® = (3k + 2)3 = 27k3 + 54k? + 36k + 8 = 9(3k> + 6k? + 4k) + 8, Sto daje ostatak 8 pri dijeljenju s 9.
Buduéi da svi prirodni brojevi daju ostatak 0,1 ili 2 pri dijeljenju s 3, pokrili smo sve slucajeve i tvrdnja
zadatka je dokazana.

. Istinita je 3. izjava, dakle, A je siva, B je plava i C je bijela.

B.
Pretpostavimo li da nije, dobijamo kontradikciju, dakle D je Istini¢.
8.razred, 4.zadatak, drzavno natjecanje 2018.

Pretpostavimo suprotno, tj. da ih ima kona¢no mnogo, i ozna¢imo ih s py, pa, ..., p, (to su svi prosti brojevi
koji postoje). Neka je p = p1 -...-pp+ 1. Znamo da p nije prost broj jer nije jednak nijednom od p1, ...p,, ali
takoder nije djeljiv niti s jednim prostim projem (pri dijeljenju s bilo kojim prostim brojem daje ostatak
1). Dakle, svaki prosti faktor od p je razli¢it od py, ..., p,. Buduéi da je svaki prirodan broj veéi od 1 ili
prost ili ima prosti faktor, dobili smo prost broj razli¢it od p1, ..., px, Sto je kontradikcija.

Pretpostavimo suprotno: neka je v/2 racionalan broj. To znaéi da se moze napisati u obliku neskrativog
razlomka /2 = ™ $to znaci da su m i n relativno prosti prirodni brojevi (nemaju zajedni¢nkih djelitelja).
Sada tu jednakosti mozemo kvadrirati i pomnoziti sa n?, odakle je 2n? = m?2. Ako je kvadrat nekog broja
djeljiv s 2, onda je i taj broj djeljiv s 2, pa znamo da je m djeljiv s 2. Dakle m mozemo napisati m = 2k,
gdje je k neki prirodni broj. Ako to uvrstimo u jednakost imamo n? = 2k2? i odvade istim postupkom
zakljucivanja zakljuc¢imo da je n djeljiv s 2. Sada smo dobili da su i m i n djeljivi s 2, Sto je u kontradikeiji
s naSom pretpostavkom koja kaze da su m i n relativno prosti. Dakle, v/2 je iracionalan broj.

Npr. negacija tvrdnje "Ako je trokut jednakostrani¢an, onda je i jednakokracan' je tvrdnja "Trokut je
jednakostranican i nije jednakokracan."

Obrat je "Ako je trokut jednakokrac¢an, onda je jednakostranic¢an', koji oc¢ito nije istinit, a kontraprimjer
je npr. trokut s duljinama stranica 5, 5, 6.

Ako je u trokutu ABT kut ZAT B pravi, onda tocka T lezi na kruznici s promjerom AB.
Npr.a=3,b=4,c=6.

2k(2k + 2) = 4k? + 4k = 4k(k + 1), §to je djeljivo s 8 jer je jedan od brojeva k i k + 1 paran. Obrat ne
vrijedi jer npr. 8 = 18, Sto nisu uzastopni parni brojevi.

Obrat glasi: "Ako je prirodan broj djeljiv s 3 i 4, onda je djeljiv s 12", Sto vrijedi jer ako je broj djeljiv s 3,
onda u svom rastavu na proste faktore ima faktor 3, a ako je djeljiv s 4, onda u svom rastavu na proste
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faktore ima dvije dvojke. Dakle, broj istovremeno djeljiv s 3 i 4 u svom rastavu na proste faktore sigurno
ima jednu trojku i dvije dvojke, sto je u umnosku 12, pa je polazni broj djeljiv s 12. Bilo je bitno da 31i 4
nemaju zajednicke djelitelje (razmislite zasto).

20. Npr. "Ako su pravci okomiti, onda se sijeku" je istinita tvrdnja, kao i njen obrat po kontrapoziciji "Ako se
pravci ne sijeku, onda nisu okomiti."

21. Negacija je "n je prirodan i nije cijeli" $to ne vrijedi jer su prirodni brojevi podskup cijelih, obrat je "Ako
je n cijeli, onda je i prirodan" sto ne vrijedi zbog kontraprimjera npr. n = —2, a obrat po kontrapoziciji
je "Ako n nije cijeli, nije prirodan" sto vrijedi jer i polazna tvrdnja vrijedi, a znamo da polazna tvrdnja i
njen obrat po kontrapoziciji imaju istu istinitosnu vrijednost.

22. Obrat po kontrapoziciji glasi: "Ako broj nije visekratnik od 5, onda ni njegov kvadrat nije visekratnik
od 5", sto koristeéi ¢injenicu da je 5 prost broj mozemo lako direktno dokazati. Razmislite zasto slicna
tvrdnja ne vrijedi npr. za broj 4.

23. Dokazujemo "Ako je x paran, onda je 2 —6x 45 neparan”, sto vrijedi jer ako je x paran, tada je 22 —6zx+5
neparan, jer su 22 i 6z parni, a 5 nije.

24. Ovo ostavljam za vjezbu, mozZete vi to! ;)
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19.4. G11: Sukladnost i slicnost - Maja Drmac¢

Link na zadatke. Link na hintove.

N O Ot s W N

10.
11.

12.

. Sukladnost i slicnost - Primjer 1.

. Sukladnost i slicnost - Primjer 2.
. Opéinsko 2016. OS - 8.5.
. Zupanijsko 2006. OS - 7.4.
. Zupanijsko 2015. OS - 7.5.
. Zupanijsko natjecanje 2014. OS 8.5.
. RjeSenje:
Neka je D noziste visine iz A, M
poloviste stranice BC, a E noziste
visine iz M na AC. Iz uvjeta za-
u datka znamo da su kutevi ZBAD,
£ZDAM i ZMAE jednaki to nam
daj
G3. 3 s
AABD = AADM = AMAE.
BTh M &

) Sada znamo da je MC = BM =
2ME iz tega promatranjem tro-
kuta AMEC jednostavno slijedi
da su kutevi trokuta 30°, 60° i 90°.

. a) Sukladnost i sli¢nost - Zadatak 5.

b) Sukladnost i slicnost - Zadatak 8.

. Neka je @ tocka na pravcu AP takva da je |AQ| = 2|AP|, P izmedu A i Q. Po SKS poucku o sukladnosti

trokuta vidimo da su trokuti ABQ i KAN sukladni (jednake stranice zbog paralelograma i kvadrata,
jednaki kut dobijemo jer je puni kut u A jednak 360°). Slijedi |[KN| = |AQ| = 2|AP|.

Zupanijsko 2018. Zadatak A - 2.4.

Neka su L i K sjecista dijagonala paralelograma i pravca p te G, H,I i J vrhovi paralelograma, kao na
skici.

JAIK = <BJK i <KAI = <KBJ — ABKJ ~ AAKT — 1351 _ 1K)

[AK| = KT|
<KID = <KJC i (DK = <JCK = AKCJ ~ AKDI = 5} = 1l

BK KC BK KC CD
onl = 1k < mmaER = ween) < |BK|(KC|+|CD|) = |[KC|(|AB| +|BK|) <= S5t =
KC

BK

Sto znaci da je K tocka koja dijeli duzinu BC u omjeru |AB| : |CD|, neovisno o izboru usporednica.

<4GCL = <HDL i «CLG = <DLH — ALCG ~ ALDH — £¢l _ ILGI

|LD| — |LH]|

<LGA=<LHB i <ALG = <BLH = ALAG ~ ALBH = |13} = 122
C A A|+|AC A A AC
%D\ = %B{ = 7|‘£B||I\‘BD|| = %Bi < |LA[(|LB| + |BD|) = |[LB|(|LA| + |AC|) <= 7||£B‘\ = 7\‘BD||

Sto znaci da polozaj tocke L ne ovisi o izboru usporednica.

Neka je |BF| =z, |DE| =y i |AE| = z. BSO moZemo pretpostaviti |AB| = 1.
Dobivamo |[CE|=1—-yi|FC|=1—x.
Neka je G = AFNCD.
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https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-skolsko-45678-zad+rj/2016-OS-skolsko-45678-zad.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-OS-zup-45678-zad+rj/2006-OS-zup-7-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2015-OS-zupanijsko-45678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
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Iz paralelnosti stranica kvadrata dobivamo /GAE = /BAF = /CGF = ZEGA, odnosno trokut AEAG
je jednakokracan.
Sada

|CG| = |EG|— |EC|=|AE|—-|CE|=2z—(1-y)=24+y—1

/BAF = ZCGF povlaci da su trokuti AFBA i AFCG sliéni.
Tako su omjeri odgovarajuéih stranica jednaki, pa dobivamo

z+y—1 1
-z =z
zxt+yr—xrx=1—=zx
x(y+2)=1 (1)

Primjenom Pitagorina poucka na trokut AADE slijedi
1=2"—y° (2)
Konacéno, iz (1) i (2)

z(y+2)=1
oy +z) =2 =y
2y +2)=(-y(z+y)

:Z—y
z

T
Tty

sto je i trebalo dokazati.
13. Rjesenje:

Neka je Q poloviite duzine AP
te R poloviste duZine PB. Vrijedi
ZPQM = 2/PAM = 2/PAC =
2/CBP = 2/NBP = ZNRP, jer
je Q srediste kruZnice opisane tro-
kutu PAM i R srediste opisane
od NBP. Cetverokut PQDR je
paralelogram, jer su RD i QD
srednjice trokuta ABP. Zato je
£DQP = /PRD, a zbog toga
takoder ZDQM = ZNRD. Na-
dalje je |OM| = |QP| = |DR| i
|[RN| = |RP| = |DQ| pa su tro-
kuti MQD i DRN sukladni te je
|DM| = |DN|.

14. MEMO 2010. T5


http://memo2010.skmo.sk/docs/solutions.pdf
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19.5. N11: Diofantske jednadzbe - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Oznaéimo s x broj Diofantovih godina. Citajuéi zagonetku postavljamo jednadzbu.

e
6 12 7 2 o

Sredimo jednadzbu i dobijemo
14+7+12442
84 '
84 — 75
84
=284

r+9=z

=9

Dakle, Diofant je imao 84 godine kad je umro.

2. Transformiramo jednadzbu u
2y? = 2001 — 5z

Desna strana daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 5, pa mora i lijeva.

Testiranjem svih moguéih opcija za ostatak pri dijeljenju sa 5 od y, zaklju¢imo da lijeva strana ne moze
davati ostatak 1:

o Ako y = 5k, 2y? = 5 - 10k2, pa je lijeva strana djeljiva sa 5
o Ako y = 5k + 1, 2y? daje isti ostatak kao 2 - 12 = 2 pri dijeljenju sa 5, a 2 # 1.
o Ako y = 5k + 2, 2y? daje isti ostatak kao 2 - 22 = 8 pri dijeljenju sa 5, a 3 # 1.
o Ako y = 5k + 3, 2y? daje isti ostatak kao 2 - 32 = 18 pri dijeljenju sa 5, a 3 # 1.
o Ako y = 5k + 4, 2y? daje isti ostatak kao 2 - 42 = 32 pri dijeljenju sa 5, a 2 # 1.
Dakle, rjesenja nema.
3. Opéinsko 1999. SS2 1

4. Pomnozimo sve s xy i prebacimo na lijevu stranu, pa dobijemo
z+y+1—2zy=0
Oduzmemo 2 od obe strane i dobijemo
(z-1)-(1-y)=-2
Rastavljamo na slucajeve:

e x—1=1,1-—y=—-2Rjesenje (2,3)

e x—1=-1,1—y = 2 Rjesenje (0,—1) moramo odbaciti jer u originalnoj jednadzbi ne smijemo
dijeliti nulom.

e z—1=21—y=—1 RjeSenje (3,2)

e x—1=-21-—y =1 RjeSenje (—1,0) moramo odbaciti jer u originalnoj jednadzbi ne smijemo
dijeliti nulom.

Jedina rjesenja su (2,3) 1 (3,2).
5. Opéinsko 2019. SS1 5

6. Primijetimo da je

(n+1)?=n*+2n+1<n*+3n+5
Takoder za sve n > 1,

n+3n+4+1<n®+3n+4d+n=n>+4dn+4=(n+2)?


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-SS-opc-1234-zad%2Brj/1999-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad%2Brj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
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Zato za sve n > 1
(n+1)2<n®+3n+5<(n+2)?

pa sigurno nije rije¢ o potpunom kvadratu. U sluéaju kad n =1, 124+3-1+5 = 9 = 32, pa je jedino
rjeSenje 1.

7. Zapisemo jednadzbu kao
y(x+3)=(z+3)*+3

Prebacimo sve sto nije konstanta nalijevo i izluéimo x + 3:
(y—z—3)(x+3)=3
Opet rastavljamo na slucajeve:
e z+3=1,y—2—3=3RjeSenje (—2,4)
e x+3=3,y—x—3=1 Rjelenje (0,4)
e x4+3=-1,y—x—3= -3 RjeSenje (—4,—4)
e 4+3=-3,y—x—3=—1 RjeSenje (—6,—4)

8. Transformiramo izraz u
(n—1)n+2)z+4x+2y=1

Kako su n — 1 i n + 2 brojevi ¢ija je razlika neparna, bar jedan od njuh je paran pa jei (n —1)(n — 2)z
paran. To znaci da je lijeva strana jednakosti parna, pa mora biti i desna. Kako 1 nije paran broj, rjeSenja
nema.

9. Zupanijsko 2007. SS1 1

10. Transformiramo u

13p = 1470 — 422

Desna strana je parna, pa mora biti i lijeva, dakle p mora biti paran. Jedini parni prosti broj je 2, kojeg
uvrstimo u jednadzbu i dobijemo:

4x% = 1470 — 26 = 1444 = 4 - 19?

Jedino rjesenje je (2,19).

11. Desna strana daje ostatak 3 pri dijeljenju sa 5, pa daje i lijeva. Kako 5y daje ostatak 0 pri dijeljenju sa 5,
lijeva strana daje isti ostatak pri dijeljenju sa 5 kao i 22. Provijerom kao u drugom zadatku zaklju¢ujemo
da potpun kvadrat ne moze davati ostatak 3 pri dijeljenju sa 5, pa rjesenja nema.

12. Faktoriziramo
2" =(y—-Dy+1)

Primijetimo da, kako je razlika y — 1 i y 4+ 1 2 Sto nije viSekratnik od 4, barem jedan od tih brojeva nije
djeljiv sa 4. Kako je s lijeve strane potencija broja 2, oba faktora su potencije broja 2.
Potencije broja 2 koje nisu djeljive sa 4 su samo 1 (2°) i 2 (21). Sluéajevi:

o« y—1=1,y =2, 2% = 3 Nije rjesenje.

e y—1=2,y=3,2%=8=23 =23 RjeSenje (3,3)

e y+1=1, y =0 Nije u prirodnim brojevima.

e y+1=2y=1,2"=0

Nije rjesenje.

Jedino rjesenje je (3,3).

13. Ako je x > 2, 2% je djeljiv s 4, pa mora biti i y? + 1. Provjerom kao u drugom zadatku po ostacima pri
dijeljenju y sa 4 zaklju¢imo da to ne moze biti. Preostaje provjeriti z = 0 i x = 1. Provjerom preostala 2
sluéaja dolazimo do jedinog rjeSenja u prirodnim brojevima, (1,1)

14. Kako 4 = 3 + 1, 4™ uvijek daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 3. Kako je 9n djeljiv sa 3, lijeva strana daje
ostatak 1 pri dijeljenju sa 3, medutim desna daje ostatak 2, pa rjesenja nema.

15. Izvor.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-zup-1234-AB-zad%2Brj/2007-SS-zup-1234-A-zad%2Brj.pdf
https://www.google.hr/
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17.

18.
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. Rjesavamo potpuno isto kao peti zadatak. Konacna rjesenja su: (—90,9), (—40,8), (—15,6), (—10,5),
(0,0), (5, —10), (6, —15), (8, —40), (9, —90), (11,110), (12,60), (14,35), (15,30), (20,20), (30, 15), (35, 14),
(60,12), (110,11)

Kada je m > 1, 4- 3%™ je djeljivo sa 3, pa lijeva strana daje isti ostatak kao 5 pri dijeljenju sa 3, a 5 daje
ostatak 2. Zato ostatak pri dijeljenju sa 3 desne strane mora biti 2. Kao u zadatku pet, provjerimo da
potpun kvadrat ne moze davati ostatak 2 pri dijeljenju sa 3, pa m < 1.

Jedina moguénost je m = 0. Uvrstavanjem imamo

pa je jedino rjesenje (0, 3)

Faktoriziramo kao
v =z(z+1)(z+2) = (x + 1)(2? + 2x)

Primijetimo da je x+ 1 relativno prost i sa  +2 i sa x jer su uzastopni, stoga je relativno prost i s 2%+ 2.
Kako je umnozak relativno prostih brojeva = + 1 i 22 + 2z potpun kvadrat, oba su potpuni kvadrati.
Znamo da su i 22 + 2z i (z + 1)? = 22 + 22 + 1 potpuni kvadrati, znamo da su to bas potpuni kvadrati
a=(r+1)?1ib=2?+ 2z dja je razlika 1, tj

-’ =1

(a—b)(a+d)=1
Imamo 2 slucaja:
e a—b=—1,a+b=—1 RjeSavanjem sustava imamo a = (z + 1)2 = —1, a to je nemoguée

e a—b=1,a+b=1 Rjesavanjem sustava imamo a = (v + 1) =1, 2% + 22 =0
Ako 41 = —1, imamo z = —2. Tada bi trebalo biti y? = (—2)3+3-(—2)2+2-(—2) = —8+6—4 = —6,
pa to nije rjesenje.

Ako x +1 =1, imamo x = 0, iz toga y = 0.
Jedino je rjesenje (0,0).
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20. Poglavlje

Rjesenja za drugu grupu

20.1. A12: Nejednakosti - Mislav Brneti¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. 1. nacin

Zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ b2+ +2+ 2 +a?>2ab+ 2be + 2ca

Oduzimanjem 2ab + 2bc + 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:
(=04 (b—c)*+(c—a)?®>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem nejed-

nakosti dobivamo da je i ona nenegativna.

2. nacin - ovo je dokaz samo za pozitivne realne brojeve

Kao u prvom rjesenju, zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

A+ b2+ +2+2+a?>2ab+ 2be + 2ca

Primijenimo AG nejednakost na # i dobivamo:

a® + b2 > 2ab
Analogno dobivamo i

b + 2 > 2bc

A+ a? > 2ca
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost.
Napomena.

Primijetite da je sljedeca nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:
1+ a0+ -+ Ty >NnYT129. .. Ty

2. Primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobivamo
(a+0)(b+ ¢)(c+a) > 2Vab - 2Vbc - 2v/ca = 8abe

Sto je i trebalo dokazati.
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3. Kao i u prethodnom zadatku, primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobivamo

(1+a®)(1+a?)(1+4a*) >2V1-a®-2V1-a¥ - 2V1-a* = 8Va%ava? = 8Var+v+> = 8Vad =8

AG nejednakost smijemo primijeniti s obzirom da su ¢lanovi na koje primijenjujemo pozitivni brojevi.
Preostaje odrediti kada vrijedi jednakost.

Dokazali smo da jednakost vrijedi (samo) kada su svi ¢lanovi na koje primijenjujemo KAGH nejednakosti
jednaki. Dakle u ovom slucaju jednakost vrijedi ako i samo ako je

1+4a*=14aY=1+0a"

Odnosno

4. Pomnozimo nejednakost sa va? + 1 (kako je taj broj pozitivan, nejednakost i dalje vrijedi i ekvivalentna

je prethodnoj). Dobivamo
2 4+2>2v/22 +1

= @+ 1) +1>2v22+1
Primjenom AG nejednakosti na (22 + 1) + 1 dobivamo trazenu nejednakost.

Analogno, jednakost vrijedi ako i samo ako je

5. Mnozenjem nejednakosti sa by + ... + b, dobivamo ekvivalentnu nejednakost

a2 2 2 nz
I Sl L it )
b1 bo by, by +bs+ ...+ b,
ai | a3 a; >
<— b—+b—+...+b—' (b1 +ba+...+by) = (a1 +as+...+ay)
1 2 n

Pritom zadnja nejednakost trivijalno slijedi iz CSB nejednakosti uvrstavanjem odgovarajuéih nizova (z; =
6. KA nejednakost

Zelimo dokazati:

[22 + ...+ a2 et o 2
n - n

Prvo dokazimo nejednakost za sve nenegativne realne brojeve.
Lako se dokaze da je nejednakost ekvivalentna sljede¢oj nejednakosti:
24+ +2d (vt a2t 1)

n
>
n - n2

= n-(@ .+ 22) > (p Fre o 3,)?

Sada raspisivanjem izraza s desne strane, prebacivanjem na lijevu stranu nejednakosti i zapisivanjem izraza
u obliku sume kvadrata binoma dobivamo ekvivalentnu nejednakost:
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> (wi—x)’>0

1,5:17#]
Ta nejednakost vrijedi s obzirom na ¢injenicu da je svaki kvadrat nenegativan.

Sada dokazimo da KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

[22 + ...+ 22 S o + a0+ ...+,
n - n

Po prethodnom dokazu imamo

za nenegativne realne brojeve.

Uzmimo z = |z;|, dakle vrijedi:

[22 + ... + a2 - T+ ah+ .+l
n o n

No, takoder imamo:

\/xf—i—...—kx% :\/m’12—|—...—|—a:;? S o +ah+ .+l S Tk a 2y
n n n

n

¢ime je dokaz zavrsen.
GH nejednakost

Zelimo dokazati

Sto je ekvivalentno sa:

1 1 1
1 + a + ...+ . S 1
n = Vmgs
Po AG nejednakosti imamo:
1 1 1
Pl Z2 o+ " ii i _ 1
n Tr1 T Tn Y/ T1Xo*Tp

7. Zadana nejednakost je ekvivalentna sljedecoj:

a? + v? S (a+0b)?
2 - 4

a2+ b2 < a+b
2 - 2

<~

pri ¢emu ova zadnja nejednakost vrijedi po KA nejednakosti.
8. Za minimalnu vrijednost izraza (ozna¢imo ju sa t) mora vrijediti sljedece:
e izraz je uvijek vedi ili jedak od te vrijednosti (z + % >t)

e moguce je postié¢i tu vrijednost
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Ako primijenimo AG nejednakost na zadani izraz, dobivamo

1 /1
T+ —>%]x-—=2
T T

Sada dokazimo da je moguée posti¢i da izraz poprima vrijednost 2.

Jednakost se poprima ako i samo ako je

1

r=—

T

2 _
<— =1
<~ =1

(s obzirom da je zadano da je z pozitivan). Kako zadana jednadZba ima rjeSenja (ima jedinstveno rjesenje),
vrijednost 2 se postize, a lako je i uvrstiti x = 1 te se vidi da se vrijednost 2 stvarno postize.

. Za Nesbittovu nejednakost postoji vise dokaza, ovdje ¢u prikazati jedan od njih.

Krenimo od lijeve strane nejednakosti;

a b c a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
+ + = -3=(a+b+c) + + -3
b+c c+a a-+bd b+c c+a a+b b+c c+a a-+bd

Uvedimo nove oznake:

r:=a-+b
y:=b+c
z:=c+a

Vrijedi (a + b+ ¢) = A=

Sada imamo:

1 1 1 rty+z(1 1 1
m+b+d( + + )—3=g(++)—3

b+c c+a a+b x Yy oz

i trebamo dokazati;

1 1 1
rhy+z(l 1 1) 5.3
2 r Yy z 2

1 1 1
= (z+y+2) 2ty TS -6>3

Mnozenjem izraza na lijevoj strani dobivamo:

1 1 1 r T x z z =z T r oz z
@+y+@<++)—6=+++y+y+y+++—6=3++y+++y+—6
Ty =z T Yy z x Yy z x Yy z y x z T z ¥y

Po zadatku 7. vrijedi da je

T8>
Yy T
Trixo
z T
Y4i>2
z Y

Pa je
344+ 2 2 Y 6>342242-6=3
y T oz x oz vy

Sto je i trebalo dokazati.
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10. Vrijedi:

1 1 1 1 1 1 1 1
a4 (244 2). >(1+14+41+1)2=1
P <a+b+c+d> (a+b+c+d) >(1+1+14+1) 6

po CSB nejednakosti.

=

Lako dokazujemo da se jednakost zaista postize, npr. uvrStavanjem a =b=c=d =
Dakle, minimum je upravo 16.

11. Po AG nejednakosti vrijedi:

2
ab be s, ey
c a ac
Analogno vrijedi:
ab  ca
—+—=2>2
c b
bc ca
— 4+ = >2
+ by =

Zato vrijedi:

1

b b
2 e (+++b++b)>2(2a+2b+2c):a+b+c

1
c a b 2
Sto je i trebalo dokazati.

12. Po CSB nejednakosti vrijedi sljedece:

4=+ +25)(1+4+9) > (z+ 2y + 32)*

Odnosno, (z + 2y + 32)? < 14, pa je i x + 2y + 32 < /14 i time smo dobili gornju granicu.

Uzmemo li z = ﬁ,y = \/% iz = \/%, vidimo da se gornja jednakost zaista postize, odnosno v/14 je
trazena maksimalna vrijednost.

13. Pomnozimo li obje strane nejednakosti s a + b + ¢ + d dobivamo da je dovoljno dokazati

a? v 2 &P 9
et (b+ct+d+a)>(a+b+c+d)

Zadnja nejednakost direktno slijedi iz CSB nejednakosti.
Alternativno, tvrdnja zadatka jednostavno slijedi iz CSB nejednakosti u Engel formi (vidi 5. zadatak).

14. Vrijedi:

AG
71,+W: n+m < a+bl—it..+b: C;;:_nlb

pri ¢emu srednja nejednakost vrijedi po AG nejednakosti na brojevima a, b, ..., b (b se ponavlja n puta), a
iz ovoga slijedi tvrdnja zadatka.

15. Drzavno natjecanje 2019., SS A-1.3.
16. Primijetimo:
CSB
@+ D+ 1) =@+ DA +y?) > (v+y)°
Sada imamo:
@+ D)2 +1) zz+y

i analogno za ostale ¢lanove:


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

17.
18.

19.
20.

21.

22.
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VZ+ D)2+ 1) >y+ 2

(24+1D)(22+1)>2+4+2

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo:

VE+D@+ D)+ V@ +DE+ D+ VEFDE 1) 222 +y+2)

Sto je i trebalo dokazati.
Drzavno natjecanje 2019., SS A-3.4.

Uvedimo supstitucijua =z + 1, b=y + 1,¢c =z + 1. Vrijedi z,y, z > 0 te nejednakost postaje

Ve + i+ vz <V EFD(@+ Dy +1) +1)

Koriste¢i CSB nejednakost vidimo da vrijedi
CSB 5. CSB )
E+DA+@E+D0+y) > E+D0+Ve+vy)T) =2 (Vz+Ve+ V)

$to smo i htjeli pokazati.
Drzavno natjecanje 2009., SS A-4.2.
Drzavno natjecanje 2015. SS A-1.3.

a 1 b
Koristedi identitet ——— = - — ——— d jednakost moz isati kao:
oristedi identite %t -2 datab anu nejednakost mozemo zapisati kao

1 b c a b c a

< — 1<
2 4a+2b+4b+2c+4c+2a 2a+b+2b+c+2c+a

Sada mozemo svaki razlomak desne strane prosiriti svojim brojnikom te primijeniti Engel formu CSB
nejednakosti:
b? N c? N a? < (a+b+c)? B
2ab+ b2 2bc+c2  2ac+a? ” 2ab+ b2+ 2bc + 2 + 2ac+a?

Volumen kutije je (a — 2x)%z, vrijedi a,7 € R,2x < aiz,a > 0.

Trebamo odrediti maksimalnu vrijednost tog izraza.

(a —22)%z = (a — 22)(a — 22)z = i(a —2z)(a — 2z) - 4z

Po AG nejednakosti vrijedi:

a—2xr+a—2x+4x
3

> /(a—2z)(a — 2z) - 4z

(a2x+a2:17+4x

3
2 ) > (a —2x)(a — 2x) - 4x

a—2x+a—2x+4m>3

(a—2m)(a—2x)~4l‘§( 3

Uvrstavanjem ove nejednakosti u gornju nejednakost dobivamo:

1 1/a—2 — 2z +4z\°

1 (2a\° 24
4 \3) 21
Cilj je dokazati da je to maksimum i odrediti za koji x se postize.

Jednakost u ovoj AG nejednakosti vrijedi ako i samo ako je
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/2009-SS-drz-A-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
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a—2xr=a—2x =4x
br =

Tr =

>l o

Dakle, postoji rjesenje ove jednadzbe za svaki a pa se postize jednakost, odnosno dobivena vrijednost je
maksimum. Tada vrijedi z = & pa je to rjesenje.
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20.2. C12: Indukcija - Ema Borevkovi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Zadaci 3 — 7 su preuzeti iz knjige 102 Combinatorial Problems.

1.

®© N ot W

Zadatak éemo rijesiti indukcijom po n. Baza n = 1 je oéita. Plo¢u veliine 27! x 2"*! podijelit éemo
na 4 jednake ploce veli¢ine 2™ x 2". U sredisnji 2 x 2 kvadrat koji obuhvaca po jedno polje iz svakog od
Cetiri dijela postavit ¢emo jednu trominu plocéicu koja ¢e biti orijentirana tako da obuhvati ona tri od
Cetiri dijela u kojima se ne nalazi prazno polje. Zatim ¢emo svako od cetiri dijela poploc¢ati trominama Sto
mozemo po pretpostavci indukcije.

Zupanijsko natjecanje 2020., Getvrti razred, peti zadatak.
102 Combinatorial Problems, zadatak 14., strana 3.
102 Combinatorial Problems, zadatak 44., strana 7.
102 Combinatorial Problems, zadatak 36., strana 6.
102 Combinatorial Problems, zadatak 41., strana 7.
102 Combinatorial Problems, zadatak 35., strana 6.

Zadatak ¢emo rijesiti indukcijom po broju ¢vorova u grafu. Baza je kad je jedan ¢vor. Po pretpostavci
znamo da u svakom grafu s n ¢vorova postoji Hamiltonov put. Dodajmo jos jedan ¢vor u taj graf i povezimo
ga nekako u taj Hamiltonov put. Ako je brid iz njega u pocetni ¢vor puta usmjeren prema pocetnom ¢voru
puta gotovi smo. Isto vrijedi i ako je brid iz njega u zavrsni ¢vor puta usmjeren prema njemu, a od zavrsnog
¢vora. U suprotnom moraju postojati dva susjedna ¢vora u Hamiltonovom putu takva da postoji brid iz
ranije posje¢enog u dodani ¢vor i brid iz dodanog ¢vora u kasnije posjec¢eni. Ovo znaci da mozemo na tom
mjestu ubaciti dodani ¢vor u Hamiltonov put. Ovime je proveden korak indukcije.

IMO Shortlist 2013. C3.
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https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2020/2020-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2020-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
https://drive.google.com/file/d/1vseZ2iWD_s6G4jCpHqKHOqr1YlluISfX/view
https://www.imo-official.org/problems/IMO2013SL.pdf
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20.3. C15: Invarijante - Maja Drmac

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Ako igra zavrsi nerijeSeno ukupni broj bodova se poveéa zs 1 + 1 = 2, a u suprotnom za 3 + (—1) = 2:
invarijanta je onda ukupan broj bodova svakog meca. Ako svaki igra¢ igra sa svakim, to je w
meceva te ako svaki mec¢ dodaje po 2 boda u zbroj, dobivamo da je ukupni broj bodova svih igraca jednak

11-10 = 110.
2. Zupanijsko A 2014. - SS1, 5. zad.

3. Primjetimo da je 2z —y = —y =y (mod 2) i 2y —ax = —z = = (mod 2), to jest broj parnih (ili neparnih)
brojeva na plo¢i je invarijanta. Kako su na pocetku dva parna broja na plo¢i, a zavrsna konfiguracija nema
nijedan paran broj, zakljucujemo da Anja ne moze posti¢i da na ploci pisu brojevi 7,9,11,13, 15.

4. Svakim potezom se suma brojeva povetava za 3, dakle ostatak sume pri dijeljenju s 3 se ne mijenja.
Pocetna suma daje ostatak 1, a zavrsna 0 (jer je 2022z djeljivo s 3) pa Jana ne mozZe postiéi da svi brojevi
budu jednaki.

5. Ni opseg ni povrsina se nakon rezanja i lijepljenja ne mijenjaju. Ako je opseg konstantan, dobivamo da bi
stranica kvadrata trebala biti i stranice jednakostrani¢nog trokuta, ali onda se povrsina trokuta i povrsina
kvadrata ne podudaraju, dakle nije mogucée dobiti kvadrat.

6. Uocimo da je (0.8z —0.6y)? + (0.6x + 0.8y)% = (0.82 + 0.6y)? + (0.62 — 0.8y)? = x2 + 32, tj. tocke do kojih
zaba moze doéi sve imaju jednaku udaljenost od ishodista. Kako je udaljenost tocke (2,3) od ishodista
veda od udaljenosti tocke (1, 1), zakljuéujemo da Zaba ne mozZe doéi do polja (1,1).

7. Pokazimo da Boris uvijek pobjeduje u ovoj igri. Pri svakom potezu, broj komada ¢okolade na stolu se
poveéa za 1 ili smanji za 1, a nakon dva poteza se poveca za 2, smanji za 2 ili ostaje isti kao prije ta
dva poteza. To znaci da svakog igraca na potezu doceka broj komada iste parnosti kao i broj komada pri
posljednjem potezu tog igraca. Kako Anja prva kreée sa jednim komadom ¢okolade, svaki put kad je ona
na redu ée imati neparan broj komada ¢okolade. Igra je kona¢na (komadiéi 1 x 1 se moraju pojesti) pa
¢e ju u nekom trenutku docekati samo jedan 1 x 1 komadi¢ ¢okolade, kojeg ¢e morati pojesti i time Boris
pobjeduje.

8. Drzavno A 2012. - SS3, 5. zad.

9. Znamo da je ostatak broja pri dijeljenju s 9 jednak ostatku koji daje njegov zbroj znamenaka, dakle pri
svakom koraku se ne mijenja ostatak svakog broja pri dijeljenju s 9. Kako je 20212021 = 1 (mod 9), bit
¢e vise jedinica na kraju.

10. a) Boris moze do¢i do trazene konfiguracije na slijedeé¢i nacin:

51,1,1,1 =5,2,2,1,1 =5,4,4,1,1 = 5,5,4,5,1 = 5,5,5,5, 5.

b) Pri svakom potezu se broj maksimalnih vrijednosti na plo¢i poveéa za 2 ili postane 2 pa ako je na
pocetku paran broj maksimalnih vrijednosti, to je invarijanta. Kako se maksimalna vrijednost u pocetnoj
konfiguraciji pojavljuje dva puta, a na kraju ih treba biti 2021, zaklju¢ujemo da Boris ne moze posti¢i ovu
konfiguraciju.

11. Transformacije koje Matej radi podsje¢aju na Euklidov algoritam, odnosno invarijanta je ged(x, y). Vedran
samo mora odabrati brojeve tako da ged(z, w) # ged(z, y).

12. Numerirajmo vrhove brojevima od 1 do 12 (koje ¢emo nadalje zvati oznake da izbjegnemo zabunu), pri
¢emu uzmimo da na pocetku -1 pise u vrhu oznacenom s 1, i da zelimo da na kraju -1 pise u vrhu oznacenom
s 2. Promotrimo broj S koji definiramo kao zbroj oznaka vrhova u kojima pise -1; na pocetku je on 1,
a zelimo da na kraju bude 2. Primijetimo da se promjenom predznaka zbroj oznaka vrhova koji sadrze
broj -1 promijeni za paran broj. Naime, uzmimo da smo u jednom koraku odabrali vrhove s oznakama
z,z+1, 242,243 (moZemo gledati oznake modulo 12, tj. samo ostatke oznaka pri dijeljenju s 12). Ako su
ta 4 vrha broju S pridonosila s T', poslije koraka pridonosit ¢e s 4x+6 —T'. To znaci da ¢e se .S promijeniti
zaT — (4x +6 —T) = 2T — 4z — 6, a to je paran broj. Dakle, kako je S na pocetku bio neparan, on ¢e
uvijek ostati neparan broj, pa Luka ne moZe postiéi ono $to cilja. (Alternativno, mogle su oznake vrhova
naizmjence biti 0 1 1; dosli bismo do istog zakljucka na analogan nadin.)

13. Drzavno A 2019. - SS2, 5. zad.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad%2Brj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
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14. MEMO 2016. - 12
15. Rjesenje pod #2.


https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t219f6h1590925_gcd_of_numbers_on_blackboard
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20.4. G12: Tetivni cetverokuti - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Promatramo kruznicu k i njenu tetivu AB te tangentu ¢ na kruznicu k u tocki B. Neka je S srediste kruznice
k i C neka tocka na kruznici razli¢ita od A i B. Vidimo da tocka C' odreduje obodni kut nad tetivom
AB.Oznacimo |ZACB| = . Po teoremu o obodnom i sredisnjem kutu dobivamo da je |ZASB| = 2~.

Buduéi da je trokut AABS jednakokracan, vrijedi |ZABS| = 90° — v, a jer je kut izmedu polumjera SB
i tangente pravi dobivamo da je kut izmedu tangente i tetive jednak ~.

2. 2016., opé 2A, 4.

3. Neka je ABCD bilo koji ¢etverokut cije simetrale kutova tvore ¢etverokut EFGH te neka su redom
a, 8,7, unutarnji kutevi ¢etverokuta ABC D. Iskoristimo ¢injenicu da je zbroj kuteva u trokutu jednak
180°.

U AABE dobivamo /BEA = 180° — % - g a iz ACDG imamo ZDGC = 180° — % - g Zbog vrinih

kuteva imamo i ZHEF = /BEA te ZFGH = ZDGC.
Kutevi ZHEF i ZFGH su nasuprotni kutevi u ¢etverokutu FFGH 1i za njih vrijedi

0
/HEF + /FGH = 180° — ath +180° — %
— 360° — atf+y+9
2
= 360° — 3607 _ 180°

pa po prvoj karakterizaciji tetivnih cetverokuta zakljuc¢ujemo da je cetverokut EFGH tetivan.

4. Neka je O srediste opisane kruznice, P poloviste stranice AB i S sjeciste simetrale stranice AB (to je
pravac OP buduéi da je srediste opisane kruznice na simetrali stranice) sa opisanom kruznicom. Zelimo
pokazati LACS = £SCB.

Odmah vidimo da je ¢etverokut ASBC tetivan. Buduéi da su LZACS i ZABS kutevi nad (istom) tetivom
AS, vrijedi ZACS = ZABS. Simetrala stranice okomita je na tu stranicu, pa po SKS poucku o suklad-
nosti trokuta znamo da su trokuti AASP i ABSP sukladni (SP je zajednicka stranica, |AP| = |PB| po
definiciji toc¢ke P i kut izmedu njih je pravi). Iz toga slijedi ZABS = ZBAS.

Sada opet primijenimo isti trik s obodnim kutevima, ovaj puta nad tetivom BS, i dobivamo ZSCB =
/SAB = /ZABS = ZACS, sto je i trebalo pokazati.

5. 2016., zup 3A, 3.

6. Neka je H ortocentar trokuta ABC i T njegova osnosimetri¢na slika u odnosu na AB. Dovoljno je pokazati
da je cetverokut AT BC' tetivan. Oznacimo sa M, N i P redom nozista visina na BC, AB i AC.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-rj-ispravljeno.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf

10.
11.
12.
13.
14.
15.
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Neka je |ZACB| = . Buduéi da je |ZCPH| = [ZCMH| = 90°, ¢etverokut CPH M je tetivan. U tetivhom
Cetverokutu zboj nasuprotnih kuteva je 180°, pa je |[ZPHM| = 180°—-, a zbog toga je i | LZAH B| = 180°—~
(vréni kutevi).

Tocka T je osnosimetri¢na slika od H u odnosu na AB pa vrijedi AABH = NABT. Zbog toga imamo

|LATB| = |ZAHB| = 180° — .
Sada smo dobili da je zbroj nasuprotnih kuteva u ¢etverokutu AT BC' jednak 180° (|[ZACB|+ |ZAHB| =
180°) pa je cetverokut AT BC' tetivan.
2012., opé 2A, 8.

Uoc¢imo da je ZCDB = ZCEB = 90°, pa zakljucujemo da je cetverokut BCDFE tetivan. Tvrdnju zadatka
pokazat ¢emo ako pokazemo jednakost kuteva uz pravac koji bi bio transverzala. Pokazimo da je kut
izmedu tangente u A i AB jednak kutu ZAED.

Po teoremu o kutu izmedu tetive i tangente je kut izmedu tangente u tocki A i pravca AB jednak
Z/ACB, §to je obodni kut nad tetivom AB. Usto, jer je BCDE tetivan zakljué¢ujemo da je ZDCB =
180° — /BED = ZAED. Sada zbog ZACB = ZAED slijedi tvrdnja zadatka.

2018., zup 4A, 3.
2010, drz 2A, 4.
MEMO 2015., 13
JBMO 2015., 3.
EMC 2020., J1
1GO, YouTube
1GO 2016 Adv P2


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-skolsko-1234-zad+rj/2012-SS-skolsko-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://memo2015.dmfa.si/files/solutions.pdf
https://www.dms.rs/jbmo/data/Solutions19.JBMO.pdf
http://emc.mnm.hr/wp-content/uploads/2020/12/EMC_2020_Juniors_ENG_Solutions-2.pdf
https://youtu.be/897In0LmTJ0
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1305095p6971697
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20.5. N12: Sustavi ostataka - Mislav Brneti¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. (a) Za n € N pogledajmo sljedece slucajeve:
1. slucaj
n =0 (mod 3)
= n? =0 (mod 3)
2. slucaj
n =1 (mod 3)
= n?=1-1=1 (mod 3)
3. slucaj
n =2 (mod 3)
= n?’=2-2=4=1 (mod 3)
Dakle, kvadratni ostatci mod 3 su01i 1.
(b) Za ostatke pri dijeljenju sa 4 analogno zaklju¢ujemo kako su kvadratni ostatci 0 i 1.
2. Koristenjem prethodnog rezultata, primijetimo da je p> = 0 (mod 3) ili p? =1 (mod 3).
1. slucaj - p*> =0 (mod 3)

Primijetimo kako je jedini prost broj s takvim svojstvom p = 3. Naime, mozemo zakljuciti kako je p
sigurno djeljiv sa 3, a jedini takav prost broj je upravo 3.

Uvrstavanjem p = 3 dobivamo 8p? + 1 = 73 &to je prost broj, dakle p = 3 je rjesenje.
2. slucaj - p?> =1 (mod 3)

Odredimo ostatak pri dijeljenju 8p? + 1 sa 3.

8p> +1=8+1=0 (mod 3)
No, jedini takav prost broj je 3, a lako zaklju¢ujemo kako je 8p? + 1 sigurno veéi od 9, zbog Gega ovaj
slucaj nema rjesenja.
Dakle, jedino rjesenje je p = 3.
3. Promotrimo sve ostatke prirodnog broja n > 3 pri dijeljenju sa 6.
n =0 (mod 6)
No, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zaklju¢ujemo da nije prost.
n =2 (mod 6)
Analogno, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zaklju¢ujemo da nije prost.
n =3 (mod 6)
Tada je n djeljiv s 3, a kako je veéi od 3, zakljucujemo da nije prost.
n =4 (mod 6)
No, kao i u ranijim sluéajevima, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zaklju¢ujemo da nije prost.
Preostaje zakljuciti kako su jedine preostale moguénosti za prosti broj brojevi oblika 6k 4+ 1 i 6k — 1.

Primijetite da za rjesenje ovog zadatka nije potrebno dokazivati da postoje prosti brojevi traZenog oblika,
veé samo da ne postoje oni drugog oblika, odnosno da su ovo jedine mogucénosti.
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. Ideja rjesenja ovog zadatka ista je kao i ideja rjesenja 1. zadatka.
Za svaki ostatak pri dijejenju sa 7 odredujemo ostatak njegovog kuba pri dijeljenju sa 7.

Imamo:

n=0 (mod 7) = n®>=0 (mod 7)
n=1(mod7) = n®=1 (mod 7)
n=2(mod7) = n®>=1 (mod 7)
n =3 (mod 7) = n® =6 (mod 7)
n=4(mod7) = n®=1 (mod 7)
n=5 (mod 7) = n® =6 (mod 7)
n =6 (mod 7) = n® =6 (mod 7)

¢ime smo dokazali tvrdnju zadatka.
Zupanijsko natjecanje 2017. SS A-3.2.
Zupanijsko natjecanje 2015. SS A-1.2.
Drzavno natjecanje 2014. SS A-1.1.

Primijetimo:

3°=1=1 (mod 10)

3! =3 =3 (mod 10)

32 =9=9 (mod 10)

3% =27 =7 (mod 10)

3* =81 =1 (mod 10)
Poznato je kako se ostaci potencija pri dijeljenju s nekim brojem (pa zato i zadnja znamenka) periodicki
ponavljaju, a to se lako moZe dokazati indukcijom (ako to niste dokazali, svakako dokaZite za vjeibu).

Zato zakljucujemo kako se ostaci potencija broja 3 pri dijeljenu s 10 ponavljaju s periodom 4, odnosno,
za k € Ny, vrijedi:

3% =1 (mod 10)

3#+1 = 3 (mod 10)
3442 = 9 (mod 10)
34%+3 = 7 (mod 10)

Kako je 333 = 1 (mod 4), zaklju¢ujemo kako je posljednja znamenka broja 3332 jednaka 3.
Primijenimo Eulerov teorem:

Imamo ¢(100) = 100(1 — £)(1 — 1) = 40.

Zato po Eulerovom teoremu imamo (s obzirom da su 7% i 100 relativno prosti):

740 = 1 (mod 100)

odnosno

74% =1 (mod 100)

za k € Np.

Sada odredimo ostatak pri dijeljenju eksponenta 7% sa 40.
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2015-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

166

10.
11.
12.
13.

14.
15.

MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

Imamo ¢(40) = 40(1 — 3)(1 — &) = 16.
Dakle, po Eulerovom teoremu, kako su 7 i 40 relativno prosti, imamo,
716 =1 (mod 40)

odnosno

716% =1 (mod 40)

za k € Np.
Kako je 100 = 6 - 16 + 4, imamo:

7100 = 716644 — 74 = 49. 49 =9.9 =81 =1 (mod 40)
No to znaci kako je

7100

77 =7 =7 (mod 100)

Drzavno natjecanje 2017. SS A-1.2.
Drzavno natjecanje 2016. SS A-1.4.
Drzavno natjecanje 2016. SS A-3.2.

Po Malom Fermatovom teoremu imamo:

¢! =1 (mod p)
= pl¢" ' =1 = pp ¢ -1
P71 =1 (mod q)

= qp" —1 = qp? ¢ -1

Kako su p i ¢ razli¢iti prosti brojevi pa su zato i relativno prosti, zakljucujemo

palp™ " -1

Sto je ekvivalentno s tvrdnjom zadatka.
HMO 2018. 1.4.
HMO 2016. 1.4.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf
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21. Poglavlje

Rjesenja za trecu grupu

21.1. A13: Funkcijske jednadzbe - lvan Sinci¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Rjesenja

1. Dokazimo da je f injekcija. Iz jednadzbe imamo = = f(f(z)) — f(z), pa kada bi za neke z,y € R bilo
f(z) = f(y), imali bi
= f(f(z) = flx)=f(fy) - fly) =,

sto dokazuje injektivnost. Uvrstavajuéi £ = 0 u pocetnu jednadzbu dobivamo

F(0) = F(£(0) LT 0= £(0) = F(£(0)) = £(0) = 0.
Sada nam ponovno koristenje injektivnosti u jednadzbi f(f(z)) = 0 daje
F(F(@) = 0= F(£(0)) EE f(2) = £(0) = 2 =0,

Dakle jedino rjesenje jednadzbe f(f(x)) =0 je z = 0.
2. xyz funkcijska https://mnm.hr/wp-content /uploads/2015/10/Uvod_ u_ funkcijske jednad be.pdf

3. U danoj jednadzbi najprije moZemo izraziti f(1 — ) preko ostalih ¢lanova:

2f(x) 1

71— ) = 21

Uvrstavajuéi 1 — 2 umjesto z (u oznaci & := 1 — x) u pocetnu jednadzbu, dobivamo

2f(z)+1=(1—2)f(1 — ).

Sada mozemo iskoristiti dobiveni izraz za f(1 — x):

2f(x)+1:(1fw)f(1fx):(k@%
= Af(x)+2=(1—2z)(zf(z) - 1) = 4Af(zx) +2=af(z) -1 —2°f(z) +2
— J@U-rta)=e-3 = f(0)= 5,

2

gdje je zadnji korak opravdan jer polinom x® — x 4+ 4 ne postize vrijednost 0 ni za koji z € R. Ostaje

provjeriti dobiveno rjesenje:

21—z —3)) —2z —4 x? - 3x
LHS = 1= 1=
(1—30)2—(1—917)—1—4Jr 4—3(;—1—302Jr 22 —ax+4’
RHS — x(x —3)

2 —x+4


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Uvod_u_funkcijske_jednad_be.pdf
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. Uvrstimo li z = 1,y = 0 u danu nejednakost dobivamo

fW=21 = fQ1)=1
Sada uvrstavanje y = 0 daje
f(z) 2 =,

ay=1daje
- f@)21-¢ = > f(z),

pa kombinirajudi te dvije tvrdnje dobivamo
22 flz)ze = f(z)==

za sve z € [0, 1]. Provjerom vidimo da je to uistinu rjesenje.

http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike /zadaci/2011,/2011-SS-drz-1234- AB-zad+
rj/2011-SS-drz-1234- A-rj.pdf

http://www.antonija-horvatek.from.hr /natjecanja-iz-matematike /zadaci/2002,/2002- SS-zup-1234-zad +1j/
2002-SS-zup-1234-zad %2Brj.pdf

IMO 2019. https://artofproblemsolving.com/community /c6h1876068p12744859

IMO shorlist 2002 https://artofproblemsolving.com/community /c6h17330p118698
EMC 2017. https://artofproblemsolving.com/community /c6h1565494p9588782
MEMO 2017. https://artofproblemsolving.com/community /c6h1502364p8868742
IMO shortlist 2004. https://artofproblemsolving.com/community/c6h27188p169519
IMO shortlist 2001. https://artofproblemsolving.com/community /c6h17450p119165
IMO shortlist 2010. https://artofproblemsolving.com/community /c6h418682p2362286


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2011-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2011-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-zup-1234-zad+rj/2002-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-zup-1234-zad+rj/2002-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1876068p12744859
https://artofproblemsolving.com/community/c6h17330p118698
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1565494p9588782
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1502364p8868742
https://artofproblemsolving.com/community/c6h27188p169519
https://artofproblemsolving.com/community/c6h17450p119165
https://artofproblemsolving.com/community/c6h418682p2362286
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21.2. C16: Plo¢na kombinatorika - Luka Banovi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Ne moze. Obojimo plocu tako da je svako tre¢e polje u pojedinom retku i stupcu crno, pri ¢emu su polja
koja dijele brid s izrezanim poljem oba obojena crno. Lako sada izbrojimo da je crnih polja 22, a preostalih
41. No, bududi da svaka plocica pokriva to¢no 1 crno polje, zakljucujemo da ovakvo poplocavanje nije
moguce.

2. Ne mozemo to uciniti ni za jedan n. Naime, nije tesko primijetiti da je parnost broja crnih polja uvijek
oCuvana: ako je u nekom retku ili stupcu bilo ¢ crnih polja, bit ée ih 2n — ¢ nakon poteza, a ako je u
odabranom kvadratu bilo ¢ crnih polja, nakon poteza bit ¢e ih 4 — ¢. Kako je na pocetku broj crnih polja
paran, ne mozemo posti¢i da bude neparan, bez obzira na to koliki je n.

3. Tocan odgovor je 4. Na slici 21.1 su crno oznacena polja koja treba izbaciti da ostane ploca koja zadovoljava
uvjete. Sada pretpostavimo da je moguée maknuti manje od 4 polja. Primijetimo da to znaci da postoji
redak iz kojeg ne mic¢emo nijedno polje. Ako postoji jos jedan redak u kojem ostavljamo sva polja na miru,
ocito ¢emo nadi 4 koja zatvaraju kvadrat. Stoga ostaje slucaj kad iz preostala 3 retka mi¢emo po jedno
polje. Promotrimo redak kojem su ostala sva polja netaknuta i njemu susjedni redak. Sada lako vidimo
da bez obzira koje polje iz tog susjednog retka maknuli postojat ¢e 4 polja u ta 2 retka koja ¢e zatvarati
kvadrat. Dakle, dokazali smo tvrdnju.

Slika 21.1:

4. Ne mozemo. Obojimo plocu sahovski. Tada imamo po 50 crnih i bijelih polja. Primijetimo da svaka plocica
pokriva 3 crna i 1 bijelo polje ili 3 bijela i 1 crno polje. Za poploc¢avanje nam treba 25 plocica, od toga
recimo da njih = pokriva 3 crna polja. Ukupan broj crnih polja je 50 = 3z 4 (25 — ) = 2a + 25, pa kako
ova jednadzba nema rjesenja u cijelim brojevima zaklju¢ujemo da trazeno poplo¢avanje nije moguce.

5. Numerirajmo retke i stupce i fiksirajmo proizvoljno polje: neka se nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu.
Uoc¢imo da je nuzan i dovoljan uvjet da je polje u nekom pravokutniku taj da je gornje lijevo polje tog
pravokutnika u nekom od redaka 1,...,4 i nekom od stupaca 1, ..., 7, te da je donje desno polje u nekom od
redaka 14, ...,m i nekom od stupaca j,...,n. Gornjim lijevim i donjim desnim poljem zaista je jednoznacno
odreden pravokutnik. Kako gornje lijevo i donje desno polje pravokutnika mozemo izabrati neovisno jedno
o drugom, broj koji piSe u fiksiranom polju je ij(n — i+ 1)(n — j + 1). Stoga je trazeni zbroj jednak

Zn:zn:ij(n—i+1)(n—j+1) :(ii(n_i+1))2 _ (i(n"‘l)i_ﬂy
:(n(n; et 1)6(2n+ 1))2 - 3716712(71—&- 1)2(n +2)2

6. Je. Trazenu konfiguraciju dobivamo induktivno. Recimo da plo¢a ima donji lijevi kut. Plo¢u ¢emo popuniti
brojevima tako da svaki redak i svaki stupac donjeg lijevog kvadrata dimenzija 2™ x 2™ n > 0 sadrzi sve
prirodne brojeve od 1 do 2™ ukljucivo. Za n = 0 u jedino polje tog kvadrata upiSemo jedinicu. Kad smo
popunili na zadani na¢in donji lijevi kvadrat dimenzija 2™ x 27, donji lijevi kvadrat dimenzija 271 x 27 +1
popunit éemo ovako: ovaj manji kvadrat ¢init ¢e donju lijevu i gornju desnu Cetvrtinu veéeg, dok ¢emo
preostale cetvrtine popuniti ponovno kopijama manjeg kvadrata kojima su svi brojevi uvecani za 2".
Ovime je jasno da ¢emo naposljetku dobiti Zeljenu konfiguraciju ploce, tj. da su svi brojevi u svakom
retku i stupcu razliciti te da se svi pojavljuju u svakom retku i stupcu.

7. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Baza za n = 1 je ocita. Pretpostavimo da je za neki prirodan broj k
moguée poplocati plocu 2F x 2F na trazeni naéin. Plo¢u 25+ x 28+1 mozemo podijeliti na 4 ploce dimenzija
2k x 2% od kojih jednoj fali jedno polje. Tu manju plo¢u kojoj fali jedno polje mozemo poplocati prema
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pretpostavci indukcije. Ostaje pokazati da preostale 3 manje ploc¢e kojima ne fali nijedno polje mozemo
poplocati danim plocicama.

Tu tvrdnju takoder éemo dokazati indukcijom. Dakle, sada éemo indukcijom dokazati da se ploca dimenzija
2™ x 2™ kojoj npr. fali gornja desna cetvrtina moze poplocati danim ploc¢icama. Baza je identi¢na kao i na
pocetku. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki k. U koraku indukcije nije se tesko uvjeriti da plocu
dimenzija 281 x 2F+1 kojoj fali jedna Getvrtina mozemo podijeliti na 4 istovjetne ploce dimenzije 2% x 2*
koje mozemo poplocati po pretpostavci indukcije. Ovime je dokaz gotov.

8. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoje 2 susjedna polja u koja su upisani razli¢iti brojevi. Promotrimo
polje koje sadrzi manji od ta 2 broja. Kako je jedan od susjeda veéi od njega, a on sam mora biti aritmeticka
sredina susjeda, u nekom od susjednih mu polja mora pisati broj koji je manji od njega. Sada izvedemo
analogni zakljucak za to polje i uo¢imo da ovaj argument mozemo naizgled u nedogled ponavljati. Medutim,
kako su u polja ploce upisani prirodni brojevi, a postoji najmanji prirodni broj, nakon kona¢no mnogo
koraka ipak vise ne¢emo modéi provesti ovaj korak i doé¢i ¢emo do Zeljene kontradikcije.

9. HMO 2016.

10. Ne moze. Obojimo ploc¢u po dijagonalama u 3 boje. U svakom koraku broj zetona koji se nalaze na jednoj
od boja povecava se za 1, a za ostale 2 boje se smanjuje za 1. Kako na pocetku na svakoj od boja imamo
po 3 Zetona (tj. neparno mnogo njih), broj Zetona na svim bojama ¢e uvijek medusobno biti iste parnosti.
Stoga ne mozemo doé¢i do situacije da imamo 2 boje na kojima nema zetona i 1 boju na kojoj imamo jedan
zeton.

11. Uvedimo sljedeée oznake: neka su za svaki k = 1,...,n my, ny redom broj razli¢itih boja koji se pojavljuju
u k-tom retku, odnosno stupcu, a 7y, s broj redaka, odnosno stupaca u kojima se pojavljuje k-ta boja.
Lako se uvjeriti da vrijedi

—Zrk—i—Zsk.

k=1 k=1 k=1 k=1

NE
g
+
(]
S
|

Nadalje, primijetimo da se k-ta boja moze nalaziti samo na presjecima redaka i stupaca koji tu boju sadrze,
a njih ima redom r;, odnosno s;. Kako se svaka boja pojavljuje na n polja, dobivamo ogradu r - s = n,
za svaki k. Sada koriste¢i A-G nejednakost slijedi da je

n n

ka-Fan = Z(Tk-i-sk) > 22\/@2 22\/52271\/7;'
k=1 k=1 =1

k=1 k=1

Dakle, aritmeticka sredina 2n pribrojnika na lijevoj strani nejednakosti je barem /n, iz ¢ega slijedi tvrdnja
zadatka.

12. Obojimo plocu tako da je polje crno ako se nalazi u neparnom retku i neparnom stupcu, inace neka je
bijelo. Pretpostavimo da postoji trazeno poplocavanje u k slojeva. Kako svaka ploc¢ica pokriva najvise
jedno crno polje, a crnih polja je 12, potrebno nam je barem 12k plocica koje onda prekrivaju barem 36k
polja. No, za poplocavanje plocice trebaju sadrzavati 35k polja, pa dolazimo do kontradikcije.

13. Pokazat ¢emo da su svi takvi n nuzno djeljivi s 3. Imamo 2 dijela dokaza.

1. dio: pokazimo da je moguce do¢i do Ssahovskog bojanja kad je n djeljiv s 3. Tada plocu mozemo podijeliti
u kvadrate velicine 3 x 3, pri ¢emu ¢emo za neke kvadrate htjeti da im je gornje lijevo polje crno, a za
neke da im je to polje bijelo. No, lako provjerimo da u najvise 3 koraka mozemo od bijele 3 x 3 ploce doéi
do zeljenih bojanja. Dakle, kad provedemo te korake za svaku 3 x 3 ploc¢u zasebno, dobit ¢emo Sahovsko
bojanje.

2. dio: pokazimo da je nemoguce doéi do Sahovskog bojanja kad n nije djeljiv s 3. Uoc¢imo da sada ne
mozemo podijeliti ploc¢u iskljucivo na 3 x 3 dijelove. Recimo da zelimo dobiti da je gornje lijevo polje bijelo.
Obojimo ploc¢u neovisno o sahovskom bojanju u 3 boje tako da svako trece polje bude obojeno u istu boju
iduéi redak po redak slijeva nadesno. Recimo da su te boje redom crvena, zelena i plava. Uo¢imo da 4n?
nuzno daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, $to znaci da ¢e crvenih polja biti 3k + 1, a zelenih i plavih po 3k za
neki prirodan broj k. Kad ovako postavimo stvari, imamo da je 9k + 1 = 4n2, pa dodatno zaklju¢ujemo
da je k neparan. Sada lako mozemo odrediti koliko je crnih polja obojeno crveno, zeleno ili plavo: crveno i
zeleno bit ¢e obojeno po % crnih polja, a plavo % crnih polja. Specijalno, ako zelimo Sahovski obojiti
ploc¢u broj crnih polja obojen crvenom, zelenom i plavom bojom nece biti iste parnosti. No, primijetimo
da kre¢emo od ploce gdje to nije slucaj, te da se svakim korakom to svojstvo ne¢e promijeniti. Ovime smo
pokazali tvrdnju.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf
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14. Neka su prije poteza t brojevi na ploé¢i a; 4, ..., @, ¢, a njihova aritmeticka sredina neka je S;. Uvedimo

n

Ay = Z lak,: — Sl

k=1

tj. promatramo apsolutne razlike brojeva na ploci od trenutne aritmeticke sredine jer o¢ekujemo da ce
se one opcenito smanjivati budué¢i da stalno brojeve priblizavamo aritmetickoj sredini. Neka je x; broj
brojeva kojima u t-tom koraku dodajemo 1, a y; broj brojeva kojima u t-tom koraku oduzimamo 1. Tada
je Sii1 = S+ Z pa e

n

n
Ty — Y
Apgr = lariyr — S — %|

k=
n

1
Tt — Yt
< Z(|ak,t+1 — S| + |T|)

k=1
n
=|zs — ye| + Z |lak,t+1 — Stl
k=1
n
=lze =yl = (@ + o) + Z |ak,e — St

k=1
=A¢ + |z — ye| — (26 + 1)

Pritom smo drugi redak dobili koristenjem nejednakosti trokuta, a Cetvrti redak iz ¢injenice da je |ag 41—
St| = |ak,s — S¢| — 1 za onih z; +y, brojeva na plo¢i koji su promijenjeni, odnosno |ay 141 — St| = |ak,c — St
za ostale. Sada ako su x,y: > 0, onda je |zy — y¢| — (x¢ + y¢) > 0, pa dobivamo Ay < Aq.

Ostaje slucaj kad je x; = 0 ili y» = 0, gdje ne mozemo iz gornjeg raspisa zakljuciti da je A¢11 < Ay. No,
ovdje ¢emo iskoristiti ¢injenicu da u nejednakosti trokuta vrijedi jednakost ako i samo ako su svi pribrojnici
istog predznaka. Kako je sada x; — y: # 0, te uz to medu brojevima ay ;41 — S¢ moraju postojati brojevi
koji su strogo pozitivni i strogo negativni (inace ne bismo mogli provesti ili ovaj ili sljedeéi korak), vidimo
da ¢e u barem jednoj primjeni nejednakosti trokuta vrijediti stroga nejednakost. Stoga i u ovom slucaju
imamo At+1 < Aq.

Dakle, dobili smo da je niz (n-A¢); niz strogo padajuéih nenegativnih cijelih brojeva, iz ¢ega slijedi tvrdnja.
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21.3. G13: Simedijane - KreSimir Nezmah

Link na zadatke. Link na hintove.

1.

4.

© ®© N >

10.
11.

Folklor.
Rjesenje slijedi direktnim uvrstavanjem u trigonometrijski oblik Cevinog teorema i iz ¢injenice da su pravei
izogonalni.

Folklor.

(a) Rjesenje slijedi mnoZenjem izraza za omjer u kojem ¢evijani AD i AE dijele duzinu BC. Vidi uvod.
(b) Slijedi iz (a) dijela uz napomenu da ako je M poloviste od BC, onda je Iﬁf\g‘l =1

Folklor. -
Oznacimo sa M’ toc¢ku u kojoj refleksija pravca AX preko simetrale kuta ZBAC sijece duzinu BC. Zelimo
pokazati da je If/ﬁél = 1. Vrijedi redom:

|IBM'|  sin /BAM'-sin /ACB _ sin /BAM'-sin /ABX  sin /CAX -sin/ABX |CX]|-|AX]
IM'C|  sin /CAM'-sin /ABC' — sin Z/OAM' -sin /ACX  sin /BAX -sin /ACX  |BX|-|AX]|
Sto smo i htjeli pokazati.

Folklor.

=1

« (a) Slijedi iz konstrukcije simedijane za AK BC, §to je zapravo identi¢na konstrukcija kao i za AABC.
Potrebno je samo uociti da dokaz u prethodnom zadatku radi i za ovaj slucaj.

o (b) Sli¢nosti slijede iz jednakosti kutova koje dobivamo ili preko tetivnosti ili preko izogonalnosti.
Za NABK ~ NAMC imamo /BAK = ZCAM zbog izogonalnosti i /BKA = /BCA =/ MCA
zbog tetivnosti. Za AABK ~ ACMK imamo /BAK = /BCK = ZMCK zbog tetivnosti, a
/BKA = /ZCKM zbog izogonalnosti. Drugi niz slicnosti dokazuje se analogno.

2
e (c) Gledajuéi AD kao simedijanu u AABC imamo IBD| _ (14B] , a gledaju¢i KD kao simedijanu
|DC]| |AC]|

2
u ABKC imamo % = (%) , iz Cega je % = %, tj. |AB|-|CK|=|AC| - |BK|.

« (d) Neka je O srediste opisane od AABC, a P poloviste od AK. Kako je AK tetiva, imamo OP | AK.
Iz jednakosti kutova ZOPX = ZOBX = Z0CX = 90° slijedi da tocke B, P, O, C'i X leze na
kruznici s promjerom OX.

¢ (e) Oznac¢imo P kao pod (d) te podsjetimo se na koncikliénost tocaka B, P, O, C, X. Imamo
o = /BAC = 1/BOC = /BOX = /BPX. Zato je ZKBC = /KAC = /BAC — /BAK =
/BPX — /BAP = ZABP pa je BC simedijana.

o (f) BM je simetrala od ZAM K zbog jednakosti kutova koja slijedi iz sli¢nosti pod (b). M X je onda
vanjska simetrala zbog okomitosti vanjske i unutarnje simetrale.
« (g) TraZena tocka je upravo izogonalni konjugat tezista trokuta. Zelimo li eksplicitno pokazati da se

sve tri simedijane sijeku, dokaz se provodi analogno kao 1. zadatak preko trigonometrijskog oblika
Cevinog teorema. Alternativno, mozemo i preko obi¢nog Cevinog teorema uz omjer iz zadatka 2.(b).

Folklor.

Vec¢ smo u zadatku 4. pokazali da iz bilo koje tvrdnje (b) - (e) slijede ostale. Preostaje pokazati jedino da iz
(a) slijede ostale. Oznac¢imo sa M poloviste od BD. Pokazat ¢emo da je ZBAC = ZDAM preko sli¢nosti
ANABC ~ NAMD. Ve¢ imamo /BCA = /BDA = /M DA zbog tetivnosti pa je dovoljno dokazati omjer

% = %. Kako je [MD| = 1|BD|, traZeni omjer ekvivalentan je |AC|-|BD| = 2|AD|-|BC|, §to vrijedi

zbog Ptolomejevog teorema |AC|- |BD| = |AB| - |CD| + |AD| - |BC| i pretpostavke da |AB| - |CD| =
|AD] - |BC|.

Poljska 2000., prvi dan, 2. zadatak
HMO 2018., prvi dan

IMO shortlist 2003. G2

Vietnam TST 2001.

USA TST 2007., zadatak 5.
USAMO 2008., zadatak 2.


https://en.wikipedia.org/wiki/Isogonal_conjugate
https://hrcak.srce.hr/file/350989
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmedian
https://www.cut-the-knot.org/triangle/symmedians.shtml
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2016/12/G-Harmoniteti-Bucic-Cevid.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h24672p2549300
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h5787p19107
https://artofproblemsolving.com/community/c6h42399p268361
https://artofproblemsolving.com/community/c6h178057p982020
https://artofproblemsolving.com/community/c5h202907p1116181
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21.4. N13: Orderi - Paula Vidas

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Primijetimo da su a i a” —1 relativno prosti. Odredimo ordg»_ja.Zal <z <nimamo0 < a®—1 < a”—1
pa ne moze biti a* = 1 (mod a™ — 1). Kako je ¢ =1 (mod a™ — 1), dobivamo ord,~_1 a = n. Tvrdnja
sada slijedi primjenom korolara 5.5.7.

2. Neka je g prost i ¢ | 27 — 1. Tada je 22 =1 (mod ¢), pa ord, 2 | p.
Ne moze biti ord, 2 = 1, jer bi to znadilo 2 =1 (mod q) = ¢ | 1, pa mora biti ord, 2 = p.
Znamo da ordy2 | p(¢) =¢— 1, paimamop|g—1 = p<qg—1 = ¢>p.

3. Neka je g prost i ¢ | p? — 1. Tada je p? =1 (mod ¢), pa ordyp | p.

Pogledajmo sluéaj kada je ord, p = p. Sjetmo se da ord, p | ¢(¢) = ¢ — 1, pa slijedi da je ¢ =1 (mod p).
Dakle, g je trazenog oblika.

Pretpostavimo sada da za sve proste djelitelje ¢ od pP — 1 vrijedi ord, p = 1. Tada je p =1 (mod g¢). Broj
pP — 1 mozemo zapisati kao (p—1)(pP "L+ - - +p+1). Za drugi faktor vrijedi pP~ 1+ +p+1=p=1#£0
(mod q), Sto je u kontradikeiji s ¢injenicom da on ima prostog djelitelja (jer je veéi od 1). Dakle, ne moze
za sve proste djelitelje vrijediti ord, p = 1.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. n | 2™ — 1. Neka je p najmanji prosti djelitelj od n. Tada p | 2" — 1 =
ord, 2 | n. No ord, 2 < ¢(p) =p — 1 < p, $to je u kontradikciji s time da je p najmanji prosti djelitelj.

5. https://artofproblemsolving.com/community /c6t30671{6h58445 prime triplets
Odgovor: (p,q,7) € {(2,5,3),(3,2,5),(5,3,2)}.
6. https://artofproblemsolving.com/community /c6t32567f6h1455798 turkey egmo_ tst_ 2017 p6
Odgovor: p = ¢ neparni.
7. https://artofproblemsolving.com/community /c6h559422
Odgovor: (p,q) € {(2,3),(2,5),(3,2), (5,2), (5,5), (5,313), (313,5)}.
8. https://artofproblemsolving.com/community/c6t30671{6h1779870__a_ difficult_ nt
Odgovor: (p,q) = (2,2).
9. https://artofproblemsolving.com/community/c6h472954p2648118
Odgovor: p =n ili (p,n) = (2,4).


https://artofproblemsolving.com/community/c6t30671f6h58445_prime_triplets
https://artofproblemsolving.com/community/c6t32567f6h1455798_turkey_egmo_tst_2017_p6
https://artofproblemsolving.com/community/c6h559422
https://artofproblemsolving.com/community/c6t30671f6h1779870_a_difficult_nt
https://artofproblemsolving.com/community/c6h472954p2648118
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22. Poglavlje

Rjesenja za olimpijsku grupu

22.1. M3: Vjerovanje u viSse noma - lvan Sinci¢
Link na zadatke. Link na hintove.
https://www.imomath.com/index.php?options=623&lmm=0

https://www.imomath.com/index.php?options=623&lmm=0

https://vjime.osu.cz/storage/uploads/j21solutions1.pdf

= L o

https://natjecanja.math.hr /wp-content /uploads/2019/07/A-Polinom-Domagoj-Cevid.pdf
https://natjecanja.math.hr /wp-content /uploads/2017/03/A-polinomi-Bakic.pdf

https://imomath.com/index.php?options=622&lmm=0

https://natjecanja.math.hr/wp-content /uploads/2017/03/A-RMM-Orlic.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content /uploads/2015/07/A-Nestandardna-algebra-Kristina- Ana-Skreb.pdf
https://artofproblemsolving.com/community /c7h1679689p10705996

© ® N > o

https://artofproblemsolving.com/community /c7h1812367p12079294
10. https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2016 /12 /N-Polinomi-nizovi-funkeije- Miljen.pdf
11. https://imomath.com/index.php?options=627&lmm=0

12. https://imomath.com/index.php?options=627&lmm=0


https://www.imomath.com/index.php?options=623&lmm=0
https://www.imomath.com/index.php?options=623&lmm=0
https://vjimc.osu.cz/storage/uploads/j21solutions1.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/07/A-Polinom-Domagoj-Cevid.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2017/03/A-polinomi-Bakic.pdf
https://imomath.com/index.php?options=622&lmm=0
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2017/03/A-RMM-Orlic.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/07/A-Nestandardna-algebra-Kristina-Ana-Skreb.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c7h1679689p10705996
https://artofproblemsolving.com/community/c7h1812367p12079294
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2016/12/N-Polinomi-nizovi-funkcije-Miljen.pdf
https://imomath.com/index.php?options=627&lmm=0
https://imomath.com/index.php?options=627&lmm=0
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22.2. M8: Konstrukcije - lvan Novak

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Indukcija. Promotri skup prostih faktora koji dijele sve ¢lanove skupa s n ¢lanova i eksponent elementa koji
dodajes u skup uzmi ¢ njihovog umnoska. Ovako generiramo skupove S; C Sp C ... takve da |Sk| =k, a
za beskonacan skup uzmi uniju .S;.

2. Po Schuru, postoji beskona¢no prostih brojeva koji dijele neki od brojeva oblika P(x). Neka su p1,pa,. ..
ti prosti brojevi i neka su y; brojevi takvi da je P(y;) djeljiv s p;. Tada uzmimo u = y; (mod p;) za
i€{1,...,n}. Onda P(u) ima barem n razli¢itih prostih faktora i tvrdnja slijedi.

3. Neka je g primitivni korijen mod p.

Prepostavimo da je p = 3 (mod 4). Onda broju g* pridruzimo broj i. Tvrdimo da je 912 +922 +.. .—|—g(1”1)2
djeljivo s p. Naime, g° +g(+@®=D/2° = ¢i* (14 g®=D*/4) = ¢’ (14 ¢P=D/2 = 0 modulo p, pa sparivanjem
dobivamo tvrdnju.

Pretpostavimo da je p = 1 (mod 4). Sparimo g?*~! sa 2k + % i sparimo ¢?* sa 2k — 1. Analogno kao u

prvom slucaju raspisemo i dobijemo tvrdnju.
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22.3. MO: Funkcijske jednadzbe - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. AoPS
IMO SL 1977
IMO SL 2014
AoPS

AT

Uvrstavanjem iz hinta imamo f(z) < 1 pa je f strogo padajuéa. Namjestimo lijevu stranu na f(x)f(y) i
koristimo simetriju i injektivnost da bi dobili rjeSenje.

o

Koristimo injektivnost g u 0 da bi dobili g(z) = x. Dalje je lako.
7. IMO SL 2011
8. AoPS


https://artofproblemsolving.com/community/c6h174248_all_functions_f_on_01_such_that_fxyxfxyfy
https://artofproblemsolving.com/community/c6h275931
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1490466p8744088

LJETNI KAMP 2021. 177

22.4. M10: Grafovi - Kresimir Nezmah

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Codeforces Div 2 runda 649., zadatak D
Ako graf nema ciklusa, bipartitan je pa mozemo uzeti ve¢u polovicu kao nazavisan skup.
Nadalje pretpostavimo da postoji barem jedan ciklus.
Dovoljno je pronadi ciklus takav da nema brida koji spaja dva nesusjedna ¢vora ciklusa. Ako je taj ciklus
velicine do k£ onda smo pronasli dobar ciklus, a inace mozemo uzeti svaki drugi ¢vor u tom ciklusu pa
imamo nezavisan skup.
Takav ciklus mozemo uzeti kao minimalni ciklus, tada ne moze postojati brid koji sijece ciklus jer bi mogli
naéi manji ciklus (note: princip ekstrema ovdje sluzi samo kao dobar write-up mechanic).
No minimalni ciklus nije jedini koji je dobar. Mogli smo npr. uzeti prvi ciklus na koji naidemo u DFS-u.

2. IMO 1991., 4.
Javlja se i kao zadatak NoGced na csacademy-u, ako netko zeli submitat.
Postoji vise pristupa rjesenju. Svaki koristi ideju da je moguée oznaciti bridove tako da se oko svakog
¢vora nadu bar dva uzastopna broja, Sto osigurava uvjet za relativno proste.
Jedna moguénost je oznaciti bridove redom kako ih DFS posjecuje. Treba posebno komentirati zasto to
radi za root, obi¢ne ¢vorove i listove u DFS stablu.
Druga moguénost je dodati dummy bridove izmedu ¢vorova neparnog stupnja (kojih ima parno prema
lemi o rukovanju pa ih je mogudée upariti), pa oznaditi redom po Eulerovoj turi.
Postoji jos rjesenja koja npr. induktivno mic¢u maksimalni put.
Refleksija: zasto je bitno da je graf povezan?

3. Codeforces Div 1 runda 715., zadatak D
Mozemo ignorirati sve tocke koje veé na pocetku imaju svoju oznaku.
Napravimo graf gdje nacrtamo brid iz tocke k u pg. Taj graf je skup disjunktnih ciklusa. Jedan ciklus
mozemo rijesiti tako da fiksiramo tocku pivota i redom radimo zamjene sa ostalima. Na pocetku moze biti
vise ciklusa pa ih treba spojiti u jedan veliki. Zamjenom dvije tocke iz dva razlic¢ita ciklusa, njihovi ciklusi
se spajaju.
Lijep nacin da se dovrsi je da se unaprijed izabere tocka pivot, a preostale tocke sortiramo cirkularno oko
pivota. Sada mozemo i¢i redom u krug i ako su trenutna i prethodna tocka u krugu u razlicitim ciklusima
onda ih zamijenimo. Zgodno je uzeti najdonju tocku kao pivot kako bi sve bile u istoj poluravnini.

4. Simulacija HMO 2019 zadatak 2 (drugi dan)
Uoc¢imo da se prazno polje mice za +2, iz Cega slijedi da se nijedan domino nikad ne moze pomaknuti
dvaput za redom u istom smjeru. Dakle, svaki domino se moze micati jedino naprijed-nazad u svome 1 x 3
pravokutniku.
Napravimo graf gdje su ¢vorovi sva polja koja imaju iste koordinate mod 2 kao i poc¢etno. Dodamo brid
za svaki 1 x 3 pravokutnik od domina koji sadrzi dva ¢vora.
Glavna tvrdnja je da je dobiveni graf stablo pa je moguée posjetiti sve ¢vorove, ukljucujuéi sva kutna
polja. Dovoljno je pokazati da je broj bridova za jedan manji od broja ¢vorova te da nema ciklusa. Za
bridove to vrijedi zato Sto svaki domino prekriva toéno jedan ¢vor, a svaki ¢vor osim jednog (pocetnog
kutnog polja) je prekriven jednim dominom.
Ciklus je nemoguc¢ jer bi se u suprotnome preko Pickovog teorema moglo pokazati da je broj polja strogo
u unutrasnjosi ciklusa neparan. Naime, ukupnu zatvorenu povrsinu mozemo podijeliti na 2 x 2 kvadrate
pa je djeljiva s 4, a broj ¢vorova u ciklusu je paran (jer jednako puta idemo gore i dolje, te lijevo i desno).

5. SPOJ HCHAINS
Ideja je napraviti graf, ali neintuitivno je mozda to da tocke iz zadatka nece biti ¢vorovi, ve¢ bridovi.
Cvorovi ¢e biti svi vertikalni ili horizontalni pravci koji prolaze kroz barem jednu toc¢ku, a povezat ¢emo
dva pravca ako je dana neka tocka na njihovom presjeku.
Uoc¢imo da je graf bipartitan zato $to imamo dvije vrste ¢vorova - vertikalne i horizontalne pravce. Potrebno
je svaki brid pobojati tako da za svaki ¢vor vrijedi da je apsolutna razlika izmedu broja plavih i crvenih
bridova susjednih tom ¢voru najvise 1. Postoje dva nacina za to.
Prvo je da dok god postoji ciklus, maknemo ga i na njemu pobojamo bridove naizmjenicno, $to radi jer
je ciklus paran (zbog bipartitnosti). Na kraju ostaju stabla koja moZemo obojati na razne nadine, recimo
DFS-om.
Druga mogucénost je preko Eulerove ture. Dodamo dva dummy ¢vora, po jedan na svaku stranu bipartitnog
grafa. Sve ¢vorove neparnog stupnja spojimo s dummy bridovima do pripadaju¢eg dummy ¢vora, tako da
graf ostane bipartitan. Na kraju, po potrebi spojimo i dva dummy ¢vora ako oba imaju neparan stupanj.


https://codeforces.com/contest/1364/problem/D
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1991_IMO_Problems/Problem_4
https://codeforces.com/contest/1508/problem/D
https://www.skoljka.org/task/4631/
https://www.spoj.com/problems/HCHAINS/
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Sada mozemo pronaci Eulerovu turu i pobojati bridove na njoj naizmjeni¢no, ¢ime svaki ¢vor ima jednak
broj crvenih i plavih bridova. Nakon micanja dummy bridova uvjet zadatka i dalje vrijedi.

Napomena: bitno je da prilikom dodavanja odrzimo bipartitnost grafa tako da Eulerova tura posjeti paran
broj bridova (Sto je bitno za pocetni, tj. zavrsni ¢vor).

6. Folklor
Trazeni najveci broj bridova je [5][5 ], tj. L%J
Bipartitan graf s [5] ¢vorova na jednoj i [ %] ¢vorova na drugoj strani postize taj broj.
Za ogradu, potrebno je uociti na koji nac¢in nedostatak trokuta postavlja ogranicenje na stupnjeve ¢vorova,
zatim napraviti dvostruko prebrojavanje te koristeci algebraske manipulacije i ograde dobiti nejednakost.
Neka je dani graf G = (V, E), te n = |V| i m = |E|. Tvrdimo da je m < L"{J
Buduéi da nema trokuta, za svaki brid zy € E vrijedi d; + dy, < n. Sumiranjem po svim bridovima
dobivamo:
Z dy +dy, <mn

ryel
S druge strane, ako prebrojimo koliko se puta svaki d, pojavljuje u sumi imamo:

Z dx—i—dy:Zdi

ryelE zeV

1z ovoga slijedi:

2
mn® > n <Z di) > <Z dw> — 4m?
zeV eV

Dakle, m < \_%J, i lagano se pokaze da je L”sz =[5]1%]).

7. Studentsko iz informatike 2019., zadatak G

Napravimo graf u kojemu su osobe od 1 do 2n ¢évorovi. Ako su dvije osobe u istom paru, povezat ¢emo
ih crvenim bridom. Dodatno, povezat ¢emo plavim bridom osobe u parovima (1,2),(3,4), ..., (2n — 1, 2n).
Uoc¢imo da ne postoje dva brida iste boje koji dijele krajnju tocku. Zato ée svaki ciklus u ovakvom grafu
imati alternirajuée boje (crvena, plava, crvena, plava, . . . ), pa je svaki ciklus parne duljine. Iz toga slijedi
da je graf bipartitan pa mozemo napraviti bojanje u dvije boje. Uvjeti zadatka sada su o¢ito zadovoljeni
— crveni bridovi osiguravaju da dvije osobe iz istog para nemaju isto jelo, a plavi bridovi osiguravaju da
medu tri uzastopne pozicije u krugu nema tri ista jela.

8. Srpsko opéinsko 2019., 3. zadatak
Za pocetak, ako maknemo usmjerenja bridova, tvrdimo da je graf povezan. To je zato Sto onda svaki ¢vor
ima stupanj 50 pa svaka dva ¢vora imaju barem jednog zajednickog susjeda jer 50 + 50 > 101 — 2.
Zatim promatrajmo rastav na SCC. Zelimo pokazati da je cijeli graf jedan SCC. Pretpostavimo suprotno.
Uocimo da ¢e uvijek postojati SCC koji ima out-degree jednak 0. Njega mozemo pronaéi tako da pratimo
redom bilo koji brid prema van iz trenutnog SCC-a dok viSse ne mozemo. Sigurno ¢emo stati jer nema
ciklusa.
Sada se moze do¢i u kontradikciju preko dvostrukog prebrojavanja in-degreeova i out-degreeova u tom
SCC-u jer ispada da bi i in-degree trebao biti 0, Sto je nemoguce ako je graf povezan.

9. Folklor
Tyvrdnja se dokaze indukcijom po n.
Za n = 1 imamo samo jedan ¢vor i mozemo uzeti samo njega.
Za n > 2 mozemo promatrati bilo koji ¢vor. Sve ostale ¢vorove mozemo particionirati u dva skupa A i B
tako da svi iz A pokazuju u promatrani ¢vor, a on pokazuje u sve iz B. Kako je |A|+|B|+1 = 2" —1, imamo
maz(|Al,|B]) = 2! — 1 pa induktivno nademo n — 1 &vorova ili iz A ili iz B i tom skupu pridodamo
promatrani ¢vor.

10. Folklor
Moguce je rijesiti na isti nacin kao i prethodni zadatak. Fiksiramo proizvoljni ¢vor i particioniramo ostale
na dva skupa A i B, oni koji pokazuju u njega i oni u koje on pokazuje. Pronademo induktivno Hamiltonov
put u A iu B te ih spojimo u jedan veliki put preko fiksiranog ¢vora.
Drugo rjesenje drugacije provodi indukciju. Maknemo proizvoljni ¢vor i od preostalih nademo Hamiltonov
put. Tvrdimo da se ¢vor koji smo maknuli moze ubaciti negdje usred puta da ga produzimo. Prvo probamo
ubaciti prije prvog ¢vora na putu, a ako to ne radi onda redom pokusavamo izmedu svaka dva uzastopna.
Ako to nije uspjelo ispada da su svi bridovi usmjereni prema maknutnom ¢voru pa ga mozemo dodati na
kraj.
Napomenimo da smo drugo rjesenje mogli zapisati i preko principa ekstrema, tako da uzmemo najduzi
jednostavan put i pokazemo da se moze produziti.


https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle-free_graph
https://hsin.hr/studenti2019/
https://imomath.com/srb/zadaci/bilten2019.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Tournament_(graph_theory)
https://en.wikipedia.org/wiki/Tournament_(graph_theory)

11.

12.

13.

14.

15.
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Folklor

Prvo rjesenje:

Maknemo neki ¢vor i ostatak grafa podijelimo na SCC-ove. Uo¢imo da ¢e SCC-ovi biti potpuno uredeni,
tj. mozemo ih zamisliti poredane u lanac tako da ako i-ti SCC dolazi prije j-tog u lancu, onda bridovi
mogu i¢i samo iz ¢ u j. Zbog indukcije u svakom SCC-u postoji Hamiltonov ciklus. Te cikluse mozemo
povezati tako da napravimo Hamiltonov put koji kreée iz bilo kojeg ¢vora u prvom SCC-u i zavrsava u
bilo kojem ¢voru u zadnjem SCC-u. Kako je na pocetku graf samo jedan SCC, onda ¢vor koji smo maknuli
pokazuje u barem jedan ¢vor iz prvog SCC-a te barem jedan ¢vor iz zadnjeg SCC-a pokazuje u njega.
Na taj nacin mozemo ¢vor koji smo maknuli spojiti sa spomenutim Hamiltonovim putom u ciklus. Treba
pripaziti na slucaj kada je samo jedan SCC.

Drugo rjesenje:

Promatramo maksimalni Hamiltonov ciklus. Zbog maksimalnosti nijedan ¢vor vise ne mozemo dodati u
ciklus pa se pokaze da svaki ¢vor koji nije u ciklusu ili pobjeduje svakog u ciklusu ili gubi od svakog u
ciklusu. No to je kontradikcija s maksimalnoséu jer ciklus mozemo produziti preko jednog dodatnog ¢vora
koji pobjeduje sve i jednog dodatnog koji gubi od svakog.

Twitch Lemma

Rastavimo graf na SCC-ove. Uoc¢imo da je svaki ciklus sadrzan u nekom SCC-u. Promatrajmo neki ciklus
veli¢ine k 4+ 1 te promatrajmo SCC u kojem se on nalazi. Tvrdimo da postoji ciklus veli¢ine k koji je
takoder u tom SCC-u. Mozemo sve SCC-ove osim promatranog odbaciti tako da smo mogli odmah na
pocetku pretpostaviti da je graf samo jedan SCC.

Ovo mozemo dokazati generalizacijom ideje koristene u drugom rjesenju prethodnog zadatka. Naime,
dovoljno je pokazati da ako u jednom SCC-u postoji ciklus veli¢ine k& da onda postoji i ciklus veli¢ine
k + 1, ukoliko je k + 1 manje ili jednako veli¢ini SCC-a. Sli¢no kao u prethodnom zadatku, kada ciklus
ne bismo mogli produziti preko pojedina¢nih ¢vorova, onda bi preostale ¢vorove u SCC-u podijelili na one
koje pobjeduju sve i na one koje gube od svih. Kako je samo jedan SCC, obje te skupine su neprazne pa
mozemo konstruirati ciklus veli¢ine k + 1 koriste¢i k — 1 ¢vorova iz trenutnog ciklusa velic¢ine k i po jedan
dodatni iz svake skupine.

Opencup GP of Moscow 2020., zadatak G

Za svaki ¢vor v, oznac¢imo sa S, skup svih boja za koje dozvoljavamo da budu boje za neki izlazeéi brid iz
v. Za svaki brid x — y, mozemo ga pobojati u bilo koju boju iz S; koja nije u S,. Ne mozZemo naci boju za
taj brid jedino ako je S, podskup od S,. Dakle, potrebno je pronaéi razlic¢ite skupove Si, Sa, ..., Sa50 tako
da nijedan nije podskup nekog drugog. Uoc¢imo da ako svi ti skupovi imaju isti broj elemenata, uvjet je

zadovoljen. Mozemo izabrati bilo kojih 250 petclanih podskupova od 10 boja, sto radi jer (150) = 252 > 250.

Zanimljivost: Spernerov teorem garantira da najveci skup takvih podskupova i je (150).

Koreja TST, 2020., 2. zadatak

Oznacimo 2020 parova sa Vi, Va, ..., Vagao, gdje se svaka grupa V; sastoji od djecaka b; i djevojke g;. Na-
pravimo graf gdje su Vi, Va, ..., Vagag ¢vorovi te dodajmo usmjereni brid V; — V; ako su se rukovali b; i g;.
Uvjeti iz zadatka osiguravaju da je dobiveni graf turnir.

U turniru postoji Hamiltonov put, a bez smanjenja opcenitosti mozemo oznaciti ¢vorove tako da je
Vi = Vo — ... — Vapoo. Ako postoji brid Vi — Vsp29, onda mozemo posloziti ljude u krug redom
b1VaV3.. V01992020 U drugom slucaju imamo Hamiltonov ciklus od 2020 ¢vorova, a prema zadatku 12
postoji i ciklus od 2019 ¢vorova koje onda mozemo posloziti u krug.

PUMAC 2015. C8

Rjesenje sa PUMAC-a je krivo!

Napravimo rastav na SCC-ove i iskoristimo zadatak 12. Uoc¢imo da ako postoji SCC veli¢ine > 6 onda
postoji i ciklus veli¢ine 6 koji ne zadovoljava uvjet zadatka. Takoder, ako postoje dva SCC-a veli¢ine > 3,
onda u svakom postoji ciklus veli¢ine tocno 3 pa ta dva trokuta zajedno takoder ne zadovoljavaju uvjet
zadatka. Preostaju turniri kod kojih svi SCC-ovi imaju veli¢inu 1, osim mozda jednog koji ima najvise 5
¢vorova. Lako se uvjeriti da svi takvi grafovi zadovoljavaju uvjet zadatka. Sada ru¢no prebrojimo koliko
postoji SCC-ova veli¢ine < 5 do na izomorfizam i dobivamo ukupni broj od 1+201342012+2011-6 = 16092.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Tournament_(graph_theory)
https://www.youtube.com/watch?v=zdZFTjHZlMg
https://drive.google.com/file/d/1t6vKxpYMcqxmH8allaReFTrNy0q1onMB/view
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2183619p16353650
https://jason-shi-f9dm.squarespace.com/archives#2015
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22.5. M11: Oporavljanje od koristenja sile - Borna Simié

Link na zadatke. Link na hintove.

1. EGMO 2018 P1
2. Uvedimo tocku E analognu tocki D, ali s obzirom na vrh C.

Sada su trokutovi DAC i EAB sukladni i vrijedi |CD| = |BE|. Uvedimo i presliku tocke A preko M,
tocku A’.

Sada je trokut DAE sukladan trokutu ABA’ i ACA’ pa vrijedi |DE| = |AA'| = 2|AM|. Kona¢no, znamo
daje |BD| = |AB|v/2 te |CE| = |AC|v/2. Sada primjenom Ptolomejeve nejednakosti na éetverokut BCDE
imamo:
2|AB| - |AC| + 2|AM]| - |BC| = (|AB|V2) - (|JAC|V2) + 2|AM]| - | BC|
= |BD|-|CE|+ |DE|-|BC|
> |CD|- |BE|
=|CDJ?

Sto je i trebalo pokazati.

3. Nad vrhom B se povuée okomica na AB duljine 2k, u smjeru blize C, nazovimo je |BT|. Nejednakost
trokuta na trokut 7'C A.

4. |AH| =2|0OM| = |004]| pa je AHOO 4 paralelogram i AO 4 raspolavlja OH. Analogno za BOg, CO¢.
5. USAJMO 2012 P1

6. Dovoljno je dokazati da je P na jednoj od dijagonala. Ako sada povucemo visine u dva susjedna trokuta
na njihovu zajednicku stranicu, one su jednake pa njhovi vrhovi s njihovim nozistima ¢ine paralelogram
kojem je dijagonala Cetverokuta dijagonala. Analogno se provede sa ostale visine i dovrsi.

7. IMO 2009 P4
8. Drzavno za 4. razred 2010.

9. IMO SL 2013


https://www.egmo.org/egmos/egmo7/solutions.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2012_USAJMO_Problems/Problem_1

Dio

Rjesenja s predavanja na drugom terminu
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23. Poglavlje

Rjesenja za prvu grupu

23.1. A21: Faktorizacije - Vedran Cifrek

Link na zadatke. Link na hintove.

La* (a+1)+(a+1)=(a+1) (a®+1)
.ac+bd+ad+bc=ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+b-(c+d)=(c+d) (a+D)

. 0% +10ab — 700 — 49 = a2 — 49 + 10ab — 70b = (a — T)(a +7) + 10b- (a — 7) = (a —7) - (a + 7 + 10b)

. a*42a3b+2a%b? +2ab> +b* = a*+2a%b* +b* +2a2b+2ab® = (a?+b?)2+ab-(a®>+b2) = (a®+b?)-(a®+b>+ab)

. a?b? + 2d? — a?c® — b d? — dabed = a?b? — 2abed + 2d? — (a®c? + 2abed + b2d?) = (ab— cd)? — (ac+bd)? =
(ab—cd — ac — bd) * (ab — cd + ac + bd)

142=3,1-2=2,2243z+2=(z+1) (z +2)

.243=5,2-3=6,a>+5a+6=(a+2)(a+3)
2:3=6,1-2=2,2-2+3-1=7,6a>+7a+2=(3a+2)(2a+1)
1:2=21-(-9)=-9,2-(-9)+1=—-17,22* 1722 -9 = (22— 9)- (222 +1) = (z+3) - (x —3) - (222 + 1)
10. (22 —22—1)2—4= (22 —22—1+42)- (22 —22—-1-2) = (2?2 —22+1)- (2> —22-3) = (x—1)?- (= 3) - (z+1)
11. a®+2a® —8a?> —16=a- (a> +2) — 8- (a*+2) = (a®>+2)- (a®* = 8) = (a?> +2) - (a — 2) - (a® + 2a + 4)

12. a®—a’b—ab®+b3 = a® + b3 —a?b—ab® = (a+b)-(a®> —ab+b*) —ab- (a+b) = (a+b)-(a® —ab+b*—ab) =
(a+0b)-(a? —2ab+b?) = (a+b)(a —b)?

13. 8a3b3 + 36a2b?c + 54abc? + 27¢3 = (2ab)® + 3 - (2ab)? - 3¢+ 3 - 2ab - -(3¢)? + (3¢)® = (2ab + 3¢)?

14, /20 + 102+ /20— 14v2 = (/843222 +3-2 (v2)' + (VO +1/8-3-22. V3 +3.2. (v3) - (VD) =
€/(2+¢§)3+‘\3/(2—ﬁ)3:2+ﬁ+27\@:4

15. at+a?+1=a'+a’>+a*+1-a*>=(a®>+1)? -a’>=(a>+1+a) - (a>+1—a)

T s W N

© o N o

16. 2 +ax+1l=a—2?+22+a+1=22 (B -D+22+ar+1=(x—-1)- (22 +2+1)- () +2°+2+1=
(@ +2+1)-(z-1)-22+1) =@ +2+1) (23 —22+1)

17. (a=b)2+(c—a)’+(b—c)> = (a+b—2¢)2 4 (a—2b+ )2+ (b+c—2a)? < a2 —2ab+ b2+ ¢ — 2ac +
a? + b2 — 2bc + ¢ = a? + b% 4 4c® + 2ab — dac — 4bc + a® + 4b% 4 % — dab — 4bc + 2ac + b? + 2 + 4a® —
dab — dac + 2bc <= 4a? + 4b% + 4c® — dab — dac — dbc = 0 = 2a® + 2b% + 2¢? — 2ab — 2ac — 2bc =
0 < a?—2ab+b?>+b*—2bc+c2+a?>—-2ac+c*>=0 < (a—b)?+(b—-c)?+(a—c)?=0
Bududéi da je kvadrat realnog broja vedi ili jednak 0, zbroj kvadrata moze biti jednak 0 samo ako su svi
jednaki 0. = a—-b=0,b—c=0,a—c=0 = a=b=c

18. a + 4b* = a* + 4a?b® + 4b* — 4a?b? = (a® + 2b%)% — (2ab)? = (a® + 2b* + 2ab) - (a® + 2b* — 2ab) =
(a® 4+ 20% + 2ab) - ((a — b)2 +b?); a®> + 26 +2ab > 22 +2-22+2-2.2=20; (a—b)? + V> >0+4=14
Buduéi da je izraz jednak umnosku dva broja veéa jednaka od 2 on je slozen.

19. Zupanijsko 1. razred A varijanta 1. zadatak


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2015-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
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1 1 1 1 1 1 1 1 abc

20. ;-‘rz‘i‘g = m — abC(E‘FE‘FE)—CLbC(m) — bc+ac+ab—m
(betac+ab)-(a+b+c) = abc = a*b+a’c+ab®+ac? +b%c+bc*+3abe = abc = a*b+a’c+ab®+ac?+bc+
be?+2abec = 0 = a’b+ab®+ac®+bc®+ac+abe+be?+abe = ab(a+b)+c?(a+b)+ac(a+b)+bc(a+b) =
0 = (a+b)(ab+c®>+ac+bc) =0 = (a+b)(c(cta)+blct+a)=0= (a+b)(ct+a)b+c)=0
Buduéi da je umnozak 3 broja jednak 0, barem jedan od njih treba biti jednak nuli sto je i trebalo dokazati.

21. a3+ b3+ =(a+b)(a® —ab+b?) +c2 = —c(a? —ab+ %)+ = —c(a? —ab+b? — ?) = —c(a®? —ab+
(b+c)(b—rc)) = —c(a®? —ab—a(b—c)) = —c(—a)(—a+b+b—c) = —c(—a)(3b) = 3abe

99 a’ n b3 n 3 _dPe—b)+b¥(a—c)+F(b—a)  aPc—a®b+ab® —bPc+ b -
“(a=b)-(a—c) (b—c) (b—a) (c—a) (c—b) (a=b)(b—c)(c— ) B (a—=b)(b—c)(c—a)
c(a® —b3) +ab(b? — a® + (b — a)) _ (b—a)(—c(a® + ab+ b?) + ab(a + b) + _ _ (b—a)(—ca® —abc — cb® + a®b+a
(a—=0b)(b—rc)(c—a) (a=Db)(b—rc)(c—a) (a=0b)(b—c)(c—a) |
(b—a)(a®b — a’c+ 3 — cb? + ab® — abc) _ (b—a)(a®(b—c) +clc—b)(c+b)+ab(b—c)) _ (b—a)(b—rc)(a®—c* —
(a=b)(b—c)(c—a) (a—b)(b—c)(c—a) (a—0b)(b—c)(c—
(b—a)(b—c)(ab—bc+ a? — c?) _ (b—a)(b—c)(bla—c)+ (a+c)(a—¢))) _ (b—a)b—c)la—c)(a+b+¢c) _
(a=b)(b—c)(c—a) (a—0b)(b—c)(c—a) (a=b)(b—c)(c—a)
(a=b)(b—c)(c—a)la+b+c)

=a+b+c

(@—=b)(b—c)(c—a)

23. 1. rjesenje: a* 4+b* +c* —2a%b? — 2a%c? — 2b%c? = b* —2b%c? 4-c* +a* —2a%b? —2c%a® = (b2 —c?)? —ad(b+c) —
2a%b? —2a2%c? = ((b+c)(b—c))? —a®(b+c) —2a%b? —2a%c? = (b+c)((b+c)(b—c)? —a®) — 2a%b? — 202 =
(—a)(—a(b—c)? —a?) —2a?b? —2ac? = a?((b—c)? + a® — 20 —2¢?) = a®((b—c)* + (b+¢)? —2b* — 2¢%) =
a?(b? — 2bc + ¢® + b2 + 2bc + ¢ — 2b% — 2¢?) = 0
2.rjeSenje: at + bt + ¢ — 2a2b? — 2a%c? — 2% = at + bt + ¢t — 2a%0% — 202 + 2b%c? — 4b%c? = (—a® +
b2 + )2 — (2bc)? = (b2 + 2bc + 2 — a®)(b? —2bc + 2 —a?) = (b+¢)? —a®)((b—¢)? —a?) = (b+c+
a)b+c—a)b—c+a)b—c—a)=0-(b+c—a)b—c+a)b—c—a)=0

24. Zupanijsko 1. razred A varijanta 1. zadatak
25. Zupanijsko 2. razred A varijanta 1.zadatak

26. Jednadzba je simetri¢na, tj. zamjena vrijednosti nekim dvjema varijablima ne mijenja iskaz, pa mozemo
pretpostaviti poredak brojeva x, y, i z po veli¢ini. z > y > x.
2t - (z — y)(z — 2) je umnoZak potencije pozitivnog broja i dva ne pozitivna pa je sigurno nenegativan.
Preostaje dokazati da je ostatak izraza nenegativan.
A=y (y—z)(y—2)+2"(z—2)(2~y) = (z=y)(~y" - (y—2) +2" (=) = (z—y) (~y" +ay’ +2 —z2")
zleqy = z-zlleqy - 2t = 21 > g2t
A2 (z—y) =y oy +2 T —yat) = (2 —y) (—y T eyt Hyzt—a2t) = (Y)Y (T -y - (2T yY) =
(z —y) (2t — y")(y — ) Svi faktori su pozitivni pa je izraz A pozitivan, $to je i trebalo dokazati.

27. a+b+c=0 = a+ b+ & = 3abe; a5+b55+c5 = a3+b33—|—c3 - a2—|—b22—|—c2 = a5+l?5)5+c5 =

212 .2

abc(#) = P+ +E = g -abe(a® + b + ¢?)
X =a°+b°+ =0 +(a+c)(a* —adct+a®c?—ac® +c*) =b° —bla* —adc+a’c® —ac® +c*) = b- (b4— -
adcta?c?—ac®—ct) = b((—a—c)b®—a*—c +a3c+ac —a262) (— a4—ab3—c(b3—|—c )+ad c+ac —a?c?)
b(—a* —ab® —c(b+c)(b?> —be+ ) +adc+ac? c?) = b(—a* — ab® + ca(b?® — be+ c? )+a ct+ac®—a%c?) =
ab(—a® — b + cb? — bc? + a’c + & — ac?) = ab( (a+b)(a —ab + b%) + cb? — bc? + a’c + 3 —acQ)
ab(c(a?® — ab + b?) + cb? — bc? + a’c + ¢ — ac?) = abe(a® — ab+ b? + b% — be + a® + ¢ — ac)
Znamo da je a+ b+ c = 0 pa je i (a+b+c)2 =0, tj. a® + b + c® + 2ab + 2ac + 2bc = 0, odnosno

1
ab+ac+bc:—§-(a2+b2+02)

1
X = abc(2a? +2b% 4+ 2¢? — (ab+be+ ac)) = abe(2a? + 262 +2¢% + 3 (a®>+b*+c?)) = abc(g (a?+b2+c?))

5
X=a"+b +c° = iabc(a2 +b? + ¢?) &to je i trebalo dokazati.
28. Drzavno 2. razred A varijanta 2. zadatak

2. X =(Jr—y+Vy—z+Yz2—y)
Vrijedi faktorizacija a® — b3 — ¢ = (a+b+c¢) - Y gdje je Y simetriéni algebarski izraz u varijablama a, b,

ic.
Ako uvrstimo a = Yr —y, b= Jy—2, ¢c= Yz—y Vrijjediz —y+y—2+2z—y —3abc = (Yr —y+
Sy—z+Vz—y) Y <= —3abc=X'Y



http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2011-SS-zup-2-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/
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Pretpostavimo da vrijednost izraza X jest jednaka 0. Bududi da su x, y i z medusobno razlic¢iti, a b i c
su razli¢iti od 0, pa njihov umnozak ne moze biti nula, a buduéi da je X = 0, -3abc mora biti jednako 0.
Dobili smo kontrakdikciju pa znamo da pretpostavka ne vrijedi tj. X # 0, $to je i trebalo pokazati.
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23.2. C21: Uvod u indukciju - Paula Horvat

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Mathematical Induction
2. Matematicka indukcija

3. Matematicka indukcija
Matematicka indukcija
Matematicka indukcija

4. Izvor.
5. Matematicka indukcija

6. Baza indukcije. Za n = 1 rijec¢ je o trokutu ¢iji je zbroj kutova 180°.
Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da vrijedi za svaki n € N: zbroj kutova u mnogokutu s n+2 stranice
iznosi 180°.
Korak indukcije. Promotrimo mnogokut s jednom stranicom vise, dakle, s n + 3 stranice. Odsijecanjem
bilo kojeg trokuta dobivamo jedan trokut (¢iji je zbroj kuteva 180°) i jedan mnogokut s n+2 stranice,
¢iji je zbroj kuteva po pretpostavci indukcije n - 180°. Zato je zbroj kuteva u mnogokutu s n + 3 stranice
jednak (n + 1) -180°, $to je trebalo dokazati.

7. Skolsko 2018., 4.razred

8. Zadatak 10.

9. Zupanijsko 2018., 4. razred
10. Zadatak 9

11. Skolsko 2019., 4. razred
12. Knjiga, str. 222

13. Zadatak 4.

14. Zadatak 12.

15. Drzavno 2002., 3. razred


https://www.sydney.edu.au/content/dam/students/documents/mathematics-learning-centre/mathematical-induction.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://www.mathos.unios.hr/matefos/Files/zadaci/zad1_r.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://www.google.hr/
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2002/2002-SS-drz-1234-zad+rj/2002-SS-drz-1234-zad2brj.pdf
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23.3. C25: Logika i dokazi - Matko Simié

Link na zadatke. Link na hintove.

1. "Pravokutni trokuti nisu jednakostrani¢ni ili dva nije prost broj", "Ili pijem, ili pusim, ili psujem", "Nisam
preumoran i predavanje nije pretesko", "Broj jedan je ili prost ili slozen."

2. Npr.z=21iy=3.

3. Npr. 12 nije djeljiv s 5, a to je prost broj manji od 12.

4. Prvi sluéaj: prirodan broj n djeljiv je s 3, tj. n = 3k, za neki cijeli k. Tada je n® = (3k)® = 27k = 9(3k3),
sto je djeljivo s 9 (ostatak je 0). Drugi slu¢aj: n daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, tj. n = 3k + 1 za
neki k. Tada je n® = (3k + 1)3 = 27k3 + 27k% + 9k + 1 = 9(3k® + 3k® + k) + 1, Sto daje ostatak 1
pri dijeljenju s 9. Treéi slucaj: n daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, tj. n = 3k + 2 za neki k. Tada je
n® = (3k + 2)3 = 27k3 + 54k? + 36k + 8 = 9(3k> + 6k* + 4k) + 8, Sto daje ostatak 8 pri dijeljenju s 9.
Bududi da svi prirodni brojevi daju ostatak 0,1 ili 2 pri dijeljenju s 3, pokrili smo sve slucajeve i tvrdnja
zadatka je dokazana.

. Istinita je 3. izjava, dakle, A je siva, B je plava i C je bijela.
B.
. Pretpostavimo li da nije, dobijamo kontradikciju, dakle D je Istini¢.

. 2017, Zup, 7. razred

© o N o

. Pretpostavimo suprotno, tj. da ih ima kona¢no mnogo, i oznacimo ih s p1, ps, ..., p, (to su svi prosti brojevi
koji postoje). Neka je p = p1 -...-pp+ 1. Znamo da p nije prost broj jer nije jednak nijednom od p, ...p,, ali
takoder nije djeljiv niti s jednim prostim projem (pri dijeljenju s bilo kojim prostim brojem daje ostatak
1). Dakle, svaki prosti faktor od p je razli¢it od pi, ..., p,. Buduéi da je svaki prirodan broj veéi od 1 ili
prost ili ima prosti faktor, dobili smo prost broj razli¢it od p1, ..., pk, Sto je kontradikcija.

10. Pretpostavimo suprotno: neka je v/2 racionalan broj. To znaé¢i da se moZe napisati u obliku neskrativog
razlomka /2 = ™ $to znaci da su m i n relativno prosti prirodni brojevi (nemaju zajednicnkih djelitelja).
Sada tu jednakosti mozemo kvadrirati i pomnoziti sa n?, odakle je 2n? = m?. Ako je kvadrat nekog broja
djeljiv s 2, onda je i taj broj djeljiv s 2, pa znamo da je m djeljiv s 2. Dakle m mozemo napisati m = 2k,
gdje je k neki prirodni broj. Ako to uvrstimo u jednakost imamo n? = 2k2? i odvade istim postupkom
zakljucivanja zaklju¢imo da je n djeljiv s 2. Sada smo dobili da su i m i n djeljivi s 2, Sto je u kontradikciji
s naSom pretpostavkom koja kaze da su m i n relativno prosti. Dakle, v/2 je iracionalan broj.

11. Npr. negacija tvrdnje "Ako je trokut jednakostranic¢an, onda je i jednakokracan' je tvrdnja "Trokut je
jednakostranican i nije jednakokracan."

12. Obrat je "Ako je trokut jednakokracan, onda je jednakostranican", koji o¢ito nije istinit, a kontraprimjer
je npr. trokut s duljinama stranica 5, 5, 6.

13. Ako je u trokutu ABT kut ZATB pravi, onda tocka T lezi na kruznici s promjerom AB.
14. Npr.a=3,b=4,c=6.

15. 2k(2k + 2) = 4k? + 4k = 4k(k + 1), $to je djeljivo s 8 jer je jedan od brojeva k i k + 1 paran. Obrat ne
vrijedi jer npr. 8 = 1- 8, sto nisu uzastopni parni brojevi.

16. Obrat glasi: "Ako je prirodan broj djeljiv s 3 i 4, onda je djeljiv s 12", sto vrijedi jer ako je broj djeljiv s 3,
onda u svom rastavu na proste faktore ima faktor 3, a ako je djeljiv s 4, onda u svom rastavu na proste
faktore ima dvije dvojke. Dakle, broj istovremeno djeljiv s 3 i 4 u svom rastavu na proste faktore sigurno
ima jednu trojku i dvije dvojke, sto je u umnosku 12, pa je polazni broj djeljiv s 12. Bilo je bitno da 31i 4
nemaju zajednicke djelitelje (razmislite zasto).

17. Npr. "Ako su pravci okomiti, onda se sijeku" je istinita tvrdnja, kao i njen obrat po kontrapoziciji "Ako se
pravci ne sijeku, onda nisu okomiti."

18. Negacija je "n je prirodan i nije cijeli" Sto ne vrijedi jer su prirodni brojevi podskup cijelih, obrat je "Ako
je n cijeli, onda je i prirodan" $to ne vrijedi zbog kontraprimjera npr. n = —2, a obrat po kontrapoziciji
je "Ako n nije cijeli, nije prirodan" Sto vrijedi jer i polazna tvrdnja vrijedi, a znamo da polazna tvrdnja i
njen obrat po kontrapoziciji imaju istu istinitosnu vrijednost.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2017-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
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19. Obrat po kontrapoziciji glasi: "Ako broj nije visekratnik od 5, onda ni njegov kvadrat nije visekratnik
od 5", sto koristeéi ¢injenicu da je 5 prost broj mozemo lako direktno dokazati. Razmislite zasto slicna
tvrdnja ne vrijedi npr. za broj 4.

20. Dokazujemo "Ako je x paran, onda je 2 —6x 45 neparan”, sto vrijedi jer ako je x paran, tada je 22 —6zx+5
neparan, jer su x2 i 6z parni, a 5 nije.



188 MLADI NADARENI MATEMATICARI ,,MARIN GETALDIC”

23.4. G21: Sukladnost i slicnost - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Sukladnost i slicnost - Primjer 1.

2. Sukladnost i sli¢nost - Primjer 2.

3. Opéinsko 2016. OS - 8.5.

4. Zupanijsko 2006. OS - 7.4.

5. Zupanijsko 2015. OS - 7.5.

6. Zupanijsko natjecanje 2014. OS 8.5.
7. Rjesenje:

Neka je D noziste visine iz A, M
polovidte stranice BC, a E noZiste
visine iz M na AC. Iz uvjeta za-
datka znamo da su kutevi ZBAD,

£ZDAM i ZMAE jednaki to nam
daj
G3. 3 s
AABD = AADM = AMAE.
# D M 4
) Sada znamo da je MC = BM =
2ME iz tega promatranjem tro-

kuta AMEC jednostavno slijedi
da su kutevi trokuta 30°, 60° i 90°.

8. a) Sukladnost i slicnost - Zadatak 5.
b) Sukladnost i sli¢nost - Zadatak 8.

9. Neka je @ tocka na pravcu AP takva da je |[AQ| = 2|AP|, P izmedu A i Q. Po SK S poucku o sukladnosti
trokuta vidimo da su trokuti ABQ i KAN sukladni (jednake stranice zbog paralelograma i kvadrata,
jednaki kut dobijemo jer je puni kut u A jednak 360°). Slijedi |[KN| = |AQ| = 2|AP|.

10. Zupanijsko 2018. Zadatak A - 2.4.

11. Neka su L i K sjecista dijagonala paralelograma i pravca p te G, H,I i J vrhovi paralelograma, kao na

skici.

QAIK = <BJK i <KAI = <KBJ = ABK.J ~ AAKI = 55| = 11

<KID = <KJC i <{IDK = <JCK = AKCJ ~ AKDI = 5} = 1l

BK KC BK KC CD
Akl = (kD = [amiER] = woen] < BE|(KC| +|CD) = [KC|(|AB| + |BK|) <= {35/ =
KC

BK

Sto znaci da je K tocka koja dijeli duzinu BC u omjeru |AB| : |CD|, neovisno o izboru usporednica.

“4GCL = <HDL i «CLG = <DLH — ALCG ~ ALDH — £¢l _ LG

|LD| — |LH]|

<LGA=<LHB i <ALG = <BLH = ALAG ~ ALBH = [£4 = 122
C A A|+|AC A A AC
%D\ = 7}231 = 7|‘£B||I\‘BD|| = %Bi < |LA[(|LB| + |BD|) = |[LB|(|LA| + |AC|) <= 7||£B‘\ = 7\‘BD||

Sto znaci da polozaj tocke L ne ovisi o izboru usporednica.

S p

N

12. Neka je |BF| =z, |DE| =y i|AE| = z. BSO mozemo pretpostaviti |AB| = 1.
Dobivamo |[CE|=1—-yi|FC|=1—x.
Neka je G = AFNCD.


https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-skolsko-45678-zad+rj/2016-OS-skolsko-45678-zad.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-OS-zup-45678-zad+rj/2006-OS-zup-7-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2015-OS-zupanijsko-45678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
https://skoljka.org/media/attachment/1/00100_oojemaegvayx86blskw8/sukladnost_i_slicnost.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
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Iz paralelnosti stranica kvadrata dobivamo /GAE = /BAF = /CGF = ZEGA, odnosno trokut AEAG

je jednakokracan.
Sada

ICG| = |[EG| — |EC| = |AE| —|CE| =2~ (1—y) =2z +y— 1

/BAF = Z/CGF povlaci da su trokuti AFBA i AFCG sliéni.
Tako su omjeri odgovarajuéih stranica jednaki, pa dobivamo

z+y—1 1

1—=z

T

zxt+yr—xr=1—=x
(y+z)=1

Primjenom Pitagorina poucka na trokut AADE slijedi

Konacéno, iz (1) i (2)

sto je i trebalo dokazati.

13. Rjesenje:

14. MEMO 2010. T5

1:227y2

z(y+2)=1

a(y+2) =2 =y
z(y+2)=(2-y)(z+y)

T
Tty

-y
z

Neka je Q poloviite duzine AP
te R poloviste duZine PB. Vrijedi
ZPQM = 2/PAM = 2/PAC =
2/CBP = 2/NBP = ZNRP, jer
je Q srediste kruZnice opisane tro-
kutu PAM i R srediste opisane
od NBP. Cetverokut PQDR je
paralelogram, jer su RD i QD
srednjice trokuta ABP. Zato je
£DQP = /PRD, a zbog toga
takoder ZDQM = ZNRD. Na-
dalje je |OM| = |QP| = |DR| i
|[RN| = |RP| = |DQ| pa su tro-
kuti MQD i DRN sukladni te je
|DM| = |DN|.

189


http://memo2010.skmo.sk/docs/solutions.pdf
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23.5. N21: Diofantske jednadzbe - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Ovaj zadatak rijesit éemo metodom faktorizacije.
22 +11% =42
y2 _ 1132 — 112
(y —a)(y +a) =117

Sada promatramo sljedece slucajeve.

(a) y—xz=11 (c) y—ax=11% () y—x=-1
yte=11 ytr=1 yto=-11
y=11, x=0 y=61, x=-60 y=-61, x=-60

(b) y—z=1 (d) y—z=-11 f) y—o=-11°
y+z=11% y+z=-11 y+z=—1
y=61, x=60 y=-11, x=0 y=-61, x=60

Slijedi da su nam sva rjeSenja slijedeéi uredeni parovi: (z,y) € {(0,11), (0,—11), (60,61), (—60,61), (60, —61), (—60, —61)

2. Srednji ¢lan na lijevoj strani jednadzbe mozemo rastaviti kako bismo omoguéili faktorizaciju:

22 4 zy — 2oy — 2% =18
z(z+y) = 2y(r+y) =18
(x —2y)(z +y) =18

Uspjeli smo zapisati lijevu stranu kao umnozak 2 cjelobrojna izraza i taj umnozak iznosi 18. Sada bi
trebalo provjeriti sve mogudée slucajeve, a za to prvo trebamo pronadi sve djelitelje broja 18. To su:

~18,-9,-6,-3,-2,—1,1,2,3,6,9 1 18

Medutim, dobili smo 12 slucajeva i bilo bi lijepo kada bismo uspjeli skratiti posao i eliminirati neke
slucajeve bez da ih provjeravamo uvrstavanjem i izra¢unavanjem.
Mozemo primijetiti sljedece:

(z+y)—(z—2y) =3y

Dakle, razlika ovih dvaju izraza je uvijek djeljiva s 3. To znaci da svi slucajevi u kojima su x +y i x — 2y

djelitelji od 18 ¢iji je umnozak 18, a razlika nije djeljiva s 3, ne vode do rjesenja u cijelim brojevima.
Drugim rije¢ima, odbacujemo slucajeve u kojima je x + y neki od sljedec¢ih djelitelja broja 18:

-18,-9,-2,-1,1,2,9,18

Uvjerite se da zaista u tim slucajevima dobivamo kontradikciju!
Provjerimo sada preostale slucajeve:

(a) z+y=—6
U tom je slucaju o — 2y = —3 pa je 3y = (¢ +y) — (¢ — 2y) = —6 — (~3) = -3,
Slijedi y = —1, a zatim i x = —5. — (_57 _1)

(b) z+y=-3
U tom je sluéajux —2y = —6 paje 3y = (z + y) — (x — 2y) = =3 — (—6) = 3.
Slijedi y = 1, a zatim i = —4. = | (—4,1)

(c) z+y=3
U tom je sluaju z —2y =6 pajedy=(x+y) — (x —2y) =3 -6 = —3.
Slijedi y = —1, a zatim i = 4. = | (4, 1)

(d) z+y=6
U tom je sluajuz —2y =3 pajedy=(r+y) — (r—2y) =6—3=3.
Slijedi y = 1, a zatim i z = 5. = | (5,1)
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3. Zapoc¢nimo rjesenje opservacijom x,y # 0, s obzirom da se nalaze u nazivnicima.
Nadalje, pomnozimo jednakost s xy kako bismo dobili ljepsi oblik

y+4r+7=u2ay
zy—y=4x+7
ylx —1)=4x+7
Az +7
-1
4z —1)+4+7
z—1

:4 _—
4 +x—1

Ovim zaklju¢ivanjem, uspjeli smo poprili¢no ograniciti moguc¢nost izbora za y. Naime, kako y mora biti

cijeli broj, onda i ;_11 mora biti cijeli broj, tj. © — 1 mora biti djelitelj od 11. Razmotrimo te slucajeve:
(a) —1=-11 (c)z—1=1
z=-—10 =2
y=3 y=15
(b)y z—1=-1 (d) z—1=11
z=0 =12
Nema rjesenja y=b

4. Pogledom na ovaj zadatak i brojeve u njemu, relativno brzo se da naslutiti kako faktorizacija vjerojatno
nije pravi put k rjesenju. Naizgled kompliciran zadatak rjesava se prilicno jednostavno promatranjem
ispravne stvari, u ovom slucaju ostataka koje izraz na lijevoj strani moze davati pri dijeljenju s 5.
Naime, s obzirom da je 10y djeljivo s 5, ostatak pri dijeljenju s 5 na lijevoj strani zapravo je samo ostatak
kojeg kvadrat cijelog broja x daje pri dijeljenju s 5. Promotrimo sljede¢u tablicu ostataka pri dijeljenju s
5:

x |[0]1]2]3]4
x]0o1[4]4]1

Dakle, izraz na lijevoj strani moze davati ostatke 0, 1 i 4 pri dijeljenju s 5. No, istovremeno broj na
drugoj strani jednakosti daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5 iz Cega jasno zakljucujemo kako jednadzba
nema rjesenja u cijelim brojevima.

Napomena:
Promatranje djeljivosti izraza nekim brojevima c¢esto se jednostavnije zapisuje konguencijama. Ta je tema
obradena u 3. online predavanju.

5. Primijetimo da zbog n € N tj. n > 0 vrijedi
n®+n+1>n>+0+1>n
S druge strane, slicnim zaklju¢ivanjem imamo i
n4n+l<@+n+)+n=n>+2n+1=(n+1)>3

Medutim, n i n + 1 su 2 uzastopna prirodna broja. S obzirom da je n? + n + 1 strogo izmedu njihovih
kvadrata, taj broj nikako ne moze biti kvadrat nekog prirodnog broja.

6. Ovaj zadatak rijesit ¢emo metodom faktorizacije
(m? + n)(m +n?) = (m +n)?
m? +m2n? + nm +n2 =m3 +3m*n + 3mn? +n3
m?n? + nm = 3m?n + 3mn?
mn(mn+1—3m—3n)=0

Sada razlikujemo 3 slucaja:

1. m =0, pa su rjeSenja svi uredeni parovi (0,n),n € Z


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/kongruencije.pdf
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2. n =0, pa su rjeSenja svi uredeni parovi (m,0),m € Z
3. mn+1-3m—-3n=0
m(n—3)—3(n—-3)=38
(m—-3)(n—3)=8
Kako je jednadzba simetri¢na, bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo m > n, pa imamo slucajeve:

m—-3=8n—-3=1

m—-3=4n—-3=2
m—-3=—-1,n—-3=-8
m—-3=-2n—-3=—4

RjeSenja su sljedeca: (z,y) € {(11,4), (4,11),(7,5),(5,7),(2,-5),(=5,2), (1,—-1),(-1,1)}

7. Ovdje je potrebno uociti da ne mogu sva tri broja a, b. ¢ biti proizvoljno veliki. Dapace, a > 3, b > 3,

¢ > 3 povlaci % + % + % < 1. Zato je barem jedan od tih brojeva manji od 3. BSO mozemo pretpostaviti
a < b < c¢. Sada razlikujemo 3 slucaja:

(a) a=1= 3+ % = 0. Kontradikcija!

a=2= 7+ 2 = <. Sada opet ogranicavamo! Uoc¢imo da barem jedan od brojeva b i ¢ mora biti

b 2 i i %Sd granic ! Uo¢imo da b jed d broj bi biti
manji od 4. BSO b < 4. Slucaj b = 2 vodi na kontradikciju, a preostala dva daju rjeSenja (2,3,6) i
(2,4,4).

(c) a=3= % + % = % BSO b < 3, pa je b= 3 i imamo rjeSenje (3,3, 3).

Dakle rjesenja su trojke (3,3,3), (2,3,6) i (2,4,4), te njihove permutacije!

. Ovaj zadatak rijesit éemo metodom ostataka. Prvo mozemo primjetiti da 1923 treba biti paran broj, pa

mozemo pisati x = 2x1. U sljede¢im koracima ¢emo primjeniti slicne opservacije.

19(221)% — 84y* = 1984 \ : 4
3823 — 21y? = 496
3825 — 21(2y;)? =496 \ : 2
1923 — 42y] = 248
19(2x2)% — 42yF = 248 \ : 2
765 — 21y7 = 248
7625 —21(2y0)? =124 \ : 4
1923 — 21y2 = 31
Nakon s$to smo uvelike smanjili koeficijente u jednadzbi, lakse je uociti sljedece korake. Promotrimo ostatke
pri dijeljenju sa 7 koje moze davati izraz na lijevoj strani posljednje jednakosti. Pritom primijetimo da je

21 djeljivo sa 7 pa je dovoljno pogledati koje ostatke pri dijeljenju sa 7 moze davati izraz 1923. U tablicu
piSemo ostatke pri dijeljenju sa 7 (uvjerite se ako niste sigurni):

xe |O0]1|2]3]4]5]|6
x5 [0[1]1]6][1][6]6
193 [0]5 |5 [2][5[2]2

Dakle, 1923 — 21y3 moze davati ostatke 0,2 i 5 pri dijeljenju sa 7. No, na desnoj strani je broj 31 &iji
ostatak pri dijeljenju sa 7 iznosi 3. Zakljucujemo da jednadzba nema rjeSenja u cijelim brojevima zs i ys.
Dakle, niti pocetna jednadzba nema rjesenja.

Napomena:

Kod jednadzbi u cijelim brojevima u kojima se pojavljuju kubovi, ima smisla promatrati djeljivost sa 7
(ili sa 9). To je posljedica tzv. Eulerovog teorema ili pak Malog Fermatovog teorema. Detaljnije o toj temi
mozete naéi u 16. online predavanju.

. zupanijsko 1999., 2.raz: http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-

SS-zup-1234-zad+rj/1999-SS-zup-1234-zad %2Brj.pdf


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/mali_fermat_i_euler.pdf
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. Pocetna jednadzba je ekvivalentna s
1 1 1 4

x Yy z 3

1

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti x < y < 2, a iz toga dobijemo > % > =. Dalje slijedi

1

z
3> 2, tj. 2 < 9, paje x € {1,2}. Analizirajui ta 2 slucaja dobimo rjesenja (1,4,12), (1,6,6), (2,2,3) i
sve njihove permutacije.

fHTTTE

Primijetimo da vrijedi sljedeca nejednakost

y? =23 + 822 — 61 + 8 < (2% + 822 — 62 + 8) + (2? + 33z + 19)
=23 + 922 + 27z + 27
= (z+3)3
jer je 2 + 33z + 19 > 0, s obzirom da je x € N.
Nadalje, vrijedi i sljede¢a nejednakost
v =2® + 822 — 62 +8 > (2% + 827 — 62 +8) — (52% — 9z +7)
=2+ 322 +3x+1
=(z+1)°
To vrijedi jer je 522 > 5z te 42 < 7 $to za posljedicu ima 522 — 9z + 7 > 0.

S obzirom da je y® kub prirodnog broja, a strogo je veé¢i od kuba broja x + 1,te strogo manji od kuba
broja z + 3, jedina je moguénost da je jednak kubu broja z 4 2. Dobivamo jednakost

y* = (z+2)°
3+ 822 — 6z + 8 = 23 + 622 + 122 + 8
222 — 18z =0
z(x—9)=0

Sada je jasno da je jedino rjesenje u prirodnim brojevima x=9, a odatle je y=11.

Za rjesavanje ovog zadatka koristit ¢emo metodu zbroja kvadrata. Prvo ¢emo faktorizirati lijevu stranu
pa promatrati slucajeve.

4y = (x+y)?
(x+y) (2 —zy +9°) = (x +y)?
1. x+y=0

RjeSenje su svi uredeni parovi (z, —x) gdje je x € Z

2

(2> —ay+9°) = (x+y)

Pomnozit ¢emo jednadzbu s 2 i napisati u sljede¢em obliku
2 —2xy 4yt 24149 -2y4+1=2
=y’ +@-1)°+@y-1)*=2

Sada slijedi |z —y| < 1, [t — 1] < 11i|y—1| < 1. Nadalje promatrajuéi sve slucajeve dolazimo do svih
preostalih rjesenja, (z,y) € {(0,0), (1,0), (0,1), (2, 1), (1,2), (2,2)}.

. Introduction to diophantine equations, the factoring method, example 8
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24. Poglavlje

Rjesenja za drugu grupu

24.1. A22: Nejednakosti - Paula Horvat

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Zadanu nejednakost mnozimo s 2 i dobivamo:
A+ 2+ +2+ 2 +a?>2ab+ 2be + 2ca
Oduzimanjem 2ab + 2bc + 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:
(a—b2+(b—c)P+(c—a)3>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem nejed-
nakosti dobivamo da je i ona nenegativna.

2. Iz H — A nejednakosti i uvjeta da je a + b = 1 dobiva se:

[\

a+b
2

<

Q=
o+
=

+ +

S| = I
N
|~

Q| o=
WV
i~

3. Nejednakosti
4. Skoljka
5. Kvadriranjem jednakosti  + y = 1, dobijemo
22+ y? =1 2xy.

Na osnovu A — K nejednakosti vrijedi:

T4y 2 +y?
< , 1.
2 SV oY

2 2 1
& ;y > 5 (zboga +y=1);
a odavde nakon kvadriranja:
2 2
T +y >1
2 4
224> 1


http://e.math.hr/old/agnejednakost/index.html
https://www.skoljka.org/solution/7292/

14.
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Sada iz 2% + y? = 1 — 22y. dobijemo:

Time je tvrdnja dokazana.
. Zupanijsko 2019., 2. razred
. Problem solving
. Str. 27
. Drzavno 2018., 4. razred
. Zupanijsko 2021., 4. razred
. Drzavno 1999., II. razred.
. Drzavno 2016., 3. razred.

1—2xy >

zy <

I N

S_\/a+b+c a+b+c—2a a+b+c—2b a+b+c—2c

2

2 2 2 ’

S:1\/(a+b—|—c)(a—|—b—c)(b+c—a)(c—l—a—b).

4

Iz A-G nejednakosti imamo:

Va+b—c)b+c—a)(c+a—b) <

Iz toga imamo:

a+b—c+b+c—a+c—|—a—b_a+b—|—c
3 3

S:i\/(a—i—b—}—c)(a—&—b—c)(b+c—a)(c+a—b)<

Iz K-A nejednakosti imamo:

3 4
oo (FEpey - e
2
g latbto”
4-3v3

3

(a+b+c)*<9-

Iz toga imamo:

X

a+b+c  [a?+b? 4 c?
B 3

2 b2 2
% :3(a2+b2+02).
- (a+b+c)? . a® +b? +¢?

4-3V3 43
45V3 < a® + b* + 2.

1 1 1 . 1 1
T = -, =-, z=- Yz = — =
a Y b c 4 abc
1 1
b-i—c:f—i-f:y—i_z,
y oz yz
1 1 T+ z
cta=—-—+—= )
z Tz
1 1
atb=-+-=4T2
Ty Yy
Uvrstimo u pocetnu jednadzbu:
Pyz  ylrz PByx a? n y? n 22
y+z x+z y+x y+z x4z y+a
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Nesbitt%27s_Inequality
https://repozitorij.pmf.unizg.hr/islandora/object/pmf%3A5349/datastream/PDF/view
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2021/2021-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2021-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-SS-drz-1234-zad+rj/1999-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
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Primijenimo CSB nejednakost:

(<¢y+z>2+wz+y>2+<m>2)<(‘”>2+( v )+( : )2>><x+y+z>2,

VY -+ 2z VT +z Vyt+z
x? y? 22 (r+y+2)? a4+y+z
+ Z = ‘
y+z z+z y+z 2x+2y+2z 2

1z A-G nejednakosti imamo:

3 = Jryz,
z+y+z223
2 2 2
T z r+y+z _ 3
y+z z+z2 y+zx 2 2
15. Uvedimo supstituciju:
x a
= — =
“ r—1 * a—1’
Y b
b= —"— = =
y—1 YTy
z c
c= - z=
z—1 c—1

Sada treba dokazati

uz uvjet:

Gornji uvjet je ekvivalentan s
abe=(a—1)(b—1)(c—1),
ab+bc+ca=a+b+c—1,

2(ab+bc+ca) =2(a+b+c—1),

(a+b4c)?—(a>+ v+ =2a+b+c—1),
(a+b+c)—2(a+b+c)=a>+b>+c* -2,
(a+b+c)=2@a+b+c)+1=a’>+b*+c2 -1,
(a+b+c—1)2=ad>+"4+c* -1

b

pa vrijedi
a2+ +32>1.



LJETNI KAMP 2021. 197

24.2. C22: Indukcija - Laura Horvat

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Suma prvih n prirodnih brojeva
Problem 2.a)

Problem 3.¢)

EM1, popravni kolokvij 2020./21.
Problem 17.

AT

Trigonometrijska nejednakost
Skolsko natjecanje 2020. A-4.2.
Problem 20.

Problem 33.

10. Problem 35.

© »® 3o

11. EM1, prvi kolokvij 2017./18.
12. Problem 31.
13. Problem 38.
14. Problem 9.
15. Problem 24.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction#Sum_of_consecutive_natural_numbers
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/kolokviji/2020/EM1-2020-popravni-rjesenja-2.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction#A_trigonometric_inequality
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2020/2020-SS-skolsko-1234-zad+rj/2020-SS-skolsko-A-1234-rj-ISPRAVLJENA-VERZIJA.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/kolokviji/2017/EM1-2017-kol1.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
https://www2.math.upenn.edu/~peal/files/Proof.by.Induction[2018][Eng]-ALEXANDERSSON.pdf
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24.3. C26: Invarijante - David Mikul¢i¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Ako igra zavrsi nerijeSeno ukupni broj bodova se poveéa zs 1 + 1 = 2, a u suprotnom za 3 + (—1) = 2:
invarijanta je onda ukupan broj bodova svakog meca. Ako svaki igra¢ igra sa svakim, to je w
meceva te ako svaki mec¢ dodaje po 2 boda u zbroj, dobivamo da je ukupni broj bodova svih igraca jednak

11-10 = 110.
2. Zupanijsko A 2014. - SS1, 5. zad.

3. Primjetimo da je 22 —y = —y =y (mod 2) i 2y —ax = —x = = (mod 2), to jest broj parnih (ili neparnih)
brojeva na plodi je invarijanta. Kako su na pocetku dva parna broja na plo¢i, a zavrsna konfiguracija nema
nijedan paran broj, zakljucujemo da Anja ne moze posti¢i da na plo¢i pisu brojevi 7,9,11,13, 15.

4. Svakim potezom se suma brojeva povecava za 3, dakle ostatak sume pri dijeljenju s 3 se ne mijenja.
Pocetna suma daje ostatak 1, a zavrsna 0 (jer je 2022z djeljivo s 3) pa Jana ne moZe postiéi da svi brojevi
budu jednaki.

5. Ni opseg ni povrsina se nakon rezanja i lijepljenja ne mijenjaju. Ako je opseg konstantan, dobivamo da bi
stranica kvadrata trebala biti % stranice jednakostrani¢nog trokuta, ali onda se povrsina trokuta i povrsina
kvadrata ne podudaraju, dakle nije moguce dobiti kvadrat.

6. Uoc¢imo da je (0.8z — 0.6y)? + (0.6z + 0.8y)? = (0.8z + 0.6y)? + (0.6 — 0.8y)? = 2 + ¢, tj. tocke do kojih
Zaba moze doéi sve imaju jednaku udaljenost od ishodista. Kako je udaljenost tocke (2,3) od ishodista
veca od udaljenosti tocke (1,1), zaklju¢ujemo da zaba ne moze doé¢i do polja (1,1).

7. Pokazimo da Boris uvijek pobjeduje u ovoj igri. Pri svakom potezu, broj komada cokolade na stolu se
poveca za 1 ili smanji za 1, a nakon dva poteza se poveca za 2, smanji za 2 ili ostaje isti kao prije ta
dva poteza. To znaci da svakog igraca na potezu doceka broj komada iste parnosti kao i broj komada pri
posljednjem potezu tog igraca. Kako Anja prva kreée sa jednim komadom c¢okolade, svaki put kad je ona
na redu ée imati neparan broj komada ¢okolade. Igra je kona¢na (komadiéi 1 x 1 se moraju pojesti) pa
¢e ju u nekom trenutku docekati samo jedan 1 x 1 komadié ¢okolade, kojeg ¢e morati pojesti i time Boris
pobjeduje.

8. Drzavno A 2012. - SS3, 5. zad.

9. Znamo da je ostatak broja pri dijeljenju s 9 jednak ostatku koji daje njegov zbroj znamenaka, dakle pri
svakom koraku se ne mijenja ostatak svakog broja pri dijeljenju s 9. Kako je 20212021 = 1 (mod 9), bit
¢e vise jedinica na kraju.

10. a) Boris moze do¢i do trazene konfiguracije na slijedeéi nacin:

51,1,1,1 =5,2,2,1,1 = 5,4,4,1,1 = 5,5,4,5,1 = 5,5,5,5, 5.

b) Pri svakom potezu se broj maksimalnih vrijednosti na plo¢i povecéa za 2 ili postane 2 pa ako je na
pocetku paran broj maksimalnih vrijednosti, to je invarijanta. Kako se maksimalna vrijednost u pocetnoj
konfiguraciji pojavljuje dva puta, a na kraju ih treba biti 2021, zakljucujemo da Boris ne moze posti¢i ovu
konfiguraciju.

11. Transformacije koje Matej radi podsjeéaju na Euklidov algoritam, odnosno invarijanta je ged(z, y). Vedran
samo mora odabrati brojeve tako da ged(z,w) # ged(z,y).

12. Numerirajmo vrhove brojevima od 1 do 12 (koje ¢emo nadalje zvati oznake da izbjegnemo zabunu), pri
¢emu uzmimo da na pocetku -1 piSe u vrhu oznacenom s 1, i da zelimo da na kraju -1 piSe u vrhu oznac¢enom
s 2. Promotrimo broj S koji definiramo kao zbroj oznaka vrhova u kojima pise -1; na pocetku je on 1,
a zelimo da na kraju bude 2. Primijetimo da se promjenom predznaka zbroj oznaka vrhova koji sadrze
broj -1 promijeni za paran broj. Naime, uzmimo da smo u jednom koraku odabrali vrhove s oznakama
z,x+1, 242,243 (moZemo gledati oznake modulo 12, tj. samo ostatke oznaka pri dijeljenju s 12). Ako su
ta 4 vrha broju S pridonosila s T, poslije koraka pridonosit ¢e s 4z +6 —T'. To znadi da ¢e se S promijeniti
zaT — (4o +6 —T) = 2T — 4z — 6, a to je paran broj. Dakle, kako je S na pocetku bio neparan, on ée
uvijek ostati neparan broj, pa Luka ne moZe postié¢i ono $to cilja. (Alternativno, mogle su oznake vrhova
naizmjence biti 0 i 1; dosli bismo do istog zakljucka na analogan nadin.)

13. Drzavno A 2019. - SS2, 5. zad.
14. MEMO 2016. - 12


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad%2Brj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
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15. Rjesenje pod #2.


https://artofproblemsolving.com/community/c6t219f6h1590925_gcd_of_numbers_on_blackboard
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24.4. G22: Tetivni cetverokuti - Matko Simié

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Promatramo kruznicu k i njenu tetivu AB te tangentu ¢ na kruznicu k u tocki B. Neka je S srediste kruznice
k i C neka tocka na kruznici razli¢ita od A i B. Vidimo da tocka C' odreduje obodni kut nad tetivom
AB.Oznagimo |ZACB| = . Po teoremu o obodnom i sredinjem kutu dobivamo da je |ZASB| = 2~.

Buduéi da je trokut AABS jednakokradan, vrijedi |[ZABS| = 90° — v, a jer je kut izmedu polumjera SB
i tangente pravi dobivamo da je kut izmedu tangente i tetive jednak .

2. 2016., op¢ 2A, 4.

3. Neka je ABCD bilo koji ¢etverokut ¢ije simetrale kutova tvore ¢etverokut EFGH te neka su redom
«, 3,7, d unutarnji kutevi cetverokuta ABCD. Iskoristimo ¢injenicu da je zbroj kuteva u trokutu jednak
180°.

U AABE dobivamo /BEA = 180° — % - g a iz ACDG imamo ZDGC = 180° — % - g Zbog visnih

kuteva imamo i ZHEF = /BEA te /ZFGH = /DGC.
Kutevi ZHEF i ZFGH su nasuprotni kutevi u ¢etverokutu EFGH 1i za njih vrijedi

/HEF + /FGH = 180° — O‘;FB +180° — VT”
_3gp0 _ 2tAHYHI
2
— 360° — 290 _ 1500

pa po prvoj karakterizaciji tetivnih cetverokuta zakljucujemo da je cetverokut EFGH tetivan.

4. Ovdje je glavni dio zadatka uociti za koje tetive éemo primijeniti jednakost obodnih kutova nad istom
tetivom. Da bismo to uopée mogli primijeniti, trebat ¢e nam 4 tocke na kruznici, pa svakako nije na odmet
docrtati tetive koje fale: to su tetive AD i BD. To je i opéenito dobra strategija pri riesavanju ovakvih
zadataka. Upravo za te dvije tetive iskoristit ¢éemo navedenu ¢injenicu. Oznac¢imo LACD = ZBCD = a.
Gledajuéi obodne kutove nad tetivom AD dobivamo ZABD = ZACD = a, a nad tetivom BD dobivamo
/BAD = /BCD = «. Sada vidimo da je ZBAD = ZABD, pa je AABD jednakokrac¢an. Time smo
zapravo rijesili zadatak buduéi da znamo da je okomica iz sjecista krakova jednakokracnog trokuta na
osnovicu tog trokuta zapravo simetrala osnovice (tu ¢injenicu u ovom zadatku lako dobijemo npr. iz S-S-K
poucka o sukladnosti primijenjenom na trokute AAED i ABED). (Luka Banovié, MiS)

5. 2016., zup 3A, 3.

6. Neka je H ortocentar trokuta ABC i T njegova osnosimetri¢na slika u odnosu na AB. Dovoljno je pokazati
da je cetverokut AT BC' tetivan. Oznacimo sa M, N i P redom nozista visina na BC, AB i AC.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-rj-ispravljeno.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf

10.
11.
12.
13.

LJETNI KAMP 2021. 201

Neka je |ZACB| = . Buduéi da je |ZCPH| = [ZCMH| = 90°, ¢etverokut CPH M je tetivan. U tetivhom
Cetverokutu zboj nasuprotnih kuteva je 180°, pa je |[ZPHM| = 180°—-, a zbog toga je i | LZAH B| = 180°—~
(vréni kutevi).

Tocka T je osnosimetri¢na slika od H u odnosu na AB pa vrijedi AABH = NABT. Zbog toga imamo

|LATB| = |ZAHB| = 180° — .
Sada smo dobili da je zbroj nasuprotnih kuteva u ¢etverokutu AT BC' jednak 180° (|[ZACB|+ |ZAHB| =
180°) pa je cetverokut AT BC' tetivan.
2012., opé 2A, 8.

Uoc¢imo da je ZCDB = ZCEB = 90°, pa zakljucujemo da je cetverokut BCDFE tetivan. Tvrdnju zadatka
pokazat ¢emo ako pokazemo jednakost kuteva uz pravac koji bi bio transverzala. Pokazimo da je kut
izmedu tangente u A i AB jednak kutu ZAED.

Po teoremu o kutu izmedu tetive i tangente je kut izmedu tangente u tocki A i pravca AB jednak
Z/ACB, §to je obodni kut nad tetivom AB. Usto, jer je BCDE tetivan zakljué¢ujemo da je ZDCB =
180° — /BED = ZAED. Sada zbog ZACB = ZAED slijedi tvrdnja zadatka.

2018., zup 4A, 3.
2010, drz 2A, 4.
MEMO 2015., 13
JBMO 2015., 3.
EMC 2020., J1


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-skolsko-1234-zad+rj/2012-SS-skolsko-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://memo2015.dmfa.si/files/solutions.pdf
https://www.dms.rs/jbmo/data/Solutions19.JBMO.pdf
http://emc.mnm.hr/wp-content/uploads/2020/12/EMC_2020_Juniors_ENG_Solutions-2.pdf
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24.5. N22: Sustavi ostataka - Vedran Cifrek

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Ako je z > 2. Promatramo jednadzbu modulo 4: 2* —1 = —1 = 3 (mod 4)
y? = 3(mod 4), $to nije moguée pa u ovom sluéaju jednazba nema rjeSenja.
r=1= 2! —1=9% = y=1.(1,1) je rjesenje zadatka.

y |0 1 2
y2(~4)‘0 10

3
1
2. 769 =768 .7 = (TH17.7=117.7 (mod 5) = 2 (mod 5)

x|

1 2 3
7(5) |2 4 3

4
1

3020 —1=9y? &= 22=9y? -1 < 22 = (y+1)(y—1) = (y+1)i(y— 1) su potencije broja 2, pa
manja dijeli veéu: (y —1)|(y+1) = (y—-1]2 = y—1=1ili2 = y=2ili 3
Ako je y =2, 2 =3 — nema rjeSenja
Ako jey=3,2* =8 = x = 3. (3,2) je rjeSenje zadatka.

4. Ako je y > 3, onda 8|2 = 2¥ =0 (mod 8)
Promatamo jednadzbu modulo 8: 3* = 5 (mod 8)
3! =3 (mod 8), 32 =1 (mod 8).
3" poprima samo ostatke 3 i 0 modulo 8, pa ne moze biti kongruetno 5 modulo 8, tj. jednadzba nema
rjeSenja u ovom slucaju.
y=1 = 3% =7 nema rjesenja y = 2 — 3* =9 — z = 2 rjeSenje je (2,2)

5. 3105 = (33)* = 135 = 1 (mod 13)
MFT - 22 =1 (mod 13) <= 4% =1 (mod 13)
4105 — 410243 — (46)17.43 = 117.43 =43 — 64 = 64—52 = 12 (mod 13) 310544105 = 1412 =0 (mod 13)

MFT - 31 =1 (mod 11), 4% =1 (mod 11)

3105 = (310)10.35 = 110.35 =27.9=5.9 =45 = 1 (mod 11) 419 = (4191045 = 110.45 =16 -16 -4 =
5-54 =100 =100 — 99 =1 (mod 11)

3105 4+ 4105 =1 4+ 1 =2 (mod 11)

X ‘ 1
37(113) | 3

2 3

9 1

6. 2222 = 3 (mod 7), 5555 = 4 (mod 7)
MFT 3% =1 (mod 7), 45 =1 (mod 7)
5555 = 5 (mod 6), 2222 = 2 (mod 6) 22225555 4 55552222 = 35555 4 42222 = 35 4 42 = 27.9 + 16 =
6:242=124+2=14=0 (mod 7)

7. MFT 2% = 1 (mod 19) = (2¥)* =1 (mod 19) = 2 =1 (mod 19) = 2¥% .16 =
16 (mod 19) == 2!8%+4 =16 (mod 19)
MFT 26 = 1(mod 9) = 2" =1 (mod 9) = 26"*2 =4 (mod 9)
20n+2 = 4 (mod 9) = 272 =41ili 13 (mod 18)
Znamo da je 26"*2 paran pa ne moze biti = 13 (mod 18) = 2672 = 4 (mod 18) = 2072 =
18k +4 = 22" =16 (mod 19) = 22" 4 3 = 0(mod 19)

8. n je relativno prost s 2 pa vrijedi Eulerov teorem 2#(") — 1 je djeljiv s n.

Znadi, jos treba pokazati da se 29(™) — 1 nalazi medu zadanim brojevima, tj. da se nalazi izmedu 1in - 1
(ukljucivo). n je relativno prost s 1 pa je ¢(n) > 1.

Ako je n > 1, onda postoji prosti p koji dijeli n. Neka je p* najveéa potencija broja p s kojom je n djeljiv.
Nadalje, x je prirodan broj takav da je n = p* - z. Prema definiciji broja k, x je relativno prost s p, iz ¢ega
slijedi da je relativno prost s p*. Onda vrijedi p(n) = ¢(p*)p(z). Broj relativno prostih manjih jednakih
n ne moze biti veéi od broja svih brojeva do x, tj. x. = ¢(z) < z. p(p*) =pF —pF 1 <P -1 =
e(p*) < p*

o(n) = p(P*)p(z) < PPz =n = ¢(n) < n — 1. Iz toga slijedi da se trazeni broj nalazi medu zadanim
brojevima.
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9. Promatramo jednadzbu modulo 4: 22 =0 ili 1 (mod 4), 3% = 1,ili 3(mod 4), 5Y =1 (mod 4)
Vrijedi 0 ili 2 je kongruentno 0 ili 1 modulo 4, pa mora 0 biti kongruentno 0, tj. 3* =1 (mod 4) = x
paran. Definiramo x4 € N tako da je z = 2z5.
Pocetna jednadzba je 3272 — 5Y = 22 «= 32%2 — 22 = 5Y <= (3%2 4 2)(3%2 — 2) =5Y
ged(372 + 2,372 — z)=gcd(3%2 4 2z, 2 - 372)
Buduéi da je 3% + z potencija broja 5, najveéi zajednicki djelitelj potencije od 5 i 2 - 3% je 1, pa su
372 4+ 2 1 372 — z relativno prosti, a buduéi da su obojica potencija od 5 manji od njih mora biti jednak 1.
= 32 —2z=1, 32 42 =5Y
z=32-1 = 2-3"2-1=5Y
Pretpostavmo da je xo > 2 te promatramo jednazdbu modulo 9. Slijedi 5¥ = —1 (mod 9)
Promatramo ostatke pri djeljenju potencija od 5 s 9. Uoc¢avamo da y mora davati ostatak 3 pri dijeljenu

y_ |

1 2 3 4 5 6
57(9) |5 7 8 4 2 1
s6.y=06k+3,ke€Z, k>0 Napisemo jednadzbu kao 2 - 372 = 5Y + 1.
5Y +1 =543 4 1=5k.53 4+ 1=5%+1=126=0 (mod 7)
Buduéi da je desna strana djeljiva sa 7, a lijeva ne moze biti djeljiva sa 7, zakljucujemo da jednadzba
nema rjesenja u ovom slucaju. Znaci zo < 2
ro=1 = 2.-3-1=5Y = y=1,2=3"2-1=2
Rjesenje je (x,y,2)=(2, 1, 2).

BMO shorlist 2009
10. BMO Shorlist 2016

11. Ako je jedan od prostih brojeva djeljiv s 2, onda i drugi mora biti jer je desna strana djeljiva s 2. U tom
slucaju su oba jednaka 2 i nema rjesenja. Ostatak rjesenja na linku BMO shorlist 2013.

12. Ako je n paran on ne moze dijeliti potenciju od 2 minus jedan jer to nije paran broj. Znac¢i n mora biti
neparan. Dokazat ¢emo da tvrdnja vrijedi za bilo koji neparan broj n.
n=pi'py?...pp* gdje supi,--- ,py razliciti prosti brojevi. Onda je p(n)
Dokazat ¢emo da n(p; — 1) ... (px — 1) dijeli n! iz Cega slijedi da ¢(n) dijeli n!
nipr—1)...(pr — 0! <= (p1—1)...(pr — 1)|(n —1)! Buduéi da sup; — 1, -+, py — 1 razli¢iti brojevi
svi manji od n, oni se svi pojavljuju u raspisu od (n — 1)! i to svaki samo jednom, pa je (n — 1)! djeljiv s
njihovim umnoskom. Iz toga slijedi da p(n)|n!. n! = p(n)x,z € N
Prema Eulerovom teoremu 29 = 1(mod n)
on! —1=2emr _1=(2¢)" _1=1-1=0 (mod n)

=pb=t =l
p1 Pr

13. Turski T'ST 2001
14. IMO Shortlist 2005

15. BMO 2004 We first tackle the cases when either p or ¢ is equal to 2. Case i: p = 2. Here, our equation
becomes 27 —¢% = 2¢>—19 = 29 = 3¢®>—19. Taking this mod ¢, we find that 2 = —19 (mod q) = ¢|21,
so q = 3,7. It is easy to see that both of these work. Case ii: ¢ = 2. This yields p? —2P = 4p—19. Mod p gives
—2 = —19 (mod p), or p = 17. Clearly this does not hold, as "17? — 217 is very negative and the other side
is very positive". No solutions here. These two cases yield the solutions (2,3) and (2, 7). Now to show no
solutions for p, ¢ odd. Assume that p, g odd. Then taking mod ¢ gives p = —19 (mod q¢) = ¢|(p+19), so
let p+ 19 = ¢gk. This is equivalent to p = gk —19. Taking mod p yields —¢ = —19 (mod p) = p|(q—19).
But p = gk — 19, hence k = 1, so p+ 19 = ¢q. But then p, g have opposite parities, contradiction. Our
solutions are (p,q) =1(2,3),(2,7) |

16. p > 3 = p je neparan, pa je i p+2 neparan, a p+1 je paran. x = 1PT2 4 2042 4 ... 4 (p — 1)PT? =

P2 4 (p— P2 v 2 4 (p— 2P ()P (T (1 p - (1 — (- D)+ (p— 1) —

(P 1P + (p— 1)) £ (24 p— D@ —2(p -2+ ... —2Ap— 2P+ (p— 2P ..+ (B
P2l
EE (Pt ()P = p() Z(ki “(p— k)P (-1))
L moetl %_1 - 2 ptl 4 55 ptl
Y= T DD o=k = YN (K (RPTO (- = )Y (kP (-t =
k=1 i=0 k=1 1=0 k=1 i=0
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h274318p1484876
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1885495p12843894
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2025845p14257784
https://artofproblemsolving.com/community/c6h528185p3003610
https://artofproblemsolving.com/community/c6h44573p282138
https://artofproblemsolving.com/community/c6h5589p18142
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pT_l p+1 ,)2;1
Z Z kPl = Z(p + 1)kP*! (mod p) Svi k-evi su relativno prosti s p, pa mozemo primijeniti MFT:
k=1 i=0 k=1
<,,_ -1 ,p—1
Y= Zk = (T)(T +1)(p) = 0 (mod p)
k=1

Dokazali smo da je y djeljiv s p, a = py, pa je x djeljiv s p2.
17. BMO Shorlist 2014
18. APMO 1997


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1317293p7082396
https://artofproblemsolving.com/community/c6h79669p456011
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25. Poglavlje

Rjesenja za trecu grupu

25.1. A23: Funkcijske - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Zadatci su preuzeti iz izvrsne knjige Functional Equations in Mathematical Olympiads (2017 - 2018): Problems
and Solutions (Vol. 1) autora Amira Hosseina Parvardija i pdfa 100 Functional Equations istoga autora. Javno
su dostupni Chapter 2 i Chapter 4 iz navedene knjige i nalazi se na prvom linku. Na drugom linku nalazi se
navedeni pdf koji sadrzi linkove na pripadna rjeSenja kada se scrolla ispod svih zadataka. Linkovi dijela knjige
i cijelog pdfa takoder se nalaze javno dostupni na sluzbenoj stranici autora pa je ¢itac¢u prepusteno da dalje
istrazuje ako je zainteresiran.

1. Chapter 2: Example 2.

Chapter 2: Example 1.

Chapter 2: Example 3.

Chapter 2: Example 5.

Rjesenje ove klasi¢ne jednadzbe moze se pronac¢i na Wikipediji: link.
Chapter 2: Example 7.

Chapter 4: Problem 4.

100 Functional Equations: Problem 2.

© ©® N e W

100 Functional Equations: Problem 3.

H
e

100 Functional Equations: Problem 4.

—_
—_

. 100 Functional Equations: Problem 5.

[
[\N)

. 100 Functional Equations: Problem 8.

—
w

. Problem 1 na linku. Na istome linku u vidu Problema 13 nalazi se rjesenje u realnima.

—
W~

. 100 Functional Equation: Problem 10.
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https://www.academia.edu/36778080
https://parvardi.com/100fe/
https://parvardi.com/olympiad-stuff/
https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%27s_functional_equation
https://www.imomath.com/index.php?options=341&lmm=0
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25.2. C23: Teorija grafova - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Svi zadatci pronadeni su u raznim skriptama Diskretne matematike (koja se odrzava kao kolegij na 2. godini
preddiplomskog studija Matematike) te u knjizi Olympiad Combinatorics od Pranav A. Srirama koja je po
poglavljima objavljena na linkovima uz zadatke 4. - 12.

o Zadatak 1: Trivijalno.

e Zadatak 2: Oznacimo grafove kao na slici:

Odmah uocavamo da je broj vrhova i broj bridova isti u oba grafa. Takoder vidimo da u oba grafa
postoje 4 vrha stupnja 2 i 4 vrha stupnja 3. Ako su grafovi G; i G2 izomorfni, onda inducirani pod-
graf sa V' C Vi je izomorfan s induciram podgrafom 6(V) C V. Promotrimo inducirani podgraf G =
({b,d, f,h}, {{bf},{dh}}). Vrhovi tog podgrafa su stupnja 3 pa se moraju preslikavati u vrhove 1,4,5,8,
ali kako god ih preslikali ta dva podgrafa nece biti izomorfna (ciklus se ne preslika u ciklus). Zaklju¢ujemo,
grafovi nisu izomorfni.

o Zadatak 3: Trivijalno.

o Zadatak 4: Example 1 na ovom linku.
o Zadatak 5: Example 3 na ovom linku.
e Zadatak 6: Example 3 na ovom linku.
e Zadatak 7: Example 6 na ovom linku.
o Zadatak 8: Example 8 na ovom linku.
o Zadatak 9: Example 10 na ovom linku.
e Lema 13: Lemma 8.1 na ovom linku.

e Lema 16: Lemma 8.2 na ovom linku.

o Zadatak 10: Example 1 na ovom linku.
e Zadatak 11: Example 2 na ovom linku.

o Zadatak 12: Example 3 na ovom linku.


http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter1.pdf
http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter1.pdf
http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter2.pdf
http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter4.pdf
http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter4.pdf
http://refkol.ro/matek/mathbooks/Grupe%20de%20performanta/OlympiadCombinatoricsChapter4.pdf
https://pdfcoffee.com/olympiad-combinatorics-chapter-8-pdf-free.html
https://pdfcoffee.com/olympiad-combinatorics-chapter-8-pdf-free.html
https://pdfcoffee.com/olympiad-combinatorics-chapter-8-pdf-free.html
https://pdfcoffee.com/olympiad-combinatorics-chapter-8-pdf-free.html
https://pdfcoffee.com/olympiad-combinatorics-chapter-8-pdf-free.html
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25.3. C27: Plo¢na kombinatorika - Luka Buli¢ Braculj

Link na zadatke. Link na hintove.

A T

10.

11.
12.
13.
14.

"Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 5.
"Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 1.
Zupanijsko 2010., 1. razred

"Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 8.
Drzavno 2015. , 4. razred, A

Tyvrdnju mozemo dokazati indukcijom. Baza za k = 1 je trivijalna. Pretpostavimo da se za neki k trazena
plo¢a uvijek moze poplocati. Dokazimo da isto vrijedi i za ploc¢e dimenzija 2F*! x 28+1 . Podijelimo plo¢u
na éetvrtine dimenzija 2% x 2%, Jedna od éetvrtina je defektna te je mozemo poploc¢ati u skladu s pretpos-
tavkom indukcije. Zatim dodamo jednu L trominu tako da prekriva po jedno polje svake od preostale tri
Cetvrtine. Preostalo nam je poplocati tri defektne 2% x 2% ploc¢e koje mozemo poplocati po pretpostavci
indukcije.

"Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 34.

Polja ploce podijelimo u tri klase tako da upisemo brojeve 1, 2 i 3 na sljede¢i nac¢in: 12313123231
212 3 1 Primjetimo da svaki potez mijenja boju po jednom polju iz svake klase. Takoder primjetimo da,
kako bi sva polja na kraju bila crna, svako polje mora promijeniti broju neparno mnogo puta. No to bi
znacilo da je broj poteza istovremeno paran (jer klasa 1 sadrzi 6 polja koje svako promijeni boju neparno
mnogo puta, a zbroj 6 neparnih brojeva je nuzno paran) i neparan (jer klasa 2 sadrzi 5 polja koje svako

promijeni boju neparno mnogo puta, a zbroj 5 neparnih brojeva je nuzno neparan) Sto je nemogude. Dakle
zaklju¢ujemo da ne mozemo nakon konacnog broja koraka doé¢i do potpuno crne ploce.

"Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 28.

Obojimo pravokutnik sahovski sa crnim poljem u kutovima (svi kutovi su iste boje jer su stranice neparne).
Uocimo da cijela plo¢a ima jedno crno polje vise nego bijelo. Po Dirichletu postoji plocica koja ima jedno
crno polje vise nego bijelo. Nije tesko zakljuciti da su toj plocici svi kutovi crni te da su joj udaljenosti od
rubova originalne ploce iste parnosti.

HMO 2016, 2. dan

MEMO 2018. pojedina¢no
Baltic Way 2012, Problem 7
Numberphile
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http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-zup-1234-AB-zad%2Brj/2010-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf
http://memo2018.abel.bielsko.pl/public/pdfs/problemsets/MEMO_solutions1.pdf
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw12sol.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=lFQGSGsXbXE
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25.4. G23: Upisana i pripisana kruznica - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na hintove.

1. ZUPANIJSKO 2012, 2.A

rjesenje je preko slicnosti trokuta BM T i BIo4N te CM1I i CI4N
ZUPANIJSKO 2021, 2.A

DRZAVNO 2016, 4.A

DRZAVNO 2017., 2.A

A T

vidi zadatak iz drzavnog 2010., 2.A. U njemu se pokazuje tvrdnja ekvivalentna tome da su X i Y na
simetralama kutova.

HMO 2013., 2.dan
8. HMO 2019., MEMO test

=

9. Izvor.
10. HMO 2015., MEMO test.
11. HMO 2018., IMO test.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2001_USAMO_Problems/Problem_2
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25.5. N23: Konstrukcije u TB - Laura Horvat

Link na zadatke. Link na hintove.

1. EM1, Teorem 5.22.
. Poglavlje 2.3., Example
. Example 2.3.2.

= W N

. Buduéi da p | a? — 1, zakljuéujemo da p { a, tj. ged(a,p) = 1. Dakle, mozemo upotrijebiti Mali Fermatov
teorem.
pla? =1 = 0=a? —1=a’1 - a—1=[MFT)=a—-1 (modp) = a—1=pk, keN
S druge strane, a? — 1 = (a —1)(a?~ ' +aP~2+4---+a+1). Da bismo dokazali da p? dijeli a? — 1, dovoljno
je dokazati da p dijeli i drugi faktor.
pla—1 = a=1 (mod p). Prema tome, a? ! +aP 2+ +a+1=1P"14+1P24...414+1=p=0
(mod p) = a?'4+a?2+.--4a+1=p-q,qeN
Zakljuéno, a? — 1 = pk - pg = p? - kg = p? | a? — 1, §to je i trebalo dokazati.

. Example 2.3.8.
. Theorem 2.1.1.
. Theorem 2.1.2.
. Teorem 2.7.

. Example 2.2.1.
10. Primjer 2.3.
11. Example 4.9.

© 00 N O

12. Example 2.2.2.

13. Poglavlje 1.1., Example 1.
14. Poglavlje 1.1., Example 3.
15. Poglavlje 1.2., Example 2.
16. Poglavlje 1.2., Example 5.
17. Poglavlje 1.4., Example 1.


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/em/em1/materijali/EM1-skripta.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/utb/utblink.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/utb/utblink.pdf
https://artofproblemsolving.com/articles/files/SatoNT.pdf
https://s3.amazonaws.com/aops-cdn.artofproblemsolving.com/resources/articles/olympiad-number-theory.pdf
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
https://drive.google.com/file/d/15s3gSJcaXmsOak4Wp-IXGTq9hQC9Uph3/view
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26. Poglavlje

RjesSenja za Cetvrtu grupu

26.1. C24: Kombinatorna geometrija - Luka Buli¢ Braculj

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Sylvester-Gallai theorem - Kelly’s proof

2. Pretpostavimo suprotno, odnosno da kroz svako sjeciSte pravaca prolaze barem 3 pravca. Promotrimo
sve parove nekog pravca i nekog sjecista druga dva pravca te iz tog konacnog skupa odaberimo par s
najmanjom udaljenosti izmedu pravca i sjecista. Oznac¢imo pravac s p i sjeciste sa S. Povucimo okomicu
q iz S na p te oznacimo sjeciste p i ¢ s T. Kako kroz S moraju prolaziti barem 3 te sva 3 sijeku p, barem
2 od tih sjeciSta se moraju nalaziti s iste strane toc¢ke T'. Oznacimo ta sjecista s A i B tako da je A blize
tocki T te promotrimo trokut ASBA. Kut £ZSAB mora biti ili pravi kut (ako A = T) ili tupi kut (jer je
kut ZSAT siljasti kut buduéi da se nalazi u pravokutnom trokutu ASAT a nije sam pravi kut). Dakle
stranica nasuprot vrhu A je najdulja stranica trokuta ASBA odnosno visina iz vrha A je najkraca visina
trokuta ASBA. Dakle visina iz vrha A kraca je od visine iz vrha S odnosno udaljenost pravca B.S od
sjecista A kraca je od udaljenosti pravca AB od vrha S. Ali to je nemoguée jer smo pretpostavili da je
udaljenost pravca p (koji je isto $to i pravac AB) od sjecista S najkraca od svih takvih udaljenosti. Dakle,
dosli smo do kontreadikcije iz ¢ega zakljucujemo da postoji sjeciste pravaca kroz kojeg prolaze najvise 2
pravca ¢ime smo dokazali tvrdnju zadatka.

HMO 2018.
USAMO 2017.
MEMO 2011.
HMO 2019.

HMO 2020.

IMO 2016.

USA TSTST 2016.

© ® N e o W


https://en.wikipedia.org/wiki/Sylvester%E2%80%93Gallai_theorem#Kelly's_proof
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://web.evanchen.cc/exams/USAMO-2017-notes.pdf
https://memo2011.math.hr/documents/MEMO2011solutions.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/01/HMO2019-rje.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/01/HMO2020-rje.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1271000_problem_6
https://web.evanchen.cc/exams/sols-TSTST-2016.pdf
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26.2. C28: Kompleksni brojevi i polinomi - Boris Stankovié

Link na zadatke. Link na hintove.

Rjesenja zadataka iz rubrike ocekujte neocekivano
1. USAMO 2014.

2. Nije tesko pokazati da su brojevi a, rjeSenja rekurentne jednacine zadate sa ag = 0,a; = 11 ap41 =
4a, — ay—1 zan > 1. Odavdje direktno slijedi tvrdenje zadatka.

3. Rjesenje I (sli¢no prethodnom zadatku):

Neka je a, = Im((12 + 59)™) = (12+5i)n§(12+5i)n = (12+5i)n5(1275i)n. Ovo vrijedi jer je konjugat mul-
tiplikativan. Sada zelimo dokazati da je a, # 0 za sve n € N. 12 + 5i i 12 — 57 su korijeni kvadratne
jednacine z2 — 24z + 169 = 0. Odavdje lagano slijedi da su brojevi a,, rjeSenja rekurentne jednacine zadate
saag=0,a; =51 apy1 = 24a, —169a,_1 zan > 1.

Nije trivijalno dokazati preko ove rekurzije da vazi a,, # 0 za sve n € N. Najelegantniji nac¢in koji znam je
primijetiti da iz a,+1 = 24a, (mod 13) slijedi da 131 a,, za sve n € N.

Rjesenje II (rjesenje Ervina Maci¢a na predavanju koje nije toliko povezano sa trikom koji sam Zelio
pokazati na ovom zadatku, ali je lijepo i poucno):

Poznato je da svaki kompleksan broj z = x + iy ima trigonometrijski zapis kao z = r(cos¢ + ising) = re'®
§to vrijedi zbog Ojlerove formule i r je modul kompleksnog broja, to jeste: r = |z| = y/22 + y2. Argument
naseg datog kompleksnog broja 12 + 5i¢ oznac¢imo sa «. Jasno je da vrijedi tana = 1—52 Kada mnozimo dva
kompleksna broja z1, 2o ili ekvivalentno r1e’®!, roe’®? jedan sa drugim dobijemo (rlrg)ei(o‘1+a2). Dakle
novodobijeni kompleksni broj ima argument oy + . Dalje, dovoljno nam je da argument kompleksnog
broja oblika n X a gdje tana = 1—52 ne moze biti 0 (mod 180°) jer nam je ovo uslov da kompleksan broj
lezi na realnoj osi $to implicira da je realan broj. Sada prema prosirenju Nivenove teoreme ugao a nije

racionalan te nikada ne mozemo imati n x a°® = k x 180°.
RjeSenja zadataka iz rubrike CebiSevljevi polinomi

1. Zadatak je zapravo 2. zadatak na drzavnom takmicenju 2021. za 3. razred u Srbiji. Pored oficijelnih
rjeSenja navodim i originalno rjesenje Milice Vugdeli¢ koje smatram zaista prelijepim.
Nakon sto uradimo isto kao i u ostalim rjesenjima ostaje dokazati:

9

V10
[[sin(9i°) = =5
i=1

Primetimo da vazi identitet |1 — (cosz + isinz)| = /(1 — cosx)2 + sin? z = 2|sin 5|, pa s tim uvedimo
polinom
2 -1 - 360°
P(x) = 1= (x — cis( 50 k))
k=1
19
= || (z — cis(18°k))
k=1

Vrednosno, vidimo da je P(1) = 119 + 1 + ... + 10 = 20, a sa druge strane modul od P(1) jednak je:
19
(P(1)] =[] 11— cis(18°k)]
k=1

19
=[] 2/sin9°k|
k=1
=29in9°sin18°...sin90°sin 99° . ..sin 171°

= 2'9(sin 9° sin 18° .. . sin 81°)?

odakle sirektno dobijamo zeljeni rezultat i jasno se vidi kako se ovo moze generalizovati na druga n.


https://web.evanchen.cc/exams/USAMO-2014-notes.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Niven%27s_theorem
https://dms.rs/wp-content/uploads/2021/04/Pages-from-2021_bilten.pdf
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Motivacija za resenje je bila ¢injenica da je sin @ duzina tetive nad uglom u funkciji od 6 (ja sam mislila
da je to bas 0, ali ispostavi se da je tetiva nad uglom 6 jednaka 2 sin g) koja se moze izracunati na drugi
nadin (rastojanje od jedinice u kompleksnoj ravni), a kad uzmemo proizvod toga moze se ispostaviti da
se dobije neki "izracunljiv' polinom, kome mozemo lako naéi vrednost u jedinici.

cg® - .
fisin®)

L

. Znamo da je cos x = cos (2 — z). Oznacimo li izraz ¢iju vrijednost trebamo izracunati sa A namece se

posmatrati izraz
B =cos a-cos 2« - ... - cos 2021

jer vidimo da vrijedi B = A2. Dakle dovoljno je izracunati vrijednost izraza B i predznak izraza A.
Primijetimo da su brojevi cos «, cos 2, ..., cos2021la nule polinoma P(z) = Tag21(x) — 1. Koriste¢i
prethodno ustanovljene ¢injenice o CebiSevljevim polinomima prve vrste znamo da je vodeéi koeficijent
polinoma P jednak 22020 a slobodni élan mu je jednak —1 pa je po Vijetovim pravilima B = 22%
Takoder prvih 505 faktora u A su pozitivni, preostalih 505 negativni odakle zaklju¢ujemo da je A < 0.
Takoder, mozete pogledati i oficijelno rjesenje koje ne smatram pretjerano zanimljivim jer se radi o 2.
zadatku za 3. razred s hrvatskog drzavnog 2021.

3. Dusan Dukié¢ 32 zadatka korona 6. zadatak

Rjesenja zadataka iz rubrike odabrani tezi zadaci
1. USAMO 1997.
2. Bugarska 2003.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/05/drz2021_rjeA.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/05/drz2021_rjeA.pdf
https://imomath.com/srb/dodatne/32zadatka_2020_korona_ddj.pdf
https://web.evanchen.cc/exams/USAMO-1997-notes.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h590651p3498282
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26.3. N24: Kombinatorna teorija brojeva - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na hintove.

1

N O Ot s W N

10.

11.

12.
13.

. Medu bilo kojih n+ 1 brojeva postoje dva ¢ija je razlika djeljiva s n, pa tako i medu 5, 55, 555,...., 1 555...5
s n + 1l-om znamenkom

. DRZAVNO 2014., 1.A
. DRZAVNO 2012., 4.A
. DRZAVNO 2015., 2.A
. DRZAVNO 2018., 4.A
. DRZAVNO 2019, 4.A

. BSO pretp. a < b, te M(a,b) =1 (ako nije, onda se skup prirodnih brojeva podijeli na klase ekvivalencije
po ostatku mod M (a,b), te se svaka promatra zasibno). Ako je n inS ondan—b,n—a,n—b+a,n+b—
a,n + a,n + b nisu u S. To povlaé¢i da n-b-a i n+2b-a jesu u S (jer u trojikama (n —b—a,n —b,n —a) i
(n+b—a,n+b,n+ 2b—a) to su jedini brojevi koji mogu biti u S). Iz toga pak slijedi da sun+2b—a i
n—3aiz Szasvakin € S =>n+k(2b—a)—3lac S=>n+3€ Silin—-3 €S (jer je M(2b— a,3a)|3).
Dakle moguce je samo da a i b daju ostatke 1 i 2 (nekim redosljedom) mod 3. Inace k, k + a, k + b ne ¢ine
potpun sustav ostataka mod 3 iz Ceg slijedi kontradikcija.

. Izvor.

. To vrijedi za 70 (o(70) = 144), vrijedi i za sve brojeve oblika 70p gdje je p dovoljno velik prost broj, tj.
takav da vrijedi o(70) = 144 < p. Zelimo namjestiti da ¢im maknemo djelitelj koji je > 5p iz sume, nuzno
dobijemo sumu manju od 2n = 140p, kao sto kad maknemo djelitelj od 70, vedi ili jednak 5, dobijemo
nuzno sumu manju od 140. Ima beskonac¢no mnogo takvih brojeva.

Uod¢imo prvo da za svaku particiju B, C svaki element iz B dijeli svaki element iz C. To znaéi da (zbog
antisimetri¢nosti djeljivosti) dva elementa iz razli¢itih podskupova, ne mogu zamijeniti mjesta da particija
ostane dobra sto nam daje maksimalno n —1 dobru particiju za n elemenata. Takoder, slijedi da brojevi m
i n za koje ne vrijedi ni m|n ni n|m (tu relaciju oznacimo sa ) moraju biti na istoj strani. Zatim definiramo
relaciju ~ kao relaciju povezanosti po (to je rel. ekvivalencije). Podijelimo A na klase po ~, uo¢imo da
elementi iste klase moraju biti u istom podskupu. Za svake dvije klase u razlic¢itim podskupima slijedi da
NZV jedne dijeli NZD druge. Ako za neke dvije to ne vrijedi, slijedi da one ne mogu biti na istoj strani, tada
nadopunimo relaciju vezuéi te dvije klase u jednu. Tada dobivamo nove klase ekv. s kojima ponavljamo
isti postupak sve dok za svake dvije klase nece vrijediti da NZV jedne dijeli NZD druge (konadan postupak
zbog konacnog broja elemenata i pada broja klasa). Tako na skupu svih klasa dobijemo relaciju totalnog
uredaja X <Y akko NZV od X dijeli NZD od Y. Podjela skupa na dva dijela se sada svodi na odabir
jedne klase, te sve klase manje ili jednake njoj stavimo u B, a ostale u C. Pritom se u tom nizu klasa
ne smije dogoditi da dvije uzastopne imaju jedan element, dakle 1008 ¢e ih imati jedan element, a 1008
dva elementa (najmanje 3024 elementa). Konstrukcija: A = {27 -3" :n =1,2,...,1008} U {2"F1 .3 : n =
1,2,...,1008} U {27 - 371 :n =1,2,...,1008}

Dokazat ¢emo principom bijekcije da je broj permutacija takvih da p dijeli 7(1) + #(2) + ... + 7(k)
jednak broju permutacija 7’ takvih da #'(1) + 7'(2) + ... + 7'(k) daje ostatak r pri djeljenju s p (za svaki
k=1,2,...p,7r=1,2,...,p—1). Neka je m broj takav da je mk = r (mod p), takav broj postoji jer je p
prost. Bijekcija ée biti m — 7’ = 7 + m. Tada je 7'(1) + 7'(2) + ... + 7' (k) = (7(1) + m) + (7 (2) + m) +
vt (m(k) +m) =7(1) + 7(2) + ... + (k) + mk = r (mod p). Iz toga slijedi da, zapiSemo li sve ostatke
m(1) 4+ 7(2) + ...+ 7(k) mod p u p x p! matricu (redak oznacava k, a stupac 7) u svakom retku ¢e se svaki
broj pojaviti jednako puta, dakle % svih ostataka je nula, tj. jedan po stupcu (permutaciji). Prosjeéna
vrijednost f(m) je 1.

HMO 2013., 2. dan

Pretpostavit ¢emo suprotno pa izvesti iz toga zakljucak da u nizu ima kona¢no mnogo parnih brojeva.
Nakon toga ¢emo svesti na kontradikciju. Neka je a € N najmanji broj koji nije u nizu i pretp. da je a
neparan (inace je trivijalno). Neka je k € N takav da je aj zadnji broj manji od a u nizu. Promatramo
najmanji broj oblika 2ma (m prirodan) koji nije u nizu (takav postoji jer ih ima beskona¢no mnogo, a
svaki koji bi se pojavio iza indeksa k, iza njega bi u nizu slijedio a). Zatim promatramo parne brojeve vece
od 2ma, samo kona¢no mnogo njih moze biti praé¢eno brojem manjim od 2ma. To znaci da ako imamo
beskona¢no mnogo parnih brojeva veéih od 2ma u nizu, 2ma ¢ée takoder biti u nizu, stoga u nizu ima
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konac¢no mnogo parnih brojeva. Neka je K indeks zadnjeg parnog broja u nizu. Znamo da iza ax mozemo
imati samo kona¢no mnogo neparnih brojeva koji su manji od najveéeg parnog broja u nizu. Promatramo
li onda dio niza u kojem su svi brojevi neparni i veéi od najveéeg parnog broja u nizu, te uo¢imo li da niz
ne moze biti padajuéi, mozemo zakljuciti da ¢ée se pojaviti jos neki paran broj. To vrijedi zato jer najmanji
broj veéi od z koji nije rel. prost sa x uvijek bude paran ako je x neparan (to je ustvari « + p gdje je p
najmanji (neparni i prosti) djelitelj od x. U nizu ée se doé¢i do broja ¢iji je sljedbenik veéi od njega, taj
sljedbenik ¢e onda biti opisani x +p jer je paran i nije bio u nizu (veéi je od broja za koji smo pretpostavili
da je najvedi paran broj u nizu). Tako dobijemo kontradikciju.
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Projekti na Ljetnom kampu
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217. Poglavlje

Projekti

27.1. O projektima

Projekt je aktivnost u kojoj jedan ili vise mentora u grupama od 2 do 6 ucenika (ovisno o zainteresiranosti
ucenika za pojedini projekt) obraduje kroz par popodneva detaljnije neku temu. Na ovogodiSnjem je kampu
bilo ponudeno sveukupno 11 projekata - 5 na prvom i 6 na drugom terminu.

Vecina projekata moze se svrstati u sljedece tri kategorije: natjecateljski, projekt iz primijenjene matematike,
te takozvani "faksovski', gdje se uCenici upoznaju s temama sa studija matematike. Projekti se odrzavaju kako
bi se ucenici upoznali sa Sirokim rasponom matematickih tema.

27.2. Popis projekata

27.2.1 Brojenje

Vrsta: fakultetski Predavac: Nika Utrobici¢, Patricija Dovijanié¢

Na pocetku projekta upoznali smo se s bijekcijama i pojmovima ekvipontenosti te prebrojivosti, a proucavali smo
i Hilbertov hotel. Nakon toga smo pomoé¢u Peanovih aksioma definirali skup prirodnih brojeva i dokazali Cantor
Bernsteinov teorem. Pomocu tog teorema dokazali smo da su skupovi racionalnih i cijelih brojeva prebrojivi.

Takoder, pokazali smo da je skup realnih brojeva neprebrojiv kao i partitivni skup prirodnih brojeva. Za kraj
smo uveli pojam kardinalnosti te dokazivali ekvipotentnost raznih skupova.

27.2.2 Brojanja i prebrojavanja
Vrsta: natjecateljski/fakultetski/primjena Predavac: Lucija Reli¢
Na projektu Brojanja i prebrojavanja bavili smo se prebrojavanjem razlicitih stvari, a najvise nac¢ina na koji se
moze nesto rasporediti. Pomocéu raznih primjera upoznali smo se sa sljede¢im stvarima:
e princip sume i razlike
o princip umnoska (Na koliko na¢ina 10 ufenika moze stati u red?)
e princip dvostrukog prebrojavanja - kada prebrojimo nesto na 2 razli¢ita nacina rezultat mora biti isti
e princip bijekcije
e Dirichletov princip
Naucili smo i nekoliko novih korisnih izraza, zapisa i formula:

enl=n-n—-1)-(n—2)---2-1,00 =1
n n! n n n
() = () = () =+ (1) =
e 2" = broj svih podskupova n-¢lanog skupa, 2" — 1 = broj nepraznih podskupova n-clanog skupa

. (n + m) = broj puteva u cjelobrojnoj mrezi od (0,0) do (m,n)
n
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Dalje smo se bavili dvostrukim prebrojavanjima i kombinatorno dokazali razne identitete. Na primjer,

mozemo interpretirati na sljede¢i nacin. Lijeva strana je broj nacina na koje mozemo od n ljudi odabrati & ljudi
ako nam nije bitan poredak. Desna strana je broj nacina za odabrati (n — k) ljudi od n ljudi, ali odabirom
(n — k) ljudi automatski smo odabrali i k ljudi koje i trebamo.

Kombinatorno smo pokazali i poznati binomni teorem:

(a+b)" = zn: (Z) a" kbt

k=0

Na kraju smo sve $to smo naucili primijenili kod proucavanja Fibonaccijevih brojeva. Oni zadovoljavaju formulu
F,+1 = F, + F,_1 1 pocetne uvjete Fy = 0, F; = 1. Fibonaccijeve brojeve povezali smo formulom J,, = F, 1
sa brojem razli¢itih poplocavanja ploce 1 x n ploc¢icama veli¢ine 1 x 1 i 1 x 2. Broj poploc¢avanja zadovoljava
istu formulu kao Fibonaccijevi brojevi, a to smo pokazali kombinatorno dvostrukim prebrojavanjem. Namucili
smo se dokazujuéi jos mnoge slicne formule.

Bonus zadatak:

2 () =

20 j =0

27.2.3 Rangiranje internetskih stranica

Vrsta: fakultetski/primjena Predavac: Mislav Brnetic¢

Cilj naseg projekta bio je odrediti algoritam pomoéu kojeg mozemo rangirati web stranice prema vaznosti.
Motivacija za ovaj projekt bila je zanimljiva i korisna primjena linerne algebre u stvarnom zivotu.

Da bi smo osmislili valjani algoritam zapoceli smo s definiranjem osnovnih pojmova iz linearne algebre. Parametri
koje smo uzeli u obzir pri rangiranju stranica su broj stranica na koje stranica upucuje, broj stranica koje upucéuju
na nju i njihova vlastita vaznost. Pomoc¢u tih parametara cilj je bio osmisliti formulu koja izracunava vaznost
pojedine stranice.

Od pojmova iz linearne algebre upoznali smo se s matricama, osnovnim racunskim operacijama s matricama,
odredivanjem determinante i svjojstvenih vrijednosti te svojstvenih vektora matrica.

Koriste¢i navedeno mogli smo rjesavati sustave linearnih jednadzbi. Nakon formuliranja problema u obliku
sustava linearnih jednadzbi i zapisivanja takvog sustava, koristili smo novostecene metode kako bismo dosli do
smislenog rezultata koji je bio ekvivalentan rangiranju nasih stranica, odnosno odredivanju njihove vaznosti.

Na kraju projekta, napisali smo program koji koriStenjem ove metode rjesava navedeni problem.

27.2.4 Teorija grafova

Vrsta: primjena Predavac: Maja Drmac, Matej Ljubici¢

Tema ovog projekta bila je teorija grafova: od samih osnova preko raznih poznatih problema do njene primjene.

Krenuli smo od same definicija grafa te svih bitnih pojmova - izomorfnost, planarnost, bipartitnost, kromatski
broj, put, ciklus, Setnja. Proucavali smo i dokazivali Eulerovu formulu (V — E 4+ F = 2), postojanje Platonovih
tijela te naucili definicije i dokazali kriterije Eulerovih i Hamiltonovih grafova.

v
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Naucili smo neke korisne algoritme poput Breadth-first searcha, Fleuryjevog algoritma za pronalazenje Eulerove
staze, Kruskalovog algoritma za pronalazenje najmanjeg razapinjuceg stabla i Priiferovog kodiranja stabala te
proucavali njihovu primjenu u stvarnim situacijama. Grafove smo koristili i za prikazivanje molekula u kemiji
te povezali svojstva grafova s nekim svojstvima molekula (poput vreliSta, broja kovalentnih veza u zasi¢enim
ugljikovodicima i sli¢no).

Umag

Breadth
First
Search

» © 66 ©

Konacno, osvrnuli smo se na neke od najpoznatijih teorema i neodgovorenih pitanja teorije grafova, poput pro-
blema kineskog postara, problema trgovackog putnika, Hadwiger-Nelsonova problema kromatskog broja ravnine
te art gallery problema.

27.2.5 Vjerojatnosna metoda

Vrsta: natjecateljski Predavac: Ema Borevkovi¢, Paula Vidas, Luka Banovié¢

Cilj ovog projekta bio je nauciti osnove vjerojatnosti te steena znanja primijeniti u rjeSavanju natjecateljskih
zadataka. Najprije smo obradili pojam vjerojatnosti, uvjetne vjerojatnosti, slucajne varijable i njenog oc¢ekivanja.
Nakon uvodnih primjera prosli smo kroz nekoliko kombinatornih zadataka koji se mogu rijesiti uz koristenje
vjerojatnosti, bilo da se mogu iskljucivo tako rijesiti ili znanje vjerojatnosti znatno olaksava rjesavanje. Treéi
dan bavili smo se zanimljivim tvrdnjama iz ozbiljne matematike koje mozemo rijesiti dosad steCenim znanjem.
Zadnji dani bili su rezervirani za izlet u algebru, kombinatornu geometriju i kombinatornu teoriju brojeva, gdje
smo takoder rjesavali zadatke koristeé¢i vjerojatnosnu metodu.

"Bilo je tesko, ali i zabavno i pou¢no. Sada znamo bolje igrati igru Seres" - ucenici

27.2.6 Transformacije ravnine

Vrsta: natjecateljski Predavac: David Mikul¢i¢, Vedran Cifrek

Cilj projekta je upoznavanje sa naprednijim metodama rjeSavanja te uvjezbavanje istih na tezim natjecateljskim
zadacima. Bavili smo se posebnim preslikavanjima u euklidskoj geometriji, to¢nije homotetijom i inverzijom.

Homotetija je preslikavanje odredeno centrom homotetije H te koeficijentom homotetije k takva da svaku tocku
A preslikava u tocku A’ koja se nalazi na polupravcu HA te vrijedi |HA'| =k - |HA|.

Inverzija je preslikavanje odredeno centrom inverzije O te radijusom inverzije r tako da svaku tocku A preslikava
u A’ koja je na polupraveu OA te vrijedi |OA| - |OA'| = r2.

Nakon upoznavanja pojmova i najbitnijih svojstava, lema i teorema, krenuli smo od laksih zadataka te postupno
povecéavali tezinu sve dok nimo dosli do olimpijskih.
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27.2.7 Primjene modularne aritmetike

Vrsta: primjena Predavac: Laura i Paula Horvat

Kongruencija je ostatak nekog prirodnog broja a pri dijeljenju s drugim prirodnim brojem n. Matematicki zapis
kongruencije je:
a=b (modn).

Tijekom prvih par radionica ucili smo o kongruencijama - njihovim svojstvima i primjeni u matematickim za-
dacima, a na samome kraju i o njihovim ulogama u sifriranju. Naucili smo o mnogim vrstama Sifriranja poput:
Cezarove Sifre, Beaufortove sifre, Vigenerove 8ifre, Afine Sifre, Diffie-Hellman protokola. Takoder smo spomenuli
primjenu kongruencija u ISBN-International Standard Book Number.

Cezarova sifra funkcionira na nacin da se svakom slovu u abecedi pri dijeli redni broj (pocevsi od A = 1), a
zatim se odredi klju¢ za Sifriranje (neki prirodni broj). Klju¢ sluzi tome da svim slovima pridruzi novi redni
broj u "novoj abecedi". U veéini slucajeve taj broj je veéi od broja slova u abecedi pa se ra¢una dobiveni broj
modulo broj slova u abecedi:

dobiveni broj = stari broj + klju¢ =b (mod broj slova u abecedi).

Beaufortova Sifra takoder koristi princip kljuca samo $to je kljuc rije¢ umjesto broja. Primjer Sifriranja pomocu
Beauforta:

L|J]|U]|C
klju¢ = KLJUC
D|A|N|A]|S e e e
rije¢ koju zelimo sifrirati = DANAS
10121 9 | 20| 2 dobi (sifri ) rije¢ — HLWUK
s T 0131 0 18 obivena (Sifrirana) rije¢ =
7111|2220 10
H|L|W|U]|K
27.2.8 Neuronske mreze
Vrsta: primjena Predavac: Mateo Dujié¢

Tijekom naseg projekta proucavali smo tehniku strojnog ucenja. Njime smo rjesavali jedan od problema nadzira-
nog ucenja, toc¢nije klasifikaciju slika. Na zadanim slikama odredivali smo nalazi li se macka na njima ili ne. Da
bismo ovo postigli, morali smo se upoznati s principom neuronske mreze i raznih podprocesa koji su bili nuzni
da bi dobili tocan odgovor. Proces logisticke regresije se sastoji od: unosa podataka, obrade podataka uz pomo¢
tezina na bridovima neuronske mreze, odredivanje greske i zatim prilagodavanje tezina gradijentnim spustom.
Dakle, nakon unosa podataka mozemo podijeliti proces u tri dijela: Treniranje, Testiranje, Evaluiranje. Projekt
se odvijao u dvije stilski razli¢ite cjeline: konceptualne i implementacijske. Tijekom konceptualnoga obradili smo
svu potrebnu teoriju za razumijevanje, dok je u implementacijskom dijelu naglasak bio na programskom jeziku
Python i njemu pripadnom okruzenju, Jupyter Labu. Za ove potrebe naucili smo osnove Pythona i NumPya sto
¢e nam biti korisno i za programiranje van ovog projekta. Nakon Sto smo zavrsili oba dijela i istrenirali model,
postigli smo uspjesnost od 99% na trening podacima i 73% na testnim podacima. Suocili smo se sa raznim
dijelovima viSe matematike: linearna algebra(mnoZenje matrica), matematicka analiza (derivacije i parcijalne
derivacije), vjerojatnost (uvjetna vjerojatnost), sigmoid funkcija i hiperboli¢ne funkcije, ¢itanje i opisivanje gra-
fova funkcija, osnove logaritama i eksponencijalnih funkcija. Projekt je bio na kraju izuzetno plodonosan jer
smo tijekom njega obradili jednu iznimno zahtjevnu i zanimljivu tematiku.

27.2.9 Matematika i glazba

Vrsta: primjena Predavadi: Luka Kraljevié¢, Matko Simié

Starogrcki matematicari pitali su se koji omjeri frekvencija zvuce najskladnije. Prema predaji, Pitagora je pri-
mjetio da su najbolji omjeri malih prirodnih brojeva. Ova ¢e opaska biti temelj svih ljestvica. Cilj ovog projekta
bila je konstrukcija ljestvice s prihvatljivim brojem polutonova I skaldnim omjerima frakvencija. Rezultat je dva-
naesttonska ljestvica. Takoder smo se dotakli teme boje tona i rastave signala na najjednostavnije periodi¢ne
funkcije, sinusoide.
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Poceli smo s osnovnim tonom C i izabrali tonove koji su s osnovnim tonom u omjeru malih prirodnih brojeva.
Ti omjeri bili su 2:1, 4:3 i 3:2. Tako smo dobili intervale oktave, kvarte i kvinte na osnovni ton, odnosno tonove
¢, F i G. Zatim smo promatrali omjere dobivenih tonova i kao razmak od jednog tona odredili smo najmanji
interval, izmedu F i G, koji iznosi 9:8 i nazvali ga cijeli ton. Na ovaj nacin smo interval od 1 do 2 podjelili na
segmente C¢iji omjeri Cesto daju male razlomke. Ponavljenjem razmaka od 9:8 smo dosli do ostalih tonova. Ova
je podjela rezultirala ljestvicom u kojoj dva polutona ne daju jednaki omjer kao ostali, ali u kojoj su gotovo svi
razmaci izmedu tonova bili priblizno ili to¢no omjeri malih prirodnih brojeva. Glavni problem ove ljestvice jesu
nejednaki razmaci izmedu tonova stoga nije moguce transponirati ljestvicu, to jest promijeniti osnovni ton.

Htjeli smo sacuvati omjere oktave (2:1) i kvinte (3:2) pa smo podijelili interval od 1 do 2, oktavu, na 12 tonova
tako da njihovi omjeri budu medusobno jednaki. Tada njihov omjer mora biti ¥/2. Potencije ( ¥/2)*, ( ¥/2)?,..., ( ¥/2)'?
do na gresku od 0.01 aproksimiraju pocetne omjere malih prirodnih brojeva. Nadalje, razmisljali smo postoje li
ljestvice s brojem tonova razli¢itim od 12 koje bi jos bolje aproksimirale pocetne omjere. Stoga smo razmatrali
je li moguée vratiti se na pocetni ton pomicuéi se za kvinte i oktave. Matematicki, to znaci da treba odabrati
brojeve 4 i k takve da vrijedi:
k
(3
(2)
2
i log}

Jednadzba vrijedi za omjer £ = — log; Medutim, dobili smo iracionalni broj i Zzelimo ga aproksimirati racional-

nim. U tu svrhu koristili smo se veriznim razlomcima pomoc¢u kojih neki iracionlan broj mozemo aproksimirati
proizvoljno dobro. Tako smo navedeni iracionalni broj zapisali u sljedecem obliku:

1

]_4,%1
pET———

=10,1,1,2,2,3,1,5,.. ]

Na taj nacin vidljivo je da je 17/29 prva aproksimacija bolja od 7/12. Medutim, ljestvica s 29 tonova bila bi
vrlo neprakti¢na. Zakljuéujemo da je optimalna ljestvica s korektnim kvintama dvanaesttonska.

Glazbala vibriraju tako da osim temeljne frekvencije koja odreduje visinu tona sadrze i vise frekvencije, dvos-
truku, trostruku itd., slabijeg intenziteta. Razdioba njihovih intenziteta odreduje boju tona koja se, stoga,
razlikuje za razli¢ite instrumente. Na primjer, ukoliko bismo zeljeli razloziti obojani ton koji proizvodi zica na
gitari ili ukloniti nezeljeni Sum iz snimke posluzili bismo se matematickim alatom zvanim Fourierova transfor-
macija.

Fourierovu transformaciju mozemo zamisliti kao stroj koji razabire fundamentalne frekvenicje nekog obojanog
tona. Time omoguéava razlaganje slozene periodicke funkcije na najjednostavnije komponente.

27.2.10 Voting theory

Vrsta: primjena Predavac: Luka Buli¢ Braculj

Izbori su jedna (ne)prijatnost s kojom se ovjek susrede skoro na godi$njem nivou. Na ovom projektu smo
proucavali razli¢ite izborne sustave i matematiku iza njih u cilju pripremanja mladezi za savjesno i svjesno
ispunjavanje svog gradanskog prava.

Najvise smo izucavali izbore u kojima od nekoliko kandidata treba izabrati jednog pobjednika. Izborni sustavi
kojima smo se bavili analizirajuéi njihove dobre i lose strane su first-past-the-post (FPTP) voting, instant-runoff
voting (IRV), Borda count, approval voting i drugi. Upoznali smo se s pojmom Condercetovog pobjednika
(kandidata koji pobjeduje sve druge u direktnom okrsaju) i nekim problemima vezanim za njegovu egzistenciju.
Naucili smo neke kriterije koje je pozeljno da izborni sustav zadovoljava kao S$to su later-no-harm kriterij,
no-favorite-betrayal kriterij, monotonicity kriterij i participation kriterij.

Nakon duge diskusije bilo nam je i viSe nego jasno da savrSen izborni sustav ne postoji, a to smo i formalno
pokazali kroz dokaz Arrowljevog teorema. Naime, Arrowljev teorem tvrdi da niti jedan izborni sustav u kojem
glasaci slobodno rangiraju kandidate po svojim preferencama ne moze ispuniti sva tri od sljedeé¢ih kriterija:

1. Jednoglasnost — Ako svi glasaci preferiraju kandidata A nad kandidatom B, kandidat B ne smije pobijediti

2. Nezavisnost irelevantnih alternativa — Ako kandidat A pobjeduje kandidata B, kandidatura tre¢eg kandi-
data C ne smije uzrokovati pobjedu kandidata B


https://en.wikipedia.org/wiki/Plurality_voting
https://en.wikipedia.org/wiki/Instant-runoff_voting
https://en.wikipedia.org/wiki/Instant-runoff_voting
https://en.wikipedia.org/wiki/Borda_count
https://en.wikipedia.org/wiki/Approval_voting
https://en.wikipedia.org/wiki/Later-no-harm_criterion
https://electowiki.org/wiki/Favorite_betrayal_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Monotonicity_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Participation_criterion
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3. Nediktatura — Izborni sustav ne smije biti diktatura, odnosno ne smije postojati bira¢ Cije preference
odreduju ishod izbora neovisno o preferencama svih ostalih biraca

Projekt se pokazao kao veoma izazovan, samo dokazivanje Arrowljevog teorema je bilo zahtjevan kombinatoran
problem i za iskusne natjecatelje, a izmedu ostalog rijesili smo i C6 sa IMO Shortlista 2014 koji je zapravo
simpaticna varijacija ovog teorema.

Takoder, bavili smo se modeliranjem biraca i kandidata kao tocaka u n-dimenzionalnom prostoru, te smo
dokazali:

o Median Voter Theorem (Condorcetov pobjednik uvijek postoji ako su glasa¢i neparno mnogo tocaka u
jednodimenzionalnom prostoru, odnosno na pravcu),

e Plott’s Condition (Condorcetov pobjednik u n-dimenzionalnom prostoru za n > 2 postoji ako i samo ako
postoji glasac koji je tocka za koju vrijedi da za svaki pravac kroz tu tocku vrijedi da sa svake strane tocke
na pravcu lezi jednak broj to¢aka odnosno glasaca) i

o McKelvey’s Chaos Theorem (Ako Condorcetov pobjednik ne postoji, od bilo koje tocke X mozemo doéi
do bilo koje tocke Y nizom tocaka Ay = X, Ay, As,..., Ax =Y tako da za svaki 0 < i < k — 1 vrijedi da
tocka A;11 pobjeduje tocku A;).
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28. Poglavlje

Zavrsno

28.1. Zahvale

U okolnostima koje se nisu previse promijenile od prosle godine, organizacija Ljetnog kampa bila je zahtjevnija
i vise nepredvidljiva nego u normalnim okolnostima. Zbog toga smo iznimno zahvalni svima koji su nam u tome
pomogli na bilo koji na¢in. Ovim putem htjeli bismo zahvaliti svima koji su prepoznali nas rad i nesebi¢no nam
pomogli u organizaciji jos jednog nesto drugacijeg, ali nista manje uspjesnog Ljetnog kampa.

Posebno Zelimo zahvaliti nasim domaé¢inima, Uc¢enickom domu Ogulin i Puckom otvorenom uéilistu Ogulin, koji
su nam, unato¢ otezanim uvjetima zbog pandemije koronavirusa, odlucili iza¢i u susret te omoguciti ugodan,
poucan i siguran boravak u Ogulinu.

Nadalje, zelimo iskreno zahvaliti i nasim vjernim sponzorima i partnerima Photomathu i Jane Streetu. Omogudili
ste da se kamp odrzi, ali i da bude sufinanciran ili besplatan mnogim nadarenim ucenicima. Hvala vam Sto ste
prepoznali vaznost naseg rada te svojim donacijama podrzali rad nase udruge.

Jane
@ Street

photomath

Naravno, kamp ne bi bio mogu¢ bez svih mentora koji su organizirali i odrzali jos jedan Ljetni kamp. Zahva-
ljujemo im Sto su svojim trudom svim polaznicima kampa pruzili program bogat aktivnostima i prilikama za
ucenje, prenijeli im svoje znanje i entuzijazam te ih, nadamo se, potaknuli na daljnje bavljenje matematikom i
kada kamp zavrsi.

Za kraj, zahvaljujemo svim ucenicima i roditeljima koji su prepoznali koliko je bitno zadrzati Zelju za ucenjem
bez obzira na okolnosti. Hvala vam sto ste prepoznali vrijednost znanja i iskustava stecenih na matematickim
kampovima. Ponovni velik odaziv unato¢ pandemiji potvrduje da ono $to radimo u MNM-u i na Ljetnom kampu
zaista ¢ini razliku.

Veliko vam hvala na svemu!
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28.2. Kontakt

Ukoliko ste zainteresirani za nas rad ili bilo koji drugi oblik suradnje, slobodno nas kontaktirajte e-mailom.

Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldié¢"

e-mail: mnm@mnm.hr adresa: Zvonimira Rogoza 3, 10000 Zagreb

Ukoliko nam zelite pomo¢i simboli¢énom donacijom, uplatu mozete izvrsiti na sljedeéi racun u Privrednoj banci
Zagreb:

IBAN HR5023400091110348338

Sve donacije iskoristit ¢e se iskljucivo za financiranje nasih projekata.
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