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MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

1. Poglavlje

Predgovor

U ovoj knjizi moguce je pronaci skoro sva predavanja koja su se odrzala na Ljetnom kampu mladih nadarenih
matematicara 2020. godine, zajedno s hintovima i rjesenjima.

Osnovna namjera izrade ovih materijala stoji u ¢injenici da je na predavanju mogucée pojasniti samo tehnike
rjeSavanja, a da je za primjenu istih potrebna i vjezba, $to uCenici uz pomo¢ ovih materijala mogu sami raditi.
Trenutno je ovo jedan od najveéih natjecateljskih materijala na hrvatskom jeziku, pa se nadamo da ¢e ucenicima
pruziti dovoljno zanimljivih tema na odabir.

Dodatno, knjiga sadrzi opis kampa te projekata koji su se odrzali na njemu kako bi zainteresirali bilo kojeg
Citatelja ove knjige da mozda i sam sudjeluje na istome.

Za bilo kakve uocene pogreske u knjizi bili bismo zahvalni ako biste se javili na sljede¢u e-mail adresu:
mnm@mnm.hr

Autori,
20. rujna 2020.



LJETNI KAMP 2020.

2. Poglavlje
Uvod

2.1. O udruzi

Ve¢ mnogo godina gimnazije u Hrvatskoj pripremaju mlade matematicare za natjecanja iz matematike, nudeéi
im razne moguénosti, raznovrsna znanja te otvaranje vidika u podruc¢ja matematike. Od raznih prilagodbi
redovne nastave matematike te pripreme su polagano obuhvatile i druge oblike pripremanja ucenika za natjecanja
poput dodatnih nastava koje su odrzavali studenti i bivsi natjecatelji. U takvim vrstama priprema posebno su
prednjacile zagrebacke XV. i V. gimnazija.

Skolske godine 2008./2009. rodila se ideja ujedinjenja mentora mladih matemati¢ara tih dviju gimnazija u
jednom velikom projektu unaprjedenja priprema namijenjenih mladim matematicarima diljem Lijepe Nase. Tako
je nastala udruga Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldi¢". Ta udruga prvotno se bavila organizacijom
ljetnih kampova mladih matematicara, no tijekom vremena djelatnost udruge prosirila se i na druge aktivnosti
poput zimske skole, organiziranih predavanja subotom na zagrebackom PMF-u, gostovanjima udruge u ostalim
hrvatskim gradovima i skolama...

Slika 2.1: Sastanak na kojem se formirala udruga

Danas je udruga jedna od najvaznijih hrvatskih promotora matematike i organizator raznih aktivnosti nami-
jenjenih mladim matematicarima zeljnim unaprjedenja vlastitih matematickih vjestina. Tomu svjedoce razna
gostovanja matematicara iz svih krajeva svijeta u ulogama ucenika, mentora i predavaca popularno - znanstvenih
predavanja.
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2.2. Povijest kampova

Ljetni kamp je najveca i najvaznija aktivnost u organizaciji udruge MNM "Marin Getaldi¢" koja obuhvada tjedan
dana aktivnosti namijenjenih mladim matematicarama koje nastoje ostvariti sve njihove matematicke ambicije i
interese. Kampovi se odrzavaju od 2010. godine te se udruga moze pohvaliti time da je ovo izdanje kampa, iako
nesto drugacije s obzirom na okolnosti, dovedeno na visoku razinu. Godine iskustva starijih mentora i dobra
organizacija omogucili su polaznicima kampa sudjelovanje u raznim aktivnostima vezanima uz matematiku, ali
i onima koji se odnose na razonodu.

Jedan od ciljeva kampa jest i povezivanje mladih matematicara diljem Hrvatske te stvaranje novih prijateljstava
i poznanstava medu mladima koji dijele isti interes. Stoga, uz matematicke, na kampu mozemo sresti i razne
aktivnosti koje omogucavaju druzenje uz kvalitetno provedeno vrijeme, poput raznih sportova i drustvenih igara.

Slika 2.2: Ljetni kamp 2015. Slika 2.3: Ljetni kamp 2017.

2.3. Ovaj kamp

Ovo je bio 11. ljetni kamp, a zbog sigurnosti svih polaznika, odrzan je u dva termina, 16.-23. i 23.-30. kolovoza.
Oba su odrzana u Ogulinu. Ucenici i mentori bili su smjesteni u Ucenickom domu Ogulin u kojem su se odvijali
i projekti, a predavanja su se odrzavala u Puckom otvorenom ucilistu Ogulin.

Slika 2.4: Uéenicki dom Ogulin *

Hzvor fotografije: OG portal
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2.4. Aktivnosti na kampu

Glavne su aktivnosti na kampu jutarnja predavanja u trajanju od 4 sata, te popodnevni projekti. Svako jutro,
nakon dorucka, ucenici slusaju detaljno predavanje koje obraduje odredenu temu natjecateljske matematike.
Nakon predavanja, ucenici se uz rucak imaju priliku odmoriti prije projekata. Projekti su, s druge strane, de-
taljnije analize odredenih tema vezanih uz natjecateljsku, primjenjenu ili pak fakultetsku matematiku. Svaki
polaznik kampa na pocetku kampa odabire jedan od ponudenih projekata iz raznovrsnih podrucja matematike
te radi na njemu do kraja kampa ucec¢i tako neke zanimljive i detaljnije informacije iz odabrane teme.

Jedno popodne, umjesto projekata, ucCenici su se okusali u veé¢ tradicionalnom ekipnom natjecanju "reli". Dok
su u prvom terminu za vrijeme relija iskusnijim natjecateljima organizirana predavanja, iskusni natjecatelji u
drugom terminu imali su priliku rjesavati NFMO i zaista dozivjeti kako izgleda ozbiljnije matematicko natjeca-
nje.

Nakon projekata slijedi kratak odmor, zatim vecdera nakon koje se odvijaju raznovrsne aktivnosti, kao sto je
Estimathon, natjecanje u procjenjivanju. Nakon organiziranih i zajednickih aktivnosti polaznici imaju slobodno
vrijeme tokom kojeg se mogu druziti igrajuéi razne drustvene igre kao Sto su misije, Blotto, mafija, bela,
pantomima, alias i kockice, a na slobodno jutro Ucenicki dom Ogulin pocastio je polaznike odlaskom u ogulinski
muzej.

2.5. Popis mentora

Luka Banovi¢ Maja Drmac Ivan Sincic¢

Matija Basi¢ Mateo Duji¢ Borna Simi¢

Mislav Brnetié¢ David Mikulcié Andrija Tomorad
Al Depope Ivan Novak Tadej Petar Tukara
Patricija Dovijanié¢ Lucija Reli¢ Nika Utrobicié¢

2.6. O predavanjima

Predavanja su glavni dio kampa i u pravilu traju po Cetiri sata s pauzom od dvadesetak minuta u sredini. Ucenici
su na ovome kampu bili podijeljeni u tri do ¢etiri skupine ovisno o njihovoj starosti te dosadasnjim postignué¢ima.

Medu grupama posebno se isti¢u grupe kojima pripadaju sudionici medunarodnih natjecanja. Predavanja za
te grupe namijenjena su ¢lanovima hrvatske JBMO, MEMO i IMO ekipe kojima je kamp zadnja priprema za
natjecanje pa zbog toga imaju predavanja i prijepodne i poslijepodne, a osim predavanja imaju i simulacije. Svi
ostali polaznici kampa imaju predavanja iskljucivo prijepodne.

Osnovna ideja predavanja je da mentor prenese ideju nekog teorema ili nacina rjesavanja zadataka ucenicima.
Tome uvelike pomaze ¢injenica da su mentori uglavnom bivsi natjecatelji s iskustvom rjesavanja natjecateljskih
zadataka pa se i sami prisjecaju zadataka koje su rjesavali i predavanja kojih su slusali. Uz zadatke, za predavanja
pripremljeni su i hintovi koji su tu da ucenike koji su proveli duze vrijeme na zadatku pomognu usmjeriti na
pravi smjer, ali i izvori zadataka kako bi ucenici i nakon predavanja mogli provjeriti svoje rjeSenje.

2.7. NFMO

U drugom terminu ovogodisnjeg ljetnog kampa po prvi put odrzala se NF matematicka olimpijada: ultimativni
matematicki izazov te prva olimpijada na kojoj sudionici jedni drugima zadaju zadatke. Hrvatska je, kao jedini
sudionik ove nesluzbene prestizne Olimpijade, nesluzbeno poslala 2 natjecatelja: NA i FC. Nasi su olimpijci
dominirali podijem te iz Ogulina donijeli i patlidzan i paradajz, obje prestizne nagrade.
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3.

LJETNI KAMP 2020.

Poglavlje

Zadaci za prvu grupu

3.1. Al11l: Nejednakosti - Mateo Dujic¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Ovo
misl
treb

predavanje namijenjeno je za one koji prvi put vide nejednakosti, kao i one koji su nesto ve¢ vidjeli, ali ne
e da im nejednakosti idu od ruke. U prvom dijelu predavanja biti ¢e obradene osnovne nejednakosti za koje
a minimalno predznanje, a na njega se nadovezuju A-G i A-H nejednakost koje se iz metodickih razloga

predstavljaju najprije u dvije, a zatim u tri varijable. Predavanje zavrsava predstavljanjem KAGH nejednakosti,

koje

su najpoznatije i najkoristenije netrivijalne jednakosti u matematici opcenito.

Osnovne (elementarne) nejednakosti

Teo

1.

2.
3
4.
5

Ove

1.

rem 1. Postoji mnogo trivijalnih cinjenica koje su baza za dokazivanje nejednakosti. Neke od njih su sljedece:
Akox >y iy >z, onda x > z, za svaki x,y,z € R

Akox >y ia>b, ondax+a>y+b, za svaki x,y,a,b € R

. Akox >y, onda x+ z >y + z, za svaki x,y,z € R

Akox >y ia > b onda xa > yb, za svaki x,y >0 ili a,b >

. Ako x € R onda x* > 0, pri éemu vrijedi jednakost ako i samo ako x = 0.

cinjenice koristit éemo u zadatcima ¢ nije th potrebno obrazlagati. Krenimo sa zadatcima.

Dokazi da za svaki realni broj > 0, vrijedi sljede¢a nejednakost

1
r+—=2
xr
Neka su a,b € RT. DokaZi nejednakost
b
2209
b + a

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

a n b n c
b+c¢ c+a a+b” 2

| o

Neka su a, b, c € R. Dokazi nejednakost

A+ +c>ab+be+ca

Neka su a, b, c € R. Dokazi nejednakosti

3(ab+be+ ca) < (a+b+c)? < 3(a® + b + ¢2)

Neka su x,y, z > 0 realni brojevi takvi da x + y + z = 1. Dokazi da

V6r + 1+ /6y +1+v62+1<3V3

11
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7. Neka su a, b, c € R. Dokazi nejednakost

a* + b+ > abela+b+c)
8. Neka su a, b, c > 1 realni brojevi. Dokazi nejednakost

1 1 1 1
abc+ -+ -+->a+b+c+ —
a b ¢ abe

9. Neka su z,y € R. Dokazi nejednakost

4yt +4ay+2>0

10. Dokazi da za proizvoljne realne brojeve x,y, z sljede¢a nejednakost vrijedi
syt 221> 2e(nt o+ 24+ 1)

Nejednakosti medu sredinama
Sljededi teorem zove se A-G nejednakost.

Teorem 2. Neka su a,b € RT. Tada vrijedi sljededa nejednakost

“;b%/%

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.
Primijenimo ovaj teorem na sljedeca tri zadatka.

11. Neka su z,y,z € RT takvi da 2 + y + z = 1. DokaZi nejednakost

LA
z x Yy

12. Neka su z,y, z > 0 realni brojevi. Dokazi nejednakost

2

22 =22 2 g?

2,2
z Y >0
y+z Z+x T+y

13. Neka su a,b,c € RT. DokaZi nejednakost

Ovaj teorem govori nam o A-H nejednakosti.
Teorem 3. Neka su a,b € RT. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

a+b> 2
2 +

=

SRl
=

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.
Mi ¢emo vise koristiti sljedeci korolar ovog teoremas:

Korolar 1. Neka su a,b € RY. Tada vrijedi sljedeca nejednakost

L1101
a+b 4\z vy

A-H nejednakost moze biti primijenjena na sljedeéem zadatku.

14. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

ab be ca at+b+ec
=+ + <
a+b+2¢c b+c+2a c+a+2b 4

Teorem koji slijedi nije nista novo, opet A-G nejednakost, no s jednom varijablom vise.
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Teorem 4. Neka su a,b,c € RY. Tada vrijedi sljededa nejednakost

a—|—§+c> 3

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako a =b = c.

abc

15. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je x + y + z = 1. Dokazi nejednakost

zy +yz + zx = 9ryz

Isto tako, A-H nejednakost s 3 varijable:

Teorem 5. Neka su a,b,c € RY. Tada vrijedi sljededa nejednakost

a+b+c 3
>
3 T4+

o=

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako a =b = c.
Izvedite analogan korolar kao i za 2 varijable.
16. Neka su a,b,c € Rt takvi da a? + b? + ¢? = 3. Dokazi nejednakost

1 n 1 n 1 >3
14ab 14bc 14ca” 2

17. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

/a+b+\/b+c+ c+a>3\/§
c a V b

18. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je % + % + % = 1. Dokazi nejednakost

(r—Dy-1)(z—1) 28

19. Neka su z,y,z € RT takvi da = +y + z = 1. DokaZi nejednakost
z? +y? 2422 22422
y: Ly N
z x Y

> 2

20. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi takvi da a 4+ b + ¢ + d = 4. Dokazi nejednakost

1 1 1 1

> 2
a2+1+b2+1+02+1+d2+1

Konac¢no, dajemo potpuni iskaz nejednakosti medu sredinama.

Teorem 6. Neka jen € N iay,as,...,a, € RY. Tada vrijedi sljedece

n
> Marcao o Ay =
= = 1 2 n = 1 1 1
n n wtot+t o+
1 asz

\/a§+a§+-~+aﬁ Satat--ta
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako a1 = as = -+ = ay,.
Za one koji zele vise
21. (Ruska MO 2004) Neka su a,b,c € R*. i a+ b+ ¢ = 3. Dokazi
Va+vVb+ /e ab+be+ca

22. (IMO Shortlist 1998) Neka su z,y,z € RT i xyz = 1. Dokazi
23 Y 3
+ +
1+y)(1+z) (A+2)0+2) (Q+z)(1+x)

P

] w

23. (USAMO 1998) Neka su a, b, c € RT. Dokazi
1 1 1 1

<
a3+b3+abc+b3—|—c3+abc+c3—|—a3+abc abc
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3.2. C11: Prebrojavanja - Lucija Reli¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢emo se s osnovnim principima prebrojavanja i primjenjivati ih u raznim kombi-
natornim zadacima. Prije samog prebrojavanja korisno je odrediti:

« Sto to¢no zelim prebrojati? Je li laksSe prebrojati nesto s odredenim svojstvom ili ono $to nema to svojstvo
pa oduzeti od ukupnog broja?

e Postoji li neka pravilnost? Mogu li ju uociti raspisivajué¢i male primjere?
e Mogu li primijeniti neku od karakteristicnih metoda i principa?
Neki od osnovnih principa prebrojavanja:

o princip sume (broj elemenata unije disjunktnih skupova jednak je sumi broja elemenata tih skupova - ako
imamo 5 jabuka u jednoj koSari i 4 kruske u drugoj kosari tada imamo ukupno 5 4+ 4 = 9 komada voéa)

o princip produkta (broj elemenata Kartezijevog produkta kona¢nih skupova jednak je umnosku broja ele-
menata skupova - u ormaru imamo 3 jakne i 7 majici, tada imamo 3 - 7 = 21 parova (jakna, majica))

« princip kvocijenta (reformulacija principa produkta)

« princip bijekcije (dva su skupa ekvipotentna ako i samo ako postoji bijekcija izmedu njih - ako svakoj
lijevoj cipeli mogu jedinstveno pridruziti desnu cipelu tada ih imam jednako)

« princip matematicke indukcije (baza, pretpostavka i korak)
« Dirichletov princip (ako k+ 1 zeceva zelimo smjestiti u k kutija barem jedna kutija imat ¢ée vise od 1 zeca)

Binomni koeficijent
n!
CEl(n— k)
Na primjer, ako Zelimo od 8 mentora na kampu odabrati 3 mentora koji ¢e organizirati reli, a nije nam bitan
njihov redoslijed, to mozemo uéiniti na (g) nacina.
Za vijezbu pokusajte objasniti formulu za binomni koeficijent.

Binomni koeficijent (n povrh k) oznadava broj k-¢lanih podskupova n-¢lanog skupa: (Z)

Zadaci za zagrijavanje

1. Marin slaze sendvic za popodnevnu uzinu. U hladnjaku mu je majka ostavila 2 razlic¢ita peciva, 4 vrste sira
te 3 razli¢ite sunke. Na koliko nac¢ina Marin moze sloziti svoj sendvié¢, ako izmedu dvije polovice peciva
zeli staviti to¢no jednu vrstu sira i tocno jednu vrstu sunke?

2. Na koliko nacina 10 ucéenika moze stati u red?

(a
(b

) Koliko ima razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva?

)
(¢) Koliko ima razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva koji ne sadrze znamenku 37
(d)

)

Koliko ima razlicitih cetveroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite?

d

(e) Koliko ima razli¢itih Cetveroznamenkastih brojeva koji sadrze barem jednu znamenku 17

Koliko ima razli¢itih cetveroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no jednu znamenku 57

4. Marko je nacrtao pravokutnik dimenzija 20 x 15 i crtama ga podijelio na jedini¢ne kvadrate. Koliko ukupno
kvadrata ima na toj slici?

ot

(a) Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji su djeljivi s 37
(b) Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji su djeljivi s 3 ili 47

6. Koliko postoji peteroznamenkastih parnih palindroma? Palindromi su rijeci i brojevi koji se jednako ¢itaju
(pisu) i sprijeda i straga (npr. kapak, 1234321).

Umjereni zadaci
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. Na plo¢i se nalaze svi Sesteroznamenkasti brojevi sastavljeni od znamenaka 1,2,3,4,5,6, pri ¢emu se u
brojevima svaka znamenka pojavljuje toéno jedanput. Brojevi su napisani u rastué¢em poretku, odnosno
od manjeg prema veéem. Koji se broj nalazi na 500. mjestu?

Na Zimskom matematic¢kom kampu 16 ucenika i mentora odlucilo je odigrati partiju mafije. Igraci se dijele
po ulogama od kojih je jedna voditelj igre. Dok se igra mafija svi sudionici osim voditelja igre moraju
sjesti u krug.

(a) Na koliko nadina nasih 15 udenika i mentora koji igraju mogu to uéiniti? (Dva naéina se smatraju
istima ako se jedan moze dobiti iz drugoga rotacijom kruga.)

(b) Na koliko na¢ina mogu to uéiniti ako Petar i Ana svakako Zele sjediti jedno do drugoga?
Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva s parnim brojem parnih znamenaka?

Na raspolaganju imamo 7 olovaka. Na koliko razli¢itih nacina mozemo odabrati olovke za ponijeti na
predavanje? Mozemo ponijeti izmedu 0 i 7 olovaka, uklju¢ivo. Sto ako umjesto 7 imamo n olovaka?

Koliko razlicitih tornjeva od kockica mozemo dobiti slazuéi 7 narancastih i 13 sivih kockica jednu na
drugu?

Neka je n > 2 prirodan broj. Plo¢i dimenzija n x n odstranjena su dva nasuprotna kutna polja. Na koliko
nacina je na tu ploc¢u moguce postaviti n figura tako da nikoje dvije ne budu u istom retku ili stupcu?

Tezi zadaci

13

14.

15.

16.
17.

18.

19.

. Koliko pozitivnih djelitelja ima broj 6007
(a) Koliko ima najkraéih puteva u cjelobrojnoj mrezi od tocke (—1,0) do tocke (5,7)?
(b) Koliko je takvih puteva koji ne prolaze tockom (2,3)?

Odjeljak vagona ima dvije klupe po 4 mjesta. Od 8 putnika njih 3 Zele sjediti s licem okrenutim u smjeru
voznje vlaka, 2 u suprotnom smjeru, a ostalima je svejedno. Na koliko se nacina putnici mogu smjestiti?

Koliko anagrama ima rije¢ MATEMATIKA?

100 kvadratnih omotnica razli¢itih veli¢ina rasporedeno je tako da se za svake dvije razlicite omotnice
manja omotnica nalazi unutar vece ili su omotnice jedna izvan druge. Pritom se i u manjoj i u vecoj
omotnici mogu nalaziti i druge omotnice. Dva rasporeda smatramo razli¢itima ako postoje dvije omotnice
koje se u jednom rasporedu nalaze jedna unutar druge, a u drugom ne.

Koliko ima deveteroznamenkastih brojeva ¢ije su znamenke 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9, a nikoje tri uzastopne
znamenke nisu ni 123, ni 246, ni 6787

Na koliko dijelova n pravaca u opéem polozaju (svaka dva sijeku se tocno u jednoj tocki, a nikoja tri ne
prolaze istom tockom) dijeli ravninu?

15
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3.3. C13: Invarijante - Maja Drmac¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Invarijanta je veli¢ina u sustavu koja se ne mijenja tijekom nekog procesa. Cesto kad se u zadatku odvija neki
proces kojim se treba do¢i do odredenog rezultata ili konfiguracije je korisno naé¢i invarijantu. Osim invarijanti,
mozemo naéi monovarijante, veli¢ine koje tijekom procesa stalno rastu/padaju/ne rastu/ne padaju.

Jako bitna napomena: ako je zadatak oblika "moze li se doéi do neke konfiguracije” i odgovor je DA, obavezno
konstruirati rjeSenje! Nalazenje invarijante je korisno za iskljuéivanje nekih sluc¢ajeva, ali ne mozemo koristiti
invarijantu kao dokaz da za ostale slucajeve mozemo postiéi cilj.

Uvodni zadatak. Na ploci se nalaze brojevi 4, 7, 11, 16, 22. Nika u svakom potezu bira trojku brojeva (z,y, z),
brige ih s ploce i zapisuje brojeve (3x —y — 2,3y —  — 2,32 — y — x). Moze li primjenjivanjem tog poteza na
trojke brojeva s ploce koje odabere dobiti da na ploci pise pet 17-ica?

Rjesenje. Vidimo da je suma odabrane trojke (x,y, z) nakon poteza jednaka 3z —y—2+4+3y—z—2+3z—c—y =
T 4+ y + z, odnosno ostaje ista. To znaci da je suma brojeva na ploci invarijanta. Pocetna suma je jednaka
4474+ 11+ 16 + 22 = 60, a kako trebamo na kraju dobiti sumu 17 - 5 = 85, nije moguce posti¢i trazenu
konfiguraciju.

Trazenje invarijanti u zadatcima je obi¢no puno manje ocito od ovog primjera. Neki najceséi primjeri inva-
rijanti su ostatak koji suma daje pri dijeljenju s nekim prirodnim n, sama suma brojeva, umnozak, broj/parnost
nekih ekstremnih vrijednosti.

Laksi zadaci

1. U ravnini je 201 tocka: 50 crnih i 151 crvenih. U svakom potezu biramo dvije tocke i mijenjamo im boju.
Mozemo li postié¢i da sve tocke budu crne?

2. Plo¢a 8 x 8 obojana je crno-bijelo kao standardna Sahovska ploca. U pojedinom potezu treba odabrati
jedan redak ili stupac i svakom od 8 polja u tom retku promijeniti boju iz crne u bijelu i obratno. Moze
li se, kona¢nim nizom takvih poteza, posti¢i da to¢no jedno polje na ploc¢i bude crno?

3. Macka stoji u tocki koordinatnog sustava (3,1). Svake sekunde skace na drugo mjesto u koordinatnom
sustavu na sljedeéi nacin: ako se trenutno nalazi na poziciji P(a,b), bira neki prirodan broj n i skace na

poziciju P’ (“T'H’, ng ). MozZe li macka odabrati neki niz prirodnih brojeva tako da doskoci

a) u tocku (1,3),

b) u tocku (1,4)?

4. Matko i Fabijan igraju igru. Fabijan na plocu zapiSe neki broj slova M i neki broj slova F. Matko zatim
radi sljede¢i potez: bira bilo koja dva slova, obrise ih i umjesto njih napise slovo M ako su obrisana slova
bila ista ili slovo F' ako su bila razlicita. To ponavlja dok ne ostane samo jedno slovo. Fabijan pobjeduje
ako je to slovo F', a u suprotnom Matko.

a) Dokazi da vrijednost posljednjeg slova ovisi isklju¢ivo o po¢etnom broju svakog slova.
b) Tko pobjeduje ako je napisano 1010 slova F i 1010 slova M?

5. Hana ima skup brojeva {3, 4,12} i na njemu radi sljede¢u operaciju: bira dva broja a i b iz skupa i mijenja
ih s 0.8a + 0.6b i 0.8b — 0.6a. Moze li u kona¢nom broju koraka doéi do skupa {4, 6,12}?

6. Eugen pred sobom ima papirnati mnogokut, skare i ljepilo. Dopustena mu je sljede¢a operacija: moze
odrezati dio mnogokuta, zrcaliti ga i zaljepiti nazad po istoj stranici na kojoj je odrezao dio. Moze li
Eugen do¢i do kvadrata ako je krenuo s jednakostrani¢nim trokutom?

7. U krugu pise 2017 nula i 2 jedinice. Antonio u svakom potezu bira tri uzastopna broja i dodaje im 1. Moze
li posti¢i da na kraju svi brojevi budu jednaki?

Umjereni zadaci

8. Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji se nalaze na ploci,
obriSemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b. Ako su na pocetku na ploci brojevi 1, 2, 3,
4, ... 2011, 2012, mogu li se nakon konac¢nog broja koraka na plo¢i nalaziti brojevi 2, 4, 6, 8, ... 4022, 4024
?
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. Matko i Fabijan igraju novu igru. Fabijan bira 27 prirodnih brojeva i zapisuje ih na plo¢u. Matko zatim
radi sljedeéi potez: bira dva broja, brise ih, i umjesto njih dva puta napise njihov zbroj. Matko pobjeduje
kada na plo¢i bude 27 istih brojeva. Postoji li neka konfiguracija brojeva koju Fabijan moze napisati da
pobijedi, odnosno da Matko ne moze do¢i do svih istih brojeva?

Zemljiste dimenzija 10 x 10 podijeljeno je na 100 ¢estica/jedini¢nih kvadratiéa. Svaka je Cestica u pofetnom
stanju ili obrasla u korov ili je o¢is¢ena. Na pocetku je m cestica obraslo u korov. Korov se §iri na susjedne
Cestice na sljededéi nacin: svake godine one Cestice koje su imale dvije susjedne Cestice (sa zajednickom
stranicom) obrasle u korov i same obrastu u korov. Odredi najmanji m za koji postoji pocetni raspored u
korov obraslih éestica takav da, nakon konaénog broja godina, cijelo zemljiSte mora obrasti u korov.

Eva i Paula igraju igru. Paula prvo zadaje par cijelih brojeva (z,y), a Eva nakon nje par cijelih brojeva
(z,w). Paulin cilj je od para (z,y) doéi do (z,w) nizom transformacija, gdje za svaku transformaciju
ima moguénost trenutni par (a,b) pretvoriti u (b,a), (a + b,b) ili (a — b,b). Kakav par (z,w) mora Eva
odabrati u odnosu na odabrane Pauline brojeve (x,y) da osigura da Paula ne moze nikakvim odabirom
transformacija dobiti trazene brojeve?

Na plo¢i su zapisani svi prirodni brojevi od 1 do 10°. U svakom potezu biramo broj, brisemo ga i umjesto
njega zapisujemo zbroj njegovih znamenki. To ponavljamo dok ne ostanemo samo s jednoznamenkastim
brojevima. Hoce li na ploc¢i biti vise jedinica ili dvojki?

Tezi zadaci

13

14.

15.

16.

. Branko ispisuje niz kvadratnih polinoma s realnim koeficijentima. U svakom koraku, nakon prethodno
napisanog polinoma ax? + bx + ¢ zapisuje polinom cx? + bz + a ili polinoma(z + d)? + b(x + d) + ¢ za
neki realni broj d. Ako zapo¢ne s polinomom xz? — 22 — 1, moze li Branko opisanim postupkom nakon
odredenog broja koraka dobiti polinom:

a) 222 — 1,
b) 222 —x — 1?7

Na plod¢i je zapisano n > 3 prirodnih brojeva. Potez se sasatoji od biranja tri broja a, b i ¢ s ploce tako da
¢ine stranice nedegeneriranog, nejednakostrani¢nog trokuta i zamjene s a +b—c, b+c—a,ic+a—0.
Dokazi da je broj poteza konacan.

Barbara igra igru s kamenci¢ima u koordinatnom sustavu. Na pocetku stavlja jedan kamenci¢ u ishodiste
(0,0). Potez joj se sastoji od micanja kamencica koji se nalazi na koordinatama (i,7) i postavljanja po
jednog kamenciéa na (i +1,5) i (¢,7 + 1), pod uvjetom da na tim koordinatama nema kamenciéa. Dokazi
da u svakom koraku igre postoji kamencié¢ na koordinatama (a,b) takav da je a,b€ Zia+b < 3.

Imamo n Zetona kojima je jedna strana bijela, a druga crna, poredanih u red tako da je svima bijela
strana gore. U svakom potezu, ako je moguce, biramo nerubni bijeli zeton, micemo ga i okre¢emo njemu
susjedne markere s lijeva i s desna (dakle, prvi Zeton lijevo i prvi Zeton desno). Dokazi da je moguce postiéi
konfiguraciju s dva zZetona ako i samo ako n — 1 nije djeljivo s 3.

17
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3.4. G11: Karakteristicne tocke trokuta - Lucija Reli¢
Link na hintove. Link na rjesenja.
Uvod
Za kvalitetno pracenje ovog predavanja korisno je ponoviti neke pojmove i teoreme iz geometrije:
e poucci o sukladnosti trokuta - SSS, SKS, KSK, SSK
e poucci o sli¢nosti trokuta - KK, SKS, SSS, SSK
o simetrala duzine - pravac koji prolazi polovistem te duzine i okomit je na nju
e simetrala kuta - pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela
o srednjica trokuta - duzina koja spaja polovista dviju stranica trokuta
e opisana kruznica trokuta - kruznica koja prolazi svim vrhovima trokuta

« upisana kruznica trokuta - kruznica koja (iznutra) dira sve tri stranice trokuta

A A
Cc
B
[
B

Slika 3.1: opisana kruznica Slika 3.2: upisana kruznica

o visina trokuta - duzina koja spaja vrh s nasuprotnom stranicom trokuta i s njom zatvara pravi kut
e teziSnica trokuta - duzina koja spaja vrh i poloviste njemu nasuprotne stranice

Teorem o simetrali duzine. Tocka C' leZi na simetrali duzine AB ako i samo ako je |AC| = |BC|.

Teorem o simetrali kuta. Tocka lezi na simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od krakova tog
kuta.

Teorem o srednjici trokuta. Srednjica trokuta je paralelna jednoj stranici trokuta i njena duljina je jednaka
polovini duljine te stranice.

c
N, c
i T
i 0 E
w w B
0 Ny A 8

Slika 3.3: simetrala duzine Slika 3.4: simetrala kuta Slika 3.5: srednjica

>
o

U ovom predavanju promatrat ¢emo sljedec¢e karakteristi¢ne tocke trokuta:
« srediste trokutu opisane kruznice O - sjeciste simetrala duzina stranica trokuta
o srediste trokutu upisane kruznice I - sjeciste simetrala kuteva trokuta
o ortocentar trokuta H - sjeciSte pravaca na kojima leze visine trokuta

 teziste trokuta T ili G - sjeciste tezisnica trokuta
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U rjesavanju geometrijskih zadataka vrlo ¢esto su od koristi i tetivni cetverokuti, pa je zbog toga korisno znati
barem najosnovnije stvari o njima. Tetivni cetverokut je cetverokut kojemu se moze opisati kruznica, a zbroj
nasuprotnih kuteva mu je 180°. Osim toga, korisno je imati na umu i ¢injenicu da su obodni kutevi nad istom
tetivom jednaki te da je sredisnji kut duplo veéi od obodnog kuta nad istom tetivom.

Osnovne cinjenice

1.

Dokazi da se sve simetrale stranica trokuta sijeku u istoj tocki koja je jednako udaljena od svih vrhova
trokuta.

Dokazi da se sve simetrale kuta u trokutu sijeku u istoj tocki koja je jednako udaljena od svih stranica
trokuta.

Dokazi da se sva tri pravca koji sadrze visine trokuta sijeku u istoj tocki.

Dokazi da se sve teziSnice trokuta sijeku u istoj tocki i ona dijeli svaku tezisnicu u omjeru 2 : 1 gledajuéi
od vrha.

Laksi zadaci

o.

10.

Dokazite da se simetrala unutarnjeg kuta trokuta i simetrala nasuprotne stranice sijeku na opisanoj
kruznici trokuta.

Tocke P i () su polovista nasuprotnih stranica AB i CD paralelograma ABCD. Dokazi da duzine DP i
BQ dijele dijagonalu AC na tri sukladna dijela.

Ako se srediSte opisane kruznice trokuta nalazi na jednoj od stranica trokuta, tada je taj trokut pravokutan.
Dokazite.

Neka je O srediste opisane kruznice, a H ortocentar trokuta AABC. Pravac AO sijece opisanu kruznicu
u tocki D. Dokazi da pravac H D prolazi polovistem stranice HD.

U siljastokutnom trokutu AABC tocka M je noziste visine iz vrha A, a tocka N noziste visine iz vrha B.
Ako je |AN| = |NM]|, dokazi da srediSte upisane kruznice trokuta AABC' lezi na visini BN.

Neka je H ortocentar trokuta AABC. Dokazite da osnosimetricne slike tocke H s obzirom na stranice
trokuta leze na opisanoj kruznici tog trokuta.

Tezi zadaci

11.

12.

13.

14.

Dokazite da ortocentar, teziste i srediSte opisane kruznice trokuta leze na istom pravcu. Taj se pravac
naziva
Eulerov pravac trokuta.

Dokazite da polovista stranica, nozista visina i polovista duzina koje spajaju vrhove trokuta s ortocentrom
leze na istoj kruznici. Ta se kruznica naziva Feuerbachova kruznica ili kruznica devet tocaka.

Neka je ABC siljastokutan trokut u kojem je |Z/BAC| = 75°. Neka je P poloviste stranice BC, a M i N
redom nozista visina iz vrhova B i C. Odredi |ZMPN|.

Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u to¢kama M i N. Neka je P sjeciSte pravca
M N i simetrale kuta ZABC. Dokazi da je BP 1 CP.

19



20

MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

3.5. N11: Modularna aritmetika - Maja Drmac
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Modularna aritmetika, ili aritmetika modulo n, povezuje operacije nad brojevima s operacijama nad njihovim
ostatcima pri dijeljenju nekim prirodnim brojem.

Definicija kongruencije: dva cijela broja a i b su kongruentna modulo n, n € N, ako n dijeli razliku a i b. To
se jos zapisuje kao a = b (mod n).

Neka bitna svojstva kongruencija/modularne aritmetike
Za a,b,c € Z in € N, vrijedi:
e a=a (modn)
e ako a =b (mod n), onda b = a (mod n)
e akoa=0b (modn)ib=c (modn), onda a =c (mod n).
Operacije nad kongruencijama. Za cijele brojeve ay, as, b1, ba, c1,co i proizvoljan n € N vrijedi:

e ako a; = by (mod n) i ag = by (mod n), onda a; + az = by + by (mod n), a; — az = by — by (mod n) i
ayag = bibs (mod n)

e ako a =b (mod n), tada ™ = b™ (mod n) za svaki m € N

o ako ac = be (mod n) i n i ¢ su relativno prosti, onda a = b (mod n).

Jos neke definicije...

Potpuni sustav ostataka. Skup S je potpuni sustav ostataka modulo n ako elementi S svi daju razlicCite
ostatke pri dijeljenju s n, i svi ostatci se pojavljuju.

Reducirani sustav ostataka. Skup S je reducirani sustav ostataka modulo n ako svi elementi S daju razlic¢ite
ostatke pri dijeljenju s n i pojavljuju se svi ostaci koji su relativno prosti s n.

Eulerova funkcija. Funkcija koja broju n € N pridruzuje broj ¢(n) koji predstavlja broj elemenata skupa
{1,2,...n} koji su relativno prosti s n naziva se Eulerova funkcija. Korisno svojstvo ove funkcije je da za m i n
relativno proste vrijedi ¢p(mn) = ¢(m)p(n). Za proste brojeve vrijedi ¢(p) = p — 1. Eksplicitna formula za broj
n=pips?pfr je ¢(n) = n(l — )1 - 2).(l— L),

Mali Fermatov teorem. Ako je p prost broj tada za svaki a vrijedi a? = a (mod p). Specijalno, ako je
ged(a,p) = 1 vrijedi a?~* = 1 (mod p). On slijedi iz Eulerovog teorema, koji kaze da za a i m relativno
proste vrijedi a®™) =1 (mod m).

Diofantske jednadzbe su jednadzbe s dvjema ili viSe nepoznanicama ¢iji su koeficijenti i rjesenja cijeli brojevi.
Kongurencije su jako cesto korisne kod rjesavanja diofantskih jednadzbi, sto ¢emo vidjeti u nekim zadatcima
danas. NajceSée stvari koje se promatraju tada su ostatci pri dijeljenju s 2/3/4/5/10 ili parnost/djeljivost s 3
izraza koji u sebi ima prost broj.

Laksi zadaci

1. Pokazi da kvadrat cijelog broja moZe biti kongruentan iskljucivo 1 ili 0 (mod 3) i (mod 4).

2. Nadi sve proste brojeve p za koje je i 8p? + 1 prost broj.

©w

Koja je posljednja znamenka broja 3337

e

Nadi sve proste brojeve p i cijele brojeve z tako da je 13p + 422 — 1470 = 0.
5. Nadi sve cijele brojeve z,y koji zadovoljavaju 2 + 5y = 123.
6. Nadi sve prirodne brojeve m,n koji zadovoljavaju jednadzbu 4™ — 9n = 5.
Umjereni zadaci
7. Nadi sve cijele brojeve z,y koji zadovoljavaju 1522 — 7y? = 9.

8. Dokazi da 7 dijeli 2"*2 + 327*! za sve prirodne brojeve n.



10.

11.

12.
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Dokazi da je 34 =34 =34 = . =34 (mod 7)

Dokazi da je broj djeljiv s 11 ako i samo ako mu je razlika zbroja znamenki na parnim mjestima i zbroja
znamenki na neparnim mjestima djeljiva s 11.

a) Nadi sve proste brojeve p takve da p | 2P — 1.
b) Koliko ima prirodnih brojeva m < 1000 za koje postoji prirodan n < 1000 takav da m | 2™ — 1?

Koje su zadnje dvije znamenke broja 32041?

Tezi zadaci

13.

14.
15.
16.

17.

Nadi sve prirodne n > 2 za koje postoji permutacija x1, zo,...x,—1 brojeva 0,1, ...n — 1 sa svojstvom da je
n brojeva xg, g + 1, ..., Lo + T1 + ... + 1 medusobno razli¢ito modulo n.

Nadi sve m,n € N za koje je 4mn — m — n potpun kvadrat.
Dokazi da je (z,y,z) = (0,0,0) jedino racionalno rjesenje jednadzbe 3 + 3y® + 923 — 9xyz = 0.

Za x € (0,1) neka je y € (0,1) broj ¢ija je n—ta decimala jednaka 2" —toj decimali broja z. Pokazi ako je
x racionalan da je i y racionalan.

Dokazi Eulerov, a zatim iz njega mali Fermatov teorem.
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4. Poglavlje

Zadaci za drugu grupu

4.1. A12: Razni zadaci s nizovima - Maja Drmac
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Niz je funkcija a : N — R, oznacava se {a,} ili (ay).

Osnovne vrste nizova su aritmeticki i geometrijski.
Niz (a,) zovemo aritmetickim ako je a,, — a,—1 = d za svakin € N, d € R.

Niz (a,) zovemo geometrijskim ako je aa: =g zasvakin € N, ¢ € R. (d i ¢ su konstantni)

Niz za ¢ija svaka dva susjedna Clana vrijedi a,, < a,4+1 nazivamo monotono uzlazni (rastuéi). Za niz sa oso-
binom a,, > a,+1 kazemo da je monotono silazni (opadajuéi).

Nizove mozemo zadati na razne nacine: rekurzijom, opisno, graficki, formulom. Cesto se u zadacima trazi opéi
¢lan niza a,, Sto znac¢i da se trazi formula niza. Uvijek raspisite prvih nekoliko ¢lanova niza - lakSe ¢ete uociti
pravilnosti. Takoder, indukcija je jako ¢esta metoda u rjesavanju zadataka s nizovima.

Laksi zadaci
1. Zadan je niz (a,) takav da je ap =1,a1 =41
Op = 3an_1 +4an_2

za svaki prirodni n > 2. Dokazi da su svi ¢lanovi niza kvadrati prirodnih brojeva.

2. Niz (ay,) je definiran tako da a; = 0 i ap,+1 = Va, + 6. Dokazi da je niz monotono rastué¢ i ogranicen
odozgo s 3.

3. Neka je d prirodni broj te (a,) aritmeticki niz prirodnih brojeva s razlikom d. Ako je d < 2018, dokazi da
najvise 11 uzastopnih ¢lanova niza (a,) mogu biti prosti brojevi.

4. Neka je a = 0.2020, a; = a i niz (a,) definiran kao a,, = a**~!. Poredaj ¢lanove niza a, as, ...a2020 PO
veli¢ini, od najmanjeg prema najvecem.

5. Niz (a,) je zadan tako da a1 =as =11ia, = % za n > 3. Dokazi da su svi ¢lanovi niza cijeli brojevi.
6. Mogu li brojevi 1,2,...100 biti ¢lanovi 12 geometrijskih nizova?

Umjereni zadaci
7. Dan je niz pozitivnih realnih brojeva ag, a1, as, ... takvih da vrijedi

ap=1—ag, ant1=1—an(l1—a,)zan>1

Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi

1 1 1
apgay...ap aio+af2++a7 :1
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8. a) Neka je k prirodni broj. Dokazi da aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj ili ne sadrzi niti jednu
k-tu potenciju prirodnog broja ili ih sadrzi beskona¢no mnogo.

b) Postoji li aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj koji sadrzi beskona¢no mnogo kubova prirodnih
brojeva, ali ne sadrzi niti jedan kvadrat prirodnog broja?

9. Neka su n, k, M prirodni brojevi takvi da vrijedi
a—ll—l—é—l—...—l—i:kialag...an:M.
Ako je M > 1, dokazi da ne postoji pozitivan realni broj x takav da vrijedi

M(z+ 1)k = (2 + a1)(x + az)...(x + ay).

10. Neka je (a,) niz realnih brojeva takav da je ap = —11i a, + “%5+ 4+ #5524 ..+ U + sy =0zasven> 1

Pokazi da je a, > 0 za sve n > 1.

11. Dokazi da za svaki a; > 1 postoji strogo rastuéi niz (a,) takav da je a? + a3 + ... + ai djeljivo sa
a1 +as + ... +ag zasve k > 1.

Tezi zadaci

12. Neka niz pozitivnih realnih brojeva (a,) zadovoljava a1 > za sve pozitivne cijele brojeve k.

kak
aZ+(k—1)
Dokazi da a1 +as + ... +a, = n zasven > 2.
13. Neka je (a,,)22; niz pozitivnih cijelih brojeva za koji vrijedi a,, < any1, Vn > 1. Za sve Cetvorke (4, j, k, 1)
takve da je 1 <4 < j <k <lii+1=j+ k vrijedi nejednakost a; + a; > a; + a;. Odredi najmanju
moguéu vrijednost asgos-

14. Niz 21,29, ...z, je definiran tako da je 21 = 1, wop = —a i Top_1 = (—1)*T1xy, za sve k > 1. Dokazi da
jexy +axo+...+x, =2 0zasven > 1.

15. Neka je m > 1 cijeli broj. Niz a1, as, ...a, je definiran tako da je a; = ag = 1, ag = 4 1 za svaki prirodni
n>4

ap = m(an—l + U,n_g) — Ap—3.

Nadi sve m takve da je svaki ¢lan niza kvadrat cijelog broja.
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C12: Bojanja i poplocavanja - Mateo Duji¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Zadatci ovog predavanja bave se particioniranjem skupa u konacan broj podskupova. Particioniranje se provodi
bojanjem svakog elementa podskupa istom bojom.

Zadatci

1. Pravokutni pod pokriven je ploc¢icama oblika 2 x 2 1 1 x 4. Jedna se razbila. (Ne)sre¢om, postoji plocica
koja bi ju zamijenila, no drugog oblika. Dokazi da se pod ne moze pokriti preraspodjelom plocica.

Slika 4.1: Tetromini

2. Je li moguée formirati pravokutnik s tetrominima?
3. Dokazi da 10 x 10 Ssahovska ploca ne moze biti prekrivena s 25 T-tetromina.
4. Dokazi da 8 x 8 sahovska ploca ne moze biti prekrivena s 15 T-tetromina i jednim kvadratnim tetrominom.

5. Dokazi da se 10 x 10 sahovska ploca ne moze pokriti s 25 ravnih tetromina.

=
|_‘

Iasaell

Slika 4.2: Skica za 6. zadatak

6. Neka je dana n xn Sahovska ploca, ali da su joj sva Cetiri vrha uklonjena. Za koje vrijednosti od n mozemo
pokriti plo¢u s L-tetrominama?

7. Postoji li na¢in pakiranja 250 1 x 1 x 4 kvadra u 10 x 10 x 10 kocku?

Slika 4.3: Cestovna mreza

8. Graf prikazuje cestovnu mrezu koja spaja 14 gradova. Postoji li put koji prolazi kroz svaki grad to¢no
jednom?

9. Pokazi da ne postoji krivulja koja sijece svaki segment na slici tocno jednom.



10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
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Slika 4.4: Skica za 9. zadatak

Na jednom kvadratu 5 x 5 Sahovske ploce, napisSemo —1, a na ostala 24 kvadrata +1. U jednome potezu,
mozes$ obrnuti predznak jednog a x a podkvadrata, pri ¢emu je a > 1. Cilj je napisati +1 na ¢itavom
kvadratu. Na kojim kvadratima bi trebao —1 biti napisan da se postigne zeljeni cilj?

Sve tocke u ravnini obojane su crvenom ili plavom bojom. Dokazi da za barem jednu boju uvijek postoje
2 tocke zadane udaljenosti.

Sve tocke ravnine obojane su s tri boje. Dokazi da postoje dvije tocke udaljenosti 1 iste boje.

Dokazi da n tocaka (n > 5) ravnine mogu biti obojane s dvije boje tako da nijedna linija ne moze razdvojiti
tocke jedne boje od onih druge boje.

Uzmi u obzir tri vrtha A = (0,0), B = (0,1), C' = (1,0) u resetci ravnine. Mozes li dospjeti u ¢etvrti vrh
D = (1,1) kvadrata zrcaljenjima krenuvsi iz A, B, C' ili preko toc¢aka u koje se prethodno zrcalilo?

Svaka tocka ravnine obojana je s to¢no jednom od boja crvenom, zelenom ili bijelom. Skupovi R, G, B
sastoje se od duljina onih duzina u prostoru ¢ije su obje krajnje tocke crvena, zelena i plava, redom. Pokazi
da su u barem jednom od ovih skupova svih nenegativni realni brojevi.

7 x 7 kvadrat pokriven je sa Sesnaest 3 x 1 i jedne 1 x 1 plocice. Koje su dozvoljene pozicije za 1 x 1 plocicu.

Svaki element 25 x 25 matrice je 41 ili —1. Neka je a; produkt svih elemenata i-tog retka i b; produkt
svih elemenata j-tog stupca. Dokazi da vrijedi a1 4+ b1 + - - - + a5 + bas # 0.

25
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4.3. C14: Kombinatorna geometrija - Andrija Tomorad

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Sadrzaj ovog predavanja ¢e biti zadaci s geometrijskim pojmovima koji se rjesavaju kombinatornim metodama.
Za pocetak, evo nekoliko zadataka koji demonstriraju neki alat za rjesavanje kombinatorne geometrije npr. prin-
cip ekstrema, indukcija, Dirichlet, invarijante i monovarijante... Takoder se dobro prisjetiti nekih geometrijskih
trvrdnji npr. nejednakost trokuta i postojanje konveksne ljuske (convez hull).

1.

2.

Na sferi je zadano pet tocaka. Dokazi da postoji polusfera koja sadrzi barem 4 tocke.

Zadano je nekoliko (ne nuzno kona¢no mnogo) intervala takvih da svaka dva imaju zajednicki element.
Dokazi da postoji element sadrzan u svim intervalima.

U ravnini je zadano n > 3 toc¢aka takvih da nikoje 3 nisu kolinearne. Ako svake 4 ¢ine konveksan cetverokut,
dokazi da svih n ¢ine konveksan mnogokut.

Na koliko najvise djelova n pravaca dijeli ravninu?

Laksi zadaci

. Zadan je kvadrat duljine stranice 6, i 7 tocaka strogo unutar njega. Dokazi da postoje dvije tocke medu-

sobno udaljene za manje od /13.

Zadano je kona¢no mnogo crnih i bijelih toc¢aka u ravnini. Na segmentu izmedu svake dvije istobojne tocke
nalazi se tocka suprotne boje. Dokazi da su sve te tocke na istom pravcu.

S je skup od n > 3 to¢aka unutar kruznice k. Dokazi da postoje a1,as,a3 € S'i Ay, As, A3 € k takve da
vrijedi (Vo € S\ {a;})d(a;, 4;) > d(x, A;) za i = 1,2,3. Dokazi da ne vrijedi analogna tvrdnja za Cetiri
tocke iz S.

Zadan je mnogokut nad kojim smijemo raditi sljede¢u transformaciju: odaberemo neku duzinu ¢ije su
krajnje tocke A i B na rubu mnogokuta, a ostale tocke unutar njega, zatim jedan odsjecak preslikamo
osnosimetri¢no s obzirom na simetralu duzine. Je li takvim postupkom moguce od kvadrata dobiti jedna-
kostranican trokut ?

Umjereni zadaci

5.

U ravnini je zadano n pravaca koji dijele ravninu na nekoliko podrucja. Dokazi da ravninu mozemo obojati
u dvije boje tako da svaka dva susjedna podrucja budu razli¢ite boje.

U ravnini je n crnih tocaka, nikoje tri nisu kolinearne. Postoji li uvijek kruznica kojoj pripadaju barem
tri crne tocke, unutar koje nema crnih tocaka?

U ravnini je zadano 2020 tocaka, nikoje tri nisu kolinearne. Dokazi da postoji (ne nuzno konveksan)
2020-terokut ¢iji su vrhovi zadane tocke.

Na terenu se nalazi n > 1 nogometasa i svatko ima jednu loptu. Kad sudac da znak, svaki nogometas dodaje
svoju loptu sebi najblizem. Smijete pretpostaviti da ne postoji nogometas kojem najblizi nije jedinstven.
a)Dokazi da se putanje lopti ne sijeku.

b)Za koje n mozemo biti sigurni da ée barem jedan ostati bez lopte?

¢)Koliko najvise lopti moZe primiti jedan nogometas?

. U nekom selu ima n kuéa i n mlinova. Dokazi da je moguée svaku kuéu povezati ravnom cestom s jednim

mlinom (bijekcija kuéa - mlin) tako da se ceste ne presjecaju

Tezi zadaci

10.

Triangulacija je podjela mnogokuta na trokute dijagonalama koje ne izlaze van mnogokuta i medusobno
se ne sijeku. Dokazi da za svaki prirodan broj n postoji mnogokut s to¢no n triangulacija.
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13.

14.
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. U ravnini je oznaceno 15 tocaka. Neke su obojane crveno, neke plavo, a ostale zeleno. Broj crvenih tocaka
vedi i od broja plavih i od broja zelenih tocaka. Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja tocka
crvena, a druga zelena iznosi 31. Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja tocka zelena, a druga
plava iznosi 25. Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja tocka plava, a druga crvena iznosi 5.
Odredi broj tocaka svake boje.

U ravnini je n > 2 crvenih i isto toliko plavih tocaka. Nikoje tri nisu kolinearne. Kazemo da je pravac
ravnotezni ako prolazi kroz jednu crvenu i jednu plavu tocku i ako je broj crvenih tocaka na jednoj njegovoj
strani jednak broju plavih na istoj toj strani.

Skup kruznca u ravnini je dobar ako vrijedi:

I) svake dvije kruznice se sijeku u najvise 1 tocki

IT) ne postoji toc¢ka kroz koju prolazi vise od 2 kruznice

IIT) svaka kruznica sijeCe 5 kruznica.

Postoji li dobar skup s 2019 kruznica ? Postoji li dobar skup s 2020 kruznica ?

Zadano je pet paralelnih pravaca i na svakom su oznacene dvije medusobno disjunktne duzine. Za svaka

dva pravca postoji okomita transverzala koja prolazi kroz oznacenu duzinu na obama pravcima. Dokazi
da postoji okomita transverzala koja sijeCe tri oznacene duzine.

27
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4.4. G12: Fantomiranje; 'ako i samo ako’ zadaci - Andrija Tomorad

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Pocet éemo s jednim vrlo jednostavnim zadatkom. Dokazimo da je Cetverokut ABCD tetivan ako i samo ako
mu je zbroj dva nasuprotna kuta jednak mw. Vjerojatno znate dokazati da je zbroj suprotnih kutova m ako je
cetverokut tetivan, ali poanta ovog zadatka je da pojasnimo metodu fantomiranja na obratu te tvrdnje. Ideja
fantomiranja na ovom "zadatku" bi glasila ovako:

Nacrtamo opisanu kruznicu k kroz tocke A, B i C pa uzmemo D’ kao sijeciste pravca CD i kruznice k. Sada
slijedi da je su kutovi ZCDA i ZCD’A jednaki jer oba zbrojena s ZABC daju 7 (jedan zbog uvjeta zadatka,
a drugi zbog veé dokazane tvrdnje ¢iji obrat dokazujemo sad) . Iz toga slijedi da su AD i AD’ paralelni, tj. to
je isti pravac. To povla¢i D=D’ s$to znaci da je D na kruznici k jer je po definiciji D’ na k.

Dakle, u ovom zadatku smo definirali novu tocku koja ima samo neke karakterizacije totke D (nalazi se na
pravcu CD), ali ima i neko dodatno svojstvo (nalazi se na k) te smo dokazali da su te dvije tocke zapravo
ista tocka. To je metoda fantomiranja. Metoda fantomiranja ¢e se cesto pojavljivati u dokazima da je neka
tocka element odredenog pravca ili kruznice. Kod takvih zadataka nije ¢udno da se dokazuje ekvivalencija, a ne
samo implikacija. Opéenito, ako treba dokazati ekvivalenciju, bilo bi dobro imati na umu da jedan smjer bude
fantomiranje koje koristi drugi smjer, kao $to je u nekim poznatim teoremima. MozZe se fantomiranje pojaviti i
u npr. dokazivanja okomitosti pravaca AB i p tako da se iz A i B spuste okomice na P i dokaze da one imaju
ista nozista.

Kad uvodite fantomsku toc¢ku, imajte na umu da ona gubi neka svojstva u odnosu na zadanu tocku. Zato vam
savjetujem da nacrtate fantomsku tocku na novoj skici. Tako éete biti sigurni Sto sve smijete koristiti.
Prisjetite se dokaza Ceve i Menelaja. Jedan smjer se dokazuje fantomiranjem.

Laksi zadaci

1. Zadan je AABC, |AC| > |AB|, i totka M poloviste stranice BC. Neka je p pravac koji prolazi kroz tocku
A i sijee AB pod kutom jednakim |ZM AC|, a pravci g i r tangente na opisanu kruznicu u vrhovima B i
C redom. Dokazi da su p, ¢, 7 kopunktalni.

2. a) Dokazi da se ortocentar trokuta centralnosimetri¢no preko polovista stranica preslika na opisanu kruz-
nicu.

b) DokaZi da se ortocentar trokuta osnosimetri¢no preko stranica preslika na opisanu kruznicu.

3. a) Dokazi da je cetverokut ABCD tangencijalan ako i samo ako vrijedi a + ¢ = b+ d.

b) Dokazi da éetverokut ABCD ima okomite dijagonale ako i samo ako vrijedi a? + ¢* = b2 + d>.
4. Dokazi da se simetrala stranice i simetrala nasuprotnog kuta na trokutu sijeku na opisanoj kruznici.
Umjereni zadaci

5. U trokutu ABC tocka O je srediste opisane kruznice. K je tocka na tangenti na kruznicu kroz A, takva
da je KC okomit na BC, a D je sjeciste pravca BC i pravca kroz K paralelnog s AB. Dokazi da su A, O,
D kolinearne.

6. Dan je trokut ABC, kruZnica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te produzetke stranica ABi AC
preko tocaka B i C redom u tockama L i M Kruznica s promjerom BC' sijece duzinu u tockama D i E
tako da tocka D lezi izmedu L i E. Dokazi da se pravci BD i LE sijeku u sredistu kruznice k.

7. Neka su AD, BE, CF visine u AABC i O srediste njemu opisane kruznice. Dokazi da kruznice opisane
trokutima AADO, ABFEO i ACFO, osim u O, sijeku u jos jednoj tocki.

8. Dan je siljastokutni trokut AABC ojem vrijedi |[AB| > |AC| Neka je O srediSte kruznice opisane tom
trokutu, a OQ promjer kruznice opisane ABCO. Pravac paralelan s pravcem BC kroz A sijece pravac CQ
u tocki M, a pravac paralelan s pravcem CQ kroz A sijece pravac BC u toc¢ki N. Neka je T presjek pravaca
AQ i MN. Dokazi da tocka T lezi na kruznici opisanoj ABCO.

Tezi zadaci

9. Zadan je tetivni ¢etverokut ABCD takav da se tangente u tockama B i D na njegovu opisanu kruznicu k
sijeku na pravcu AC. Tocke E i F leze na kruznici k tako da su pravci AC, DE i BF paralelni. Neka je M
sjeciste pravaca BE i DF. Ako su P, Q i R nozista visina trokuta ABC, dokazi da tocke P, Q, R i M leze
na istoj kruznici.
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10. Neka je w kruznica opisana AABC. Neka su M i N polovista AB i AC, a T poloviste kruznog luka BC

11.

od w koji ne sadrzi tocku A. Opisane kruznice AMT i ANT sijeku simetrale AC i AB u X i Y redom,
pretpostavimo da su X i Y unutar trokuta ABC. Neka je K sjeciste MN i XY. Dokazi |[KA| = |KT).

Zadan je AABC pravokutan trokut s pravim kutom u C, H noziste visine iz C. Neka je D tocka unutar
trokuta BCH takva da pravac CH raspolavlja AD, a P presjek pravaca BD i CH. Zatim oznacimo s k
kruznicu s promjerom BD, a s Q diraliste tangente na k kroz P pri ¢emu su Q i C na istoj strani pravca
BD. Dokazi da se pravci AD i CQ sijeku na k.
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4.5. N12: Diofantske jednadzbe - Mateo Duiji¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovome predavanju bavit ¢emo se raznim metodama rjesavanja jednadzbi u 2 ili vise nepoznanica ¢ija rjesenja
suu N ili Z. Jasno, u svakome zadatku biti ¢e vise nepoznanica nego sto je dostupnih jednazdbi jer u protivnom
postoje razne algebarske metode za rjesavanja i one nam nisu zanimljive. Jednadzbe koje promatramo zovu se
Diofantske po grckome matemati¢aru Diofantu, koji se njima prvi bavio. Predavanje je tematski podijeljeno u
4 cjeline. To je samo gruba podjela, jer itekako smo svjesni da se zadatci koji se rjeSsavaju na natjecanjima ne
mogu podijeliti u neke fine kalupe. Inace bi ih svatko mogao rjesiti. Predavanje sadrzi mnostvo trikova od kojih
je neke ¢itatelj mozda veé vidio, no ne sumnjam da ¢e neke koje ovdje vidi imati stalno urezano u sjec¢anje kada
se sljededi put bude bavio Diofantskim jednadzbama na natjecanjima.

Metoda faktorizacije
1. Pronadi sva cjelobrojna rjesenja od:

(22 + 1)y + 1)+ 2(x —y)(1 — zy) = 4(1 + zy).

2. Neka su p i g prosti brojevi. Rijesi u prirodnim brojevima jednadzbu:

3. Odredi sve nenegativne parove cijelih brojeva (x,y) za koje je
(xy —7)* = 2* + 2.
4. Odredi sve cijele brojeve n za koje je jednadzba
x3+y3+z3 —3zyz=n
rjesiva u prirodnim brojevima.
Rjesavanje preko nejednakosti

5. Pronadi sve parove (z,y) cijelih brojeva t. d.
@’ 4y’ = (z +y)?

6. Rijesi sljede¢u jednadzbu u z, y i z prirodnim:

7. Odredi sve ¢etvorke (z,y, z, w) prirodnih brojeva za koje je
2P 2 2ey +20(2 — 1) +2y(2 + 1) = W?
8. Pronadi sva rjesenja u cijelim brojevima jednadzbe:
P+ 1)+ (27 =R

9. Pronadi sve prirodne brojeve n, k1, ..., k, t. d. vrijede sljedec¢e tvrdnje:

1 1
ki+-+ky,=5n—4 i — 4.+ —=1
14+ n 1 k1+ +kn

Metoda parametra
10. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo trojki (z,y, z) cijelih brojeva t. d.

B = 4y 42
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11. Pronadi sve trojke prirodnih brojeva t. d.

1 1 1
4=,
T Yy oz

12. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazi da jednadzba:
22 — 2axy + (a® — 4b)y? + 4by = 2*
ima beskona¢no mnogo rjeSenja (z;,y;, z;) gdje su (z;), (y;), (z;) rastuéi nizovi.

13. Dokazi da jednadzba:
2" +1=uay

ima beskonaéno mnogo rjesenja u prirodnim brojevima
Modularna aritmetika

14. Dokazi da jednadzba
(x+1)2+ (x+2)%+ ...+ (z+2001)? = 32

nema rjesenja.

15. Pronadi sve parove (p, q) prostih brojeva t. d.
P’ —¢"=(p+9)>

16. Dokazi da jednadzba
.1:5 _ y2 =4

nema rjesenja u cijelim brojevima.

17. Dokazi da ako je n prirodan broj t. d. jednadzba
23 =3z +y°=n

ima rjesenja u cijelim brojevima =z, y, tada ima barem 3 takva rjesenja. Dokazi da jednadzba nema
cjelobrojna rjesenja za n = 2891.
18. Rijesi jednadzbu
27 41 =a2%y.
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5. Poglavlje

Zadaci za olimpijske grupe

5.1. I11: Nestandardna algebra - lvan Novak

Link na hintove. Link na rjesenja.

Najzad konstantno

Ako je (an)n ograni¢en monoton niz cijelih brojeva, onda postoje cijeli broj A i prirodan broj N takvi da je
an = A za svaki n > N.

Sortiranje, princip ekstrema

Svaki konacan skup brojeva je dobro ureden (svaki neprazan podskup ima minimum). Posebno, kod kona¢nih
ili periodi¢nih nizova mozemo promatrati njihov minimum i maksimum, i oni se postizu.

Skup prirodnih brojeva je isto dobro ureden, pa moZzemo promatrati prvi indeks u nizu (ne nuzno kona¢nom)
za koji vrijedi neko svojstvo, npr. najmanji j takav da je a; < 0. Isto tako, smijemo promatrati minimum niza
¢iji su ¢lanovi prirodni brojevi.

Ono sto ne smijemo je promatrati minimum ili maksimum beskona¢nog ograni¢enog niza realnih brojeva, jer
nije nuzno da oni postoje.

Zadaci

1. Neka je X podskup prirodnih brojeva takav da za svaka dva (ne nuzno razli¢ita) broja x,y € X vrijedi
x +y € X. Nadalje, vrijedi da je N\ X konacan skup s n elemenata, gdje je n prirodan broj. Dokazi da
je zbroj tih n elemenata manji ili jednak n2.

2. Neka je n € N i neka je aj,as,...,a, niz realnih brojeva takav da je a; + ...+ a, = 0. Definiramo
b = a1 +as+ ... +a; za sve i € {1,...,n}. Pretpostavimo da vrijedi b;(a;11 — ai+1) = 0 za sve
1 <1< j<n—1. Dokazi da vrijedi

> .
ax fai| > max [bm|

3. Neka su ag, by prirodni brojevi. Definiramo a;+1 = a; + [v/b;] 1 bip1 = b; + |/a;] za sve i > 0. Dokazi da
postoji prirodan broj n takav da je a, = b,.
4. Odredi sve funkcije f : N — N takve da vrijedi
m? + f(n)* + (m — f(n))?> > f(m)* +n®
za sve parove prirodnih brojeva (m,n).

5. Neka je N > 2 prirodan broj, i neka su a = (a1,...,any) i b = (b1,...bx) konaéni nizovi nenegativnih
cijelih brojeva. Za svaki cijeli broj ¢ € {1,..., N}, neka je a; = aj, te b; = by, gdje je k € {1,..., N} takav
da n | i— k. Kazemo da je a b-harmonijski ako je svaki a; jednak sljede¢oj aritmetickoj sredini:

1
a; = 2, + 1 Z Qits-

S:—b,;
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Pretpostavimo da ni a ni b nisu konstantni nizovi, i da je a b-harmonijski te je b a-harmonijski.

Dokazi da je barem N + 1 brojeva od ay,...,an,b1,...,by jednako 0.

6. Neka je a1,as,... niz brojeva iz skupa {0, 1} takav da za svaki par prirodnih brojeva (m,n) vrijedi

2m
§ Gfn < M.
k=1

Dokazi da postoje prirodni brojevi u i v takvi da vrijedi

2u
Z gy < u — 2020.
k=1
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5.2. 12: Njezno koriStenje grube sile - Tadej Petar Tukara
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju govorit ¢emo o length chasingu. On nije isto kao pravi trigonometrijski bash, gdje raspisujemo
sve moguce stranice i dokazujemo tvrdnju pomocu trigonometrijskih identiteta. Koristit ¢emo duljine stranica
kao pomoéno sredstvo za dokazivanje odredenih tvrdnji. Za to ¢e nam biti potrebne sljedece poznate tvrdnje:

1. Slicnost trokuta
2. Sinusov poucak
3. Potencija tocke
4

. Poucak o simetrali kuta: Neka je ABC' trokut. Neka unutarnja i vanjska simetrala kuta BAC' sijeku BC'
u D i E. Tada je:
BD BE BA
CD CE CA
5. Ceva, sinusni Ceva i Menelaj: U AABC Ceviani AD, BE, and CF su konkurentni akko vrijedi jedna od
sljede¢ih tvrdnji:

AF BD CE _
FB DC EA
sin(ZABE) sin(£BCF) sin(£ZCAD)

=1
sin(ZCBE) sin(ZACF) sin(£/BAD)

6. Ptolomejev teorem

1. Neka su AP, AQ i AR tetive iste kruznice takve da je ZPAQ = ZQAR = ZRAS. Pokazite da je:
(AP 4+ AR)- AR = (AQ + AS) - AQ.

2. Neka su C; i Co koncentriéne kruznice, tako da je Co unutar kruznice Ci. Iz tocke A na C; povla¢imo
tangentu AB na Cs (B € C3). Neka je C drugo sjeciste pravea AB i Cq, te neka je D poloviste duzine AB.
Pravac kroz A sijece Cy u tockama E i F' tako da se simetrale stranica DE i C'F sijeku u tocki M na AB.
Nadite, s dokazom AM/MC.

3. Kruznice 1 i Q2 se dodiruju T'. Points A and E are on @1, pravci AB i DE su tangente na ()2 u tockama
B i D, redom, a pravci AE i BD se sijeku u tocki P.

Dokazite:
0 AB ED
AT~ ET’

(2) ZATP + ZETP = 180°.

4. Na stranicama BC' i AC trokuta AABC dane su tocke D i E, redom. Neka je F' (F # C) sjeciSte opisane
kruznice trokuta ACED i pravca koji je paralelan s AB i prolazi tockom C. Neka je G sjeciste pravca
FD sa stranicom AB, te neka je H tocka na pravcu AB takva da je ZHDA = ZGEB i A je izmedu H i
B. Ako je DG = EH, dokazite da sjeciste pravaca AD i BFE lezi na simetrali kuta ZACB.

5. Cetverokut ABCD upisan je u kruznicu s promjerom BD. Tocke A’ i B’ su zrcalne slike tocaka A i B
preko pravaca BD i AC redom. Ako se pravci A'C i BD sijeku u P, a pravci AC i B'D se sijeku u Q,
Dokazite da je PQ okomit na AC.

6. Opisana kruznice ne jednakokra¢nog trokuta ABC sa I touches the sides BC, CA, AB at Ay, By, Cy
redom. Pravac Al sijeCe opisanu kruznicu trokuta ABC opet u As. Pravac B;C} sijeCe pravac BC u
Az i pravac Ay As sijeCe opisanu kruznicu trokuta ABC u tocki A4(# Asz). Definiramo By, Cy analogno.
Dokazite da su pravci AAy, BB4, C'Cy konkurentni.

7. Neka je ABCD tangencliajni Cetverokut i neka je P ortogonalna projekcija srediSta njegove upisane
kruznice na AC'. Dokazite da je ZAPB = ZAPD
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5.3. 18: Kvadratni ortaci - lvan Novak
Link na hintove. Link na rjeSenja.

Uvod

Neka je p prost broj. Za prirodan broj n koji nije djeljiv s p kazemo da je kvadratni ostatak modulo p ako
postoji prirodan broj a takav da p | a®> — n. U suprotnom, kazemo da je neostatak.

Za cijeli broj a i neparan prost broj p, Legendreov simbol (%) definiramo na sljede¢i nacin:

0, ako p dijeli a
a
() = ¢ 1, ako je a kvadratni ostatak modulo p

P —1, ako je a kvadratni neostatak modulo p.

Svojstva Legendreovog simbola

(a, b su proizvoljni cijeli brojevi, a p proizvoljan neparan prost broj):
GG =)
+bp\ _
5 = (@
—1

o (Eulerov kriterij) (%) =a"7 (mod p)

Gaussov zakon reciprociteta

Neka su p i ¢ razli¢iti neparni prosti brojevi. Tada vrijedi Gaussov zakon reciprociteta:

(5)G)

(2> ~J 1, ako je p oblika 8k & 1
p —1, inace.

p—1qg—1

I njegov suplement

Jacobijev simbol

Jacobijev simbol je generalizacija Legendreovog simbola.

Jacobijev simbol dopusta da drugi argument nije samo prosti broj, nego moze biti i neparan slozeni broj. Za
prirodan broj a i neparan prirodan broj n = pi* - ... pi*, definiramo Jacobijev simbol (%) preko Legendreovog

na sljedeéi nacin:
al ag
Y (&) (&
(n> <p> (m)

Vazno je primijetiti da ako je Jacobijev simbol (%) jednak —1, tada je a sigurno kvadratni neostatak modulo n,
ali ako je Jacobijev simbol jednak 1, tada @ nije nuzno kvadratni ostatak.
Svojstva Jacobijevog simbola

Navedena svojstva relativno jednostavno slijede iz svojstava Legendreovog simbola. (m i n su neparni prirodni
brojevi, a i b su cijeli brojevi)

(G =)
- G =GR

o (k) = (9
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(2) = 0 ako je ged(a,n) >1
] £1, inade

n

(2) B {1, ako je n oblika 8k £+ 1

—1, inace.
o (Analogon zakona reciprociteta) Za relativno proste m i n, vrijedi

m—1n—1

£)(2)-77

Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima, j neki prirodan broj i p prost broj. Neka je x cijeli broj takav
da je P(x) djeljiv s p/ i P'(x) nije djeljiv s p. Tada postoji jedinstveni ’lift’ od z modulo p’**, tj. postoji
jedinstveni k € {0,1,...,p — 1} takav da je P(x + kp’) djeljiv s p?*L.

Henselova lema

Primjer: Neka je p prost broj i j prirodan broj. Tada postoji to¢no p — 1 cijelih brojeva z € {0,1,...,p/ — 1}
takvih da p? | 2P~! — 1.

Primjer: Neka je p neparan prost broj i ¢ kvadratni ostatak modulo p. Tada je ¢ kvadratni ostatak modulo p?
za svaki j € N.

Zadaci

1. Neka je n prirodan broj i p prost broj takav da 8 | p 4+ 1. Dokazi da p { 2™ + 1.
2. Neka su m i n neparni prirodni brojevi veéi od 1. Dokazi da 2™ — 143" — 1.
3. Dokazi da 28°”° + 1 ima barem 2020 razli¢itih prostih faktora koji daju ostatak 3 pri dijeljenju s 8.

4. BITNA LEMA: Dokazi da ako n € N nije potpun kvadrat, onda ima beskonacno prostih brojeva p takvih
da n nije kvadratni ostatak modulo p.

5. Odredi sve proste brojeve p za koje postoje cijeli brojevi a, b, ¢ koji nisu svi djeljivi s p takvida p | a+b+c¢
ip|a*+b*+ct

6. Za prirodan broj a, definiramo niz (z,), tako da je 1 = a i xp,41 = 2z, + 1 za svaki n € N. Odredi
najveci prirodan broj k za koji postoji a za koji su brojevi 2** — 1,272 —1,...,2% — 1 prosti.

7. Neka je (bn)n strogo rastuéi niz svih prirodnih brojeva koji se mogu zapisati kao zbroj dva kvadrata
prirodnih brojeva. Dokazi da postoji beskonac¢no prirodnih brojeva m za koje je by,4+1 — by, = 2015.

8. Odredi sve proste brojeve p za koje postoji to¢no jedan prirodan broj a € {1,...,p} takav da p | a®—3a+1.
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5.4. 19: Aditivha kombinatorika - Tadej Petar Tukara

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

1. Rastuéi niz 1,3,4,9,10,12,13--- sadrzi sve prirodne brojeve koji su potencija broja 3 ili suma razlicitih
potencija broja 3. Nadi 100. ¢lan ovog niza.
2. Dan je skup A ={1,2,...,2n — 1}. Obrisi barem n — 1 brojeva iz A prema sljede¢im pravilima:
(i) Ako je broj a izbrisan i 2a € A briSe se i 2a;
(ii) Ako su a i b izbrisani i a4+ b € A briSe se i a + b.
Odredi najmanju mogucu vrijednost zbroja svih obrisanih brojeva.

3. Odredi najmanji prirodni broj n > 4, za koji je izmedu svakih n razli¢itih prirodnih brojeva moguce
odabrati 4 razli¢ita a, b, ¢, d tako da je a + b — ¢ — d djeljivo s 20.

4. Neka je A skup prvih 16 prirodnih brojeva. Nadi najmanji prirodan broj k sa sljede¢im svojstvom: U
svakom podskupu od A s k elemenata postoje dva razli¢ita broja a,b € A takvi da je a® + b? prost broj.

5. Neka je X konacan skup prirodnih brojeva, A C X. DokaZite da postoji B C X takav da je A jednak
skupu brojeva iz X koji dijele neparno mnogo ¢lanova iz B

6. Neka je S skup od 2004 prirodna broja. Za svaki a € S neka je f(a) broj brojeva u S koji su relativno
prosti s a. Pretpostavimo da je f(a) < 2003 isti za sve a € S. Nadi najmanji k takav da svaki podskup
od k elemenata iz S sadrzi dva broja koja nisu relativno prosta.

7. Neka je A skup prirodnih brjeva takav da je |A| = 2001. Dokazi da postoji skup B takav da vrijedi:

() BC A
(i) |B] > 668;
(iii) Yu,v € B (ne nuzno razliite), u + v ¢ B.

8. Neka je p neparan prost broj. Nadite broj svih podskupova A skupa {1,2,...,2p} tako da A ima to¢no p
elemenata i zbroj svih elemenata skupa A je djeljiv s p
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5.5. 110: TB konstrukcije, LTE - Ivan Novak

Link na hintove. Link na rjesenja.

Svi zadaci su isprva zadani kao pitanja. Za pocetak procitajte okvirno zadatke i napisite DA /NE uz broj svakog
zadatka. Nakon toga ¢u vam otkriti odgovor za zadatke ¢ija je formulacija na natjecanju otkrivala odgovor. Ispod
su iskazane neke malo teze ¢injenice koje je korisno znati, a ne¢e vam nuzno trebati na ovom predavanju.
Lifting the exponent
Za neparan prost broj p, prirodan broj n i cijele brojeve x i y takve da je x — y djeljivo s p, a z i y nisu djeljivi
s p vrijedi
vyp(a™ = y™) = vy(x — ) + vp(n).

Ako je p = 2, situacija je nesto drugacija. Naime, za paran prirodan broj n i neparne cijele brojeve z i y vrijedi

va(a" —y") =wa(x —y) + 1va(z +y) +v2(n) - 1.
Za neparan prirodan broj n i neparne cijele brojeve z i y vrijedi

n

va(a" —y") = va(x —y).

Zsigmondyjev teorem

Neka su a > b > 0 relativno prosti prirodni brojevi. Neka je n € N. Tada postoji prost broj p koji dijeli a™ — b™
a ne dijeli a® — b* ni za koji prirodan broj k < n, osim ako:

en=1lia—-b=1
e n =21a+ b potencija broja 2.
° TL:G,a:Z,b:l.

Sli¢no, a™ + b" uvijek ima prosti faktor koji ne dijeli a® + b* za k < n, osim za a =2, b= 1, n = 3.

Mihailescuov teorem

Neka su z,y > 1 prave potencije prirodnih brojeva. Onda je z — y # 1.

Bertrandov postulat

Za svaki prirodan broj n > 1 postoji prost broj p € (n,2n).

Primitivni korijen

Za svaki prost broj p, postoji prirodan broj g takav da je {1,2,...,p — 1} = {g,¢°%,...,9?" '} (mod p).

Pellova jednadzba
Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada je skup parova prirodnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju
2 —dy? =1

jednak {(x,,y.) | n € N}, gdje je (x1,91) takav da je 2 — dy? = 1 uz minimalni z; (a taj par postoji za svaki
d koji nije potpun kvadrat), a (,,y,) definiramo jednakoséu z,, 4+ y,vd = (x1 + y1Vd)".

Ako za M € 7 postoji par prirodnih brojeva (x,y) takav da je 2 — dy? = M, tada postoji beskonaéno
takvih parova.

Green-Tao teorem

Za svaki prirodan broj n, postoje prirodni brojevi a i b takvi da je ak + b prost za sve k € {1,...,n}.
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Dirichletov teorem

Ako su a i b relativno prosti prirodni brojevi, onda postoji beskonacéno prostih brojeva p takvih da a | p — b.

Zadaci

10.

. Neka je f(z) = 23 + 17. Dokazi ili opovrgni: za svaki prirodan broj n > 2020, postoji cijeli broj z takav
da je f(z) djeljiv s 3" a nije djeljiv s 371

. Neka je p neparan prost broj. Dokazi ili opovrgni: za svaki cijeli broj ¢ postoji cijeli broj a takav da je

pt1 pt1

az +(a+c)z =c¢ (modp).

Za prirodan broj n kazemo da je dobar skroz ako postoje nenegativni cijeli brojevi x i y takvi da je
n = 2% + 92, Postoji li beskona¢no prirodnih brojeva n takvih da su n,n 4+ 1,n 4+ 2 i n + 3 dobri skroz?

Postoji li beskonacno prostih brojeva p takvih da je (p — 1)! + 1 potencija prostog broja?

Postoje li prirodni brojevi a i b takvi da je skup prostih brojeva koji dijele barem jedan broj u nizu (z,),
definiranom s x,, = a - 2020™ + b - 2021™ konacan?

Neka je S skup svih prirodnih brojeva = za koje postoje prirodan broj n i prirodni brojevi ay,...,a, te
bi,...,b, takvi da je

~(af+ar—1)...(a} +an—1)

oAb —1) . (B2 +b,— 1)

Sadrzi li S beskonacno prostih brojeva?

Postoji 1i permutacija p skupa {1,2,...,2002} takva da za sve prirodne brojeve m,n € {1,...,2002} koji
su razli¢iti i koji su iste parnosti vrijedi da je p(m) + p(n) # 2p(™4F™)

Za neprazan skup S C N kazemo da je ab+ 1-zatvoren ako je za sve (ne nuzno razli¢ite) prirodne brojeve
a ibiz S broj ab+ 1 takoder iz S. Postoji li ab + 1-zatvoren skup S takav da beskonacno prostih brojeva
ne dijeli niti jedan broj iz S7

Postoji li beskonacan niz ag, ay, . . . znamenki razli¢itih od 0 takvih da je broj a@,a,—1 .- - ag potpun kvadrat
za sve osim kona¢no mnogo prirodnih brojeva n?

Postoji li beskona¢no parova prirodnih brojeva (m,n) takvih da m | n?> +11in | m? +1?
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5.6. 112: Sawayama-Thebault i joS neki teoremi - lvan Sinci¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Teorem

Prolog

Dio zadataka s ovog predavanja preuzet je iz priprema RMM ekipe 2015. godine.
https://natjecanja.math.hr/wp-content /uploads/2020/05/RMM __geometrija.pdf

Drugi bitan izvor informacija za ovo predavanje bio je sljedeéi rad:
http://forumgeom.fau.edu/FG2003volume3 /FG200325.pdf

1. (Kina TST 2007.) Neka je ABCD tetivni cetverokut s opisanom kruznicom w. Neka je wy druga kruznica
koja iznutra dira kraéi luk AB u tocki P, a pravce BC i AD wu tockama M i N, redom. Neka su I; i I redom
sredista kruznica upisanih trokutima ABC i ABD. DokaZi da su tocke M, N, I, I5 kolinearne.

2. Koristeci istu konfiguraciju kao u prethodnom zadatku, dokazi sljedeée tvrdnje:

1. Ako je R polumjer kruznice w, a r polumjer kruinice wy, dokaZi da vrijedi

|AN| _|BM| _|CM| |DN|  [R—7
AP ~ [BP| _|cpP| |pP| NV

Ako je tocka E presjek pravaca AC i M N, dokazi da je pravac PE simetrala kuta <APC.
Ako je tocka E presjek pravaca AC i M N, dokazi da su cetverokuti APFEIs i BPEI tetivni.
Ako je P’ poloviste kraceg luka @, dokazi da se pravei PP', AB i M N sijeku u istoj tocki

AR N

(Sveruska matematicka olimpijada) Ako je E € ACNMN, Fe€ BDNMN ¢S € ACNBD, dokaZi
da vrijedi |SE| = |SF|.

Sawayama Thebault

3. (Lema) Neka je D tocka na stranici BC trokuta ABC. Kruznica w iznutra dodiruje kruznicu opisanu trokutu
ABC te pravce BC i AD redom u tockama E i F. Ako je I srediste kruznice upisane trokutu ABC, dokaZi da
su tocke E, F i I kolinearne.

4. Neka su G, D, E redom tocke na nekom pravcu. Neka je Q tocka takva da je <DGQ = 90 te neka je J tocka
takva da je GJ L QD || JE, J se nalazi s druge strane QD od G i QJ N GD se nalazi s druge strane QG od
D. Neka je P’ tocka takva da je P' € QJ i <P'ED = 90 te neka je P” € QJ tako da vrijedi <P”DQ = 90.
DokaZi da je P = P”.

Teorem 5.6.1 (Sawayama Thebault). Neka je D tocka na stranici BC trokuta ABC. KruZnica wy iznutra
dodiruje kruznicu opisanu trokutu ABC' te duZine DC i AD. KruZnica wy iznutra dodiruje kruznicu opisanu
trokutu ABC' te duzine BD i AD. Ako su P i QQ redom sredista kruznica wy i we, dokaZi da su tocke P, I i Q
kolinearne.

Inverzija

Zadaci i rjesenja:
https://www.imomath.com/index.php?options=323&lmm=0


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/05/RMM_geometrija.pdf
http://forumgeom.fau.edu/FG2003volume3/FG200325.pdf
https://www.imomath.com/index.php?options=323&lmm=0
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5.7. MI4: Funkcijske jednadzbe - Borna Simi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U predavanju je par standardnih, ali i par funkcijskih jednadzbi sa "¢udnim" uvjetima koje na ovaj ili onaj nacin
morate iskoristiti. Zadaci 1, 5, 6, 7 ¢e mozda biti poznati nekima od vas koji su ve¢ bili na nekom od mojih
predavanja.

Laksi zadaci

1.

10.

11.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
fl@+fy)+ flzy) = f@) +yf(z+1)
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
fl@® +af(y) =af(z+y)
Odredi sve funkcije f: R — R takve da je skup {z | f(x) = 0,2 € R} konacan i za sve z,y € R vrijedi
R +y) —y) = f(22) + f(y)

Neka je M(a, b, ¢) srednji po veli¢ini od brojeva a, b, c.
Odredi sve funkcije f: Q — Q takve da za sve z,y € Q vrijedi

_ 3

fly=f@@)) + 2~ fy) = —5IM(0,y, f(2))]

Nadi sve funkcije f : Rt — RT takve da:
_Yy zH1Y _
1(e5) + 1 () =10

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
fyf (@) —z) = f(x)f(y) + 2z

Nadi sve bijekcije f : Z — Z takve da:

za sve T,y € RT.

FH (mn) = f(m) f(n)
za sve m,n € 7.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
f@f(y) = f(z) —y) =vf(z) - fly) —=
Odredi sve funkcije f: RT — R* takve da za sve z,y € RT vrijedi
fl@+ 1) =rfl@+y) +fy)

Neka je f: R — R takva da je
fl@+y) <yfx)+ f(f(z))

za sve z,y € R.

Dokazi da za sve x < 0 vrijedi f(z) = 0.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve z,y, z € R vrijedi

z+ )+ f(f(2) =0 = [f(@)’+yf(y)?+2°f(z) = 3ayz
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5.8. M1: Komba na ploci i bojanja - Andrija Tomorad

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Nekoliko savjeta za pocetak:

o Ne zaboravi na bojanja i invarijante (pogotovo na "Je li moguce...

zadacima), niti na Dirichleta i princip
ekstrema (pogotovo na "Odredi najmanji/najveéi broj" zadacima).

« MALI PRIMJERI. Isplati se potrositi 5-10 min na proucavanje ploce manjih dimenzija.

e Izbjegavaj proucavanje primjera koji su potpuno random, pogotovo ako izravno promatras tvrdnju zadatka.

Odredi si cilj, pretpostavi nesto, proucavaj kako se mijenjaju neki parametri, promotri koje poteze treba
izbjegavati jer vode do onog sto ne zelis...

Laksi zadaci?

1.

Nadi najmanji n takav na svakoj 1000 x 1000 ploc¢i s n crnih polja postoje tri crna polja ¢ija su sredista
vrhovi pravokutnog trokuta.

. Imamo Sahovski obojanu 2020 x 2020 plo¢u. U potezu mozemo odabrati neki skup polja koja ¢ine pravo-

kutnik i promijeniti boju svima. Koliko nam najmanje poteza treba da sva polja budu istobojna.

Imamo 1 x 2020 plocu. Dva igraca naizmjence zapisuju slovo S ili O u jedno polje. Prvi igrac¢ koji dovrsi
rije¢ "SOS" u tri uzastopna polja, pobjedio je. Tko ima pobjednicku strategiju?

Mike i Sully igraju igru na 6 x 6 ploci. Igra¢ na potezu smije odabrati prazno polje i u njega zapisati
dosad nezapisan racionalan broj. Igra zavrsi kad svako polje ima broj i tada Mike u svakom stupcu
polje s najve¢im brojem (i njegove rubove) oboji u zeleno. Ako se moze od lijevog do desnog kraja ploce
povudéi krivulja koja je cijela zelena, onda Mike pobjeduje. Ako ne, Sully pobjeduje. Tko ima pobjednicku
strategiju?

Neka je n > 2 prirodan broj. Ploc¢a nxn s n topova/kula je smirena ako je u svakom retku i svakom stupcu
tocno jedan top. Nadi najveéi k takav da na svakoj smirenoj ploci postoji barem jedan k x k kvadrat bez
topova.

Plocicu koja nastane kad n x n ploci odrezemo sva polja strogo iznad glavne dijagonale nazivamo stepenice
reda n. MoZemo li 2018 x 2018 plocu bez dva polja u istom retku oplociti (bez preklapanja) stepenicama
reda 3 i stepenicama reda 4 ?

Pravokutnik P cije su duljine stranica neparni prirodni brojevi podijeljen je na manje pravokutnike ¢ije
su duljine stranica prirodni brojevi. Dokazi da medu njima postoji barem jedan za kojeg su udaljenosti
od stranica od P brojevi iste parnosti.

Na nekim poljima beskonacna ploc¢i nalazi se automobil okrenut u jedan od ¢etiri moguca smjera. U jednom
potezu odaberemo jedan auto i pomaknemo ga jedno polje naprijed. Na jednom polju ne mogu biti dva
ili vise automobila, ne postoje dva koja su u istom retku (ili stupcu) usmjereni jedan prema drugom i na
pocetku je ispred svakog auta prazno polje. Dokazi da postoji beskonacan niz poteza u kojem se svaki
auto pomice beskona¢no mnogo puta.

Tezi zadaci?

9.

10.

Tocku (z,y) za x,y < 20 nazivamo pozicija. Na poc¢etku su sve pozicije prazne. Ruby i Sapphire naizmjence
povlace sljedeée poteze (ako mogu), prvo Ruby. Ruby postavi crveni kamen na prazno polje koje nije
udaljeno za /5 od nekog drugog crvenog kamena. Sapphire postavi plavi kamen na bilo koje prazno
polje. Odredi najveéi N takav da Ruby moze postaviti barem N crvenih kamena neovisno o Sapphirinim
potezima.

Neka polja n xn ploce su plava. Poznato je da svako polje koje nije plavo ima susjedno (koje dijeli stranicu)
plavo polje . Poznato je i da za svaki par plavih polja A i B postoji niz plavih polja koji pocinje na A,
zavrsava na B i svaka dva uzastopna u nizu su susjedna na ploci.

n?—2
3

Dokazi da na ploc¢i ima barem plavih polja.



11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Imamo plocu bez rupa sastavljenu od jedini¢nih kvadrati¢a (nije nuzno pravokutnik) koja je Sahovski
obojana. Za 2 x 2 kvadrat oploc¢en 2 x 1 dominima na neki od prikazanih na¢ina kazemo da je los. Ako
cijelu ploéu mozemo oplociti dominima, dokazi da ju mozemo oplociti dominima tako da nema losih
kvadrata i dokazi da je oplocenje bez losih kvadrata jedinstveno.

Losi kvadrati:

“ulla®

Na svakom polju n xn nalazi se ugasena zarulja. U jednom potezu mozemo promijeniti stanje m uzastopnih
zarulja u nekom retku ili stupcu. Dokazi da mozemo postiéi da sve zarulje budu upaljene ako i samo ako
m dijeli n.

Na n x n plo¢i dva suprotna kuta su crna, a ostala polja su bijela. Koliko najmanje polja treba jos obojati
u crno kako bi smo promjenama boja svih polja u jednom retku (ili stupcu) mogli postiéi da sva polja
budu istobojna.

Na 2020 x 2020 ploci nalaze se smedi i zeleni crvi. Smedi crvi se mogu kretati prema dolje i desno, a zeleni
gore i desno. Koliko najvise crva moze biti na ploc¢i tako da mozemo biti sigurni da postoji polje na koje
niti jedan crv neée doéi?

Neka je n paran prirodan broj. Koliko najmanje polja n x n ploce treba oznaciti tako da oploc¢enje ploce
2 x 1 dominima, pod uvjetom da nijedan domino ne prekriva dva oznacena polja, bude jedinstveno?

Neka je a realan broj. Posejdon i Hefest igraju igru. Zadana je beskonacna kvadratna mreza. Prvo posejdon
odabere nekoliko polja koja postanu poplavijena, zatim naizmjence povlace poteze (prvo Hefest), Hefest
u svojem potezima gradi zid koji je jedna izlomljena crta po rubovima polja koja se ne sijece, a nakon
njegovog n-tog poteza ne smije biti dulji od na jedini¢nih duzina. Posejdon u svojem potezu poplavljuje
sva polja koja tad imaju poplavljenog susjeda, osim ako zid prolazi njihovom granicom. Za koje o Hefest
moze osigurati da zid nakon kona¢no mmnogo poteza bude zatvoren i da se sva poplavljena polja nadu
unutar njega?
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5.9. M2: Upisane i pripisane - Borna Simi¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Upisana kruznica $iljastokutnog trokuta ABC duljina stranica a,b, ¢ dodiruje stranice BC, CA i AB redom
u tockama D, E i F. Srediste te kruznice je tocka I. Sredista A, B, C-pripisanih kruznica su I4, Ig,Ic. A-
pripisana kruznica dodiruje stranice trokuta u to¢kama D’ E’, F’. Sve leme i identiteti navedeni za jedan vrh
trokuta vrijede i za ostale, cikli¢cno.

Neke duljine

b+c—a

|AE| = |AF| = |BE'| = |CF'| = 5
Ako su X,Y diralista A-pripisane i AB, AC"

at+b+ec

AX]| = |AY| = S5

Neke forice

e Tocke I,14,B,C suna kruznici sa sredistem u polovistu luka BC opisane kruznice trokutu ABC koji ne
sadrzi A (sjeciStu unutarnje simetrale pri A sa opisanom kruznicom).

e Tocke Ip,Ic, B,C su na kruznici sa sredistem u polovistu luka BC opisane kruznice trokutu ABC' koji
sadrzi A (sjeciStu vanjske simetrale pri A sa opisanom kruZnicom)

e Neka pravac DI sijece duzinu FF u tocki P, a upisanu kruznicu jos jednom u tocki Q.

(a) A, Q, D' su kolinearne.
(b) Ako je M poloviste stranice BC, A, P i M su kolinearne.

o« AD,BE,CF su konkurentne u Gergonneovoj, a AD’, BE', CF’ u Nagelovoj tocki trokuta ABC.

Zadaci

1. Upisana kruznica trokuta ABC, sa srediStem u I, dira stranicu BC u D. DI sije¢e AC u X. Tangenta iz
X na upisanu rali¢ita od AC sijete AB uY. Ako se YI i BC sijeku u Z, dokazi |AB| = |BZ]|.

2. Neka je ABCD jednakokracan trapez sa AB || CD. Upisana kruznica trokuta BC'D dira CD u E. Neka
je F na unutarnjoj simetrali kuta ZDAC takva da je EF okomito na CD. Kruznica ACF sijece C'D jos
iu G. Dokazi da je AFG jednakokracan.

3. Neka je ABC trokut i neka je I srediste tom trokutu A-pripisane kruznice. Ona dira BC u M, a pravce
AB i AC redom u K i L. LM i Bl sijekuse u F',a KM i CIs u G. Neka je S sjeciSte AF i BC' i neka
je T sjeciste AG i BC. Dokazi da je M poloviste ST

4. Neka je AABC takav da |AB| < |AC| sa srediStem upisane kruznice u I. Neka je E € AC takva da
|AE| = |AB|. Neka je G € EI takva da |ZIBG| = |£ZCBA| idasu E, G sa suprotnih strana . Dokazi da
su AI, okomica na AC u FE i simetrala kuta ZBGI konkurentne.

5. Neka je AABC takav da |AB| + |CA| = 3|BC|. Upisana kruznica trokuta AABC dira AB,CAu D, E.
Neka su K, L tocke na upisanoj kruznici nasuprot D, E. Dokazi da je cetverokut BLKC tetivan.

6. Neka je AABC siljastokutan. Neka A-pripisana kruznica ima srediSte u I4 i dira BC,CA, AB u X,Y, Z.
Neka kruznica promjera BC sijece YZ u U, V. Dokazi da se BU i C'V sijeku u I4.

7. Neka je wy A-pripisana kruznica u AABC'i D, E, F njena diralista sa BC, CA, AB. Kruznica AEF' sijece
BC u P i Q. Neka je M poloviste AD. Dokazi da se wy i kruznica M PQ diraju.
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8. Neka je w kruznica sa sredistem u tocki S. Neka su A, B tocke na w takve da duZina AB nije promjer w.
Neka je T tocka na kra¢em luku AB. Tangente na w kroz tocke A, B sijeku se u P. Tangenta na w u tocki
T sijece pravac AP u E i pravac BP u F. Neka je M poloviste duzine EF. Dokazi da se pravci PM, ST,
AB sijeku u jednoj tocki.

9. Dan je trokut ABC, sa sredistem upisane kruznice I i opisanom kruznicom I'. AT sije¢e I' u D. Neka je

- 1 -

E na luku BDC, a F' na stranici BC, takve da |£ZBAF| = |ZCAE| < 5‘43A0|- Ako je G poloviste I F,
dokazi da se EI i DG sijeku na T'.
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5.10. M8: Diofantske - lvan Sinci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Teorem Definicija Primjer Lema Zadatak
Zadatak Zadatak
Rjesenje Napomena

Beskonacni spust

Ukoliko uvodenjem supstitucija za varijable u jednadzbi dodemo do istog zadatka s novim nepoznanicama (koje
su najcesée manje po apsolutnoj vrijednosti od pocetnih), ovom metodom mozemo se pozvati na rekurziju i
tako nadi sva rjesenja zadatka.

Primjer 1. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe:
22+ y? + 2% = 2zyz

Dokaz. Lijeva strana mora biti parna pa imamo dva slucaja: Prva moguénost je da je to¢no jedan od brojeva
x,y, z paran, ali tada je desna strana djeljiva s 4 dok lijeva nije. Druga moguénost je da su sva tri broja parna
pa mozemo uvesti supstituciju:

r=2x, y=201, 2=22

Jednadzba sad postaje:
2 +yi + 27 = dniyiz

Ponavljajuéi iste argumente dobivamo da i sve tri nove varijable moraju biti parne. Ovaj postupak ponavljat ée
se beskonacno pa svaki od brojeva z,y, z mora biti djeljiv s 2™ za proizvoljno veliki n iz ¢ega slijedi da je jedina
moguénost x = y = z = 0 Sto je uistinu rjesenje jednadzbe. O

Primjer 2. Odredi sve trojke (a,b,c) prirodnih brojeva takve da vrijedi:
(36a + b)(a + 36b) = 2¢

Dokaz. 1z dane jednadzbe slijedi:

36a +b=2"
a + 360 = 2Y

Kako su lijeve strane obje jednadzbe vece ili jednake od 37, moramo imati x,y > 6. Sada iz prve jednadzbe
slijedi 4]b = b = 4b1, a iz druge slijedi 4|a = a = 4a;. Nove jednadzbe sada glase:

36a; + by = gr—4
a1 + 36b; = oy—4

Nove jednadzbe izgledaju isto kao i prosle dvije s razlikom u eksponentima na desnoj strani. Zbog ovoga
mozemo ponoviti argumente koje smo ve¢ iskoristili pa ¢emo imati x — 4, y — 4 > 6. Zapravo, buduéi da é¢emo
ovaj argument ponoviti beskona¢no mnogo puta, moramo imati x — 4k, y — 4k > 6, Vk € N $to je nemoguce pa
pocetna jednadzba nema rjesenja. O

Zadatak 1. Dokazi da jednadzba x* + y* = w? nema cjelobrojnih rjesenja osim (z,y,w) = (0,0,0).

Smjestanje izmedu potencija

Ukoliko zZelimo pokazati da dana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja, ovom metodom to mozemo postic¢i
vrlo lako. Ona se sastoji od toga da pokazemo kako se potpuna potencija mora nalaziti strogo izmedu dviju
uzastopnih istih potpunih potencija, primjerice potpun kvadrat izmedu dva uzastopna potpuna kvadrata.

Primjer 3. Moze li izraz 2° + 2% + x + 1 ikada biti potpun kub za prirodan broj x ?
Rjesenje. Kako je x prirodan broj, vrijede sljedeCe nejednakosti:
P <ttt tr+1<a® +32° + 3+ 1= (2 +1)°

Dakle dani izraz smo smjestili izmedu dvije uzastopne potencije prirodnih brojeva, pa ne moze biti potpun kub
ni za koji x € N. O
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Primjer 4. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a,b,n) koje zadovljavaju sustav jednadzbi:
n+2=a3
n?4+n+1=05

Rjesenje. MnoZedéi jednadzbe dobivamo n? + 3n? + 3n + 2 = (ab)?. Sada vidimo da vrijedi:

(n+1)2<n®+3n? +3n+2=(ab)® <n®+6n*+12n+8 = (n+2)*

pa je (ab)® potpuni kub smjesten izmedu dvije uzastopne treée potencije prirodnih brojeva te dani sustav nema
rjesenja. O

Primjer 5 (DrZavno 2014. 3. razred). Postoje li prirodni brojevi m in za koje su m? +n i n? +m kvadrati
prirodnih brojeva?

Rjesenje. Dane uvjete mozemo zapisati kao sustav jednadzbi

m? +n = 2

n?+m =y
gdje su z,y € N. Kako je ovaj sustav ekvivalentan sustavu kojeg bi dobili zamjenom varijabli m i n, bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti m > n. Sada vrijedi m? < m?+n =22 <m?+2m+1= (m+1)?

pa je 22 potpuni kvadrat smjeSten izmedu dva uzastopna kvadrata prirodnih brojeva §to je nemoguée. Dakle
trazeni m i n ne postoje. O

Vieta jumping

Ovo je relativno nova metoda koja se prvi put pojavila na Medunarodnoj matematickoj olimpijadi 1988. godine.
Sastoji se od toga da pretpostavimo da postoji rjesenje jednadzbe koje ne zadovoljava dane uvjete te koristeci
Vieteove formule dokazemo da po nekom kriteriju postoji "ekstremnije" rjesenje kako bi iskoristili tehniku
kontradikcije ako smo pretpostavili da je prvo promatrano rjesenje ekstremno, odnosno tehniku beskonacnog
spusta kako bi nam ostao jednostavan slucaj.

Primjer 6 (IMO 1988.). Neka su a,b prirodni brojevi takvi da ab + 1 | a? + b2. Dokai da je “;bif potpuni
kvadrat.

Rjesenje. Pretpostavimo da postoje a,b € N takvi da ab+1 | a® +b% i da broj k = b+l’12 nije kvadrat prirodnog
broja te fiksirajmo k. Neka su A, B € N takvi da je k = ‘ngl i A+ B je minimizirano te BSO pretpostavimo

A > B. Fiksirajmo B, rijeSimo se razlomka i promatrajmo dobiveno kao kvadratnu jednadzbu u A kojeg ¢emo
supstituirati s x:
2 —kBx+B* k=0

Znamo da je jedno rjesenje ove jednadzbe x; = A. Koristeéi Vieteove formule dobivamo da drugo rjeSenje

zadovoljava xo = kB — A1 x5 = B2_k. Prva jednakost pokazuje da je xo cjelobrojan, a druga x5 # 0 jer k
nije potpun kvadrat. Iz iféf = k > 0 slijedi da je zo > 0 pa sada iz A > B dobivamo xy = BtK < A te
x9 + B < A+ B $to je kontradikciji s minimalnoséu A + B. O

Primjer 7. Neka su a,b prirodni brojevi takvi da ab | a® + b* + 1. DokaZi da vrijedi 3ab = a® + b* + 1.

Rjesenje. Ako je a = b, imamo a? | 2a® +1 = a =1 = b i to je rjefenje jednadzbe zadovoljava tvrdnju

zadatka. Nadalje BSO pretpostavimo a > b i neka je k = % fiksiran te kao u prethodnom primjeru

supstituiramo a sa r te promatrajmo kvadratnu jednadzbu:

22— kbz+b>+1=0

Jedno rjesenje ove jednadzbe je a, a drugo zadovoljava xo = kb—a = Z’Q—H iz Cega slijedi da je x2 cjelobrojan te

da je pozitivan. Zbog a > b slijedi zo = L& 'H < b kadgod je b > 1 pa primjenom ove zamjene rjesenja uz fiksni k

nakon konaéno mnogo koraka dolazimo do sluéaja gdje je b = 1. Sada mora vrijediti a | a® + 2 pa je a € {1,2}.
Prvi slu¢aj smo veé¢ promotrili, a u drugom dobivamo k = % = 3 Sto vrijedi za proizvoljno odabrani k pa
smo gotovi. O
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Zadatak 2. DokaZi da za svaki realan broj N jednadzba
a® + b + ¢® + d* = abc + bed + cda + dab

ima rjesenje gdje su a,b,c,d cijeli brojevi veci od N .

Zadatak 3. (Crux Mathematicorum) Neka su a,b,c prirodni brojevi takvi da je 0 < a® + b*> — abc < c.
Dokazi da je a® + b% — abc potpuni kvadrat.

Zadatak 4. Odredi broj uredenih parova prirodnih brojeva (n,m) takvih da vrijedi 1 <n < m < 100, n | m?—1
im|n?—1.

Zadatak 5. (IMO 2007. problem 5.) Neka su a,b prirodni brojevi takvi da 4ab — 1| (4a® — 1)2. Dokazi da
je a=b.

Zadatak 6. Neka su a,b prirodni brojevi takvi da je ‘fbtbf = n prirodan broj. DokaZi da je n = 5.
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5.11. M9: Grubo koriStenje njezne sile - lvan Sinci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Rubrika poucno

1. Neka su z,y,z > 0 takvi da je  +y + z = 1. Odredi maksimalnu vrijednost izraza xy? + 222 + 2xyz.

Polinom sluc¢aja jednakosti

2. Neka su —1 < z1, 29, ...

3 3
x|+ x5+

Kada se postize jednakost?

3. Neka je n € Nineka su z1, s, ..

sy, < 1 takvi da vrijedi 1 + 22 + ... + x, = 0. Dokazi da vrijedi:

n
...+xf’1<f
4

., Ty, € R takvi da je:

1+ 2o+ ...+, =0

i+ 22 =nn-1)

Odredi najveéu mogucu vrijednost izraza:

xf—!—:z:g—k...—k:rn

3

4. (IMO shortlist 2010. A2) Neka su a,b,c,d realni brojevi koji zadovoljavaju a + b+ c+d = 6 i

a’® +b% + & + d% = 12. Dokazi da vrijedi:

36 <4(a®+ b3+ +d%) — (a* + b+ +db) <48

Jos jace!
5. Dokazi da za x,y, z > 0 vrijedi:
3+ yP 4 23
3

6. (Balkan MO 2005.) Dokazi da za sve a,b,c > 0 vrijedi 2

kada se postize jednakost.

7. Dokazi da za a, b, c > 0 vrijedi:

> zyz + |(z - y)(y — 2)(z — z))

4(a — b)?

>a+b+c+ ————— 1iodredi
at+b+c

a2 b A
c a

B —c A —a® (max{a,b,c} —min{a,b, c})2>

a+b+ec

a

2 b> c? 1 /a®—b3
a+b (

+b+c+c+a>3 a? — b2

B2_c2 ' 2Z_a2

8. Dokazi da je najveta konstanta k takva da za sve medusobno razlicite a, b, ¢ > 0 vrijedi:

2

a
Za+b>§

cyc

1

upravo k = 75

P

cyc

Hcyc(a - b)%

a® — b
HCyC(a + b)

+k-
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5.12. M10: Euler, CRT - Borna Simi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Eulerov teorem

Neka je ¢(n) broj prirodnih brojeva manjih ili jednakih n koji su relativno prosti sa n.
Tada zan € Nia € Z za koji je M(a,n) =1 vrijedi:

a?™ =1 (mod n)

Za p prost dobivamo a?~! =1 (mod p), §to je upravo mali Fermatov teorem.

Kineski teorem o ostacima

Neka su ay, as, ..., a; relativno prosti prirodni brojevi. Sustav jednadzbi

x=z1 (mod ay)

= T2 (HlOd (12)

x=xp (mod ag)

ima rjesenje koje je jedinstveno (mod ajas...ax)

Zadaci

1. Dokazi Eulerov teorem.
2. Odredi sve prirodne brojeve koji su relativno prosti sa svim ¢lanovima niza a, = 2" + 3™ + 6" — 1.

3. Dokazi da skup S = {2" — 3 | n € N} ima beskona¢an podskup kojem su svi ¢lanovi u parovima relativno
prosti.

4. Za z € {0,1) neka je y € (0,1) broj ¢ija je n—ta decimala jednaka 2" —toj decimali broja x. Pokazi:

r€e€Q = yeQ

5. Dokazi da za svaki prosti broj p postoji prirodan broj n takav da

1" +27 4 4+ 0! =2020 (mod p)

6. Neka su a, b fiksni prirodni brojevi. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva koji dijele bar 1
element niza
a, = a-2016" +b-2017"

7. Dokazi da za svaki m € N postoji k uzastopnih brojeva takvih da svaki od njih ima barem m razli¢itih
prostih djelitelja.

8. Dokazi da postoji beskonacan skup S C N takav da su svaka dva ¢lana relativno prosta, ali suma elemenata
svakog podskupa S je slozena.

9. Skup A C N zovemo neprijateljskim ako za svaki par (a,b) brojeva iz A postoji k € Ny takav da je
M(a,b) = 2*.

Dokazi da postoji beskonacan S C N takav da je skup suma parova razli¢itih elemenata S neprijateljski.
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5.13. M12: Njezno koriStenje njezne sile - Tadej Petar Tukara

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Na ovom predavanju vidjet ¢emo neke klasicne ideje koje se pojavljuju na natjecanjima. Fokus predavanja biti

¢e d

odavanje tocaka, pravaca ili kruznica: $to treba uvesti da bismo rijesili zadatak?

Laksi zadaci

1.

Nad stranicama AB i AC $iljastokutnog trokuta ABC s vanjske strane konstruirani su kvadrati ABLK
i ACMN. Dokazi da vrijedi |KN| = 2|AP|, gdje je P poloviste duzine BC.

Neka je ABCD tetivni Cetverokut i neka se pravci AB i CD sijeku u tocki E. Tocka F' je centralno
simetri¢na slika tocke C' obzirom na tocku E. Dokazi da su pravci AF i BD okomiti ako i samo ako su
pravcei AB i CD okomiti.

U siljastokutnom trokutu ABC' koji nije jednakostranican, tocka P je noziste visine iz vrha C'. Neka je H
ortocentar tog trokuta, a O srediste opisane kruznice. Neka je D presjek pravaca CO i AB, a E poloviste
duzine C'D. Dokazi da pravac EP prolazi kroz poloviste duzine OH .

. Neka je ABC siljastokutan trokut u kojem je |[ZBAC| > 45° sa srediStem opisane kruznice O. Tocka P
lezi u unutrasnjosti trokuta tako da su tocke A, P, O, B koncikli¢ne i pravac BP je okomit na CP. Tocka
@ se nalazi na duzini BP tako da je AQ paralelan s PO.

Dokazi da je |ZQCB| = |£PCO|.

Neka je ABC siljastokutan trokut s ortocentrom H. Neka je tocka G odabrana tako da je cetverokut
ABGH paralelogram. Neka je I toc¢ka na praveu GH takva da AC raspolavlja HI. Neka pravac AC sijece
opisanu kruznicu trokuta GCT u tockama C i J. Dokazi da je [J = AH.

Tocke P i @ odabrane su na stranici BC' siljastokutnog trokuta ABC tako da ZPAB = LZACB i LQAC =
ZCBA. To¢ke M i N su odabrane na polupravcima AP i AQ, redom, tako da je AP = PM i AQ = QN.
Dokazi da se pravci BM i C'N sijeku na opisanoj kruznici trokuta ABC.
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0. Poglavlje

Zadaci za prvu grupu

6.1. A21: Faktorizacije, sustavi jednadzbi - Mislav Brneti¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢emo se s nekim metodama i trikovima faktorizacija i rjeSavanja sustava jednadzbi.
Faktorizacija je zapisivanje izraza u obliku umnoska vise faktora. U ovom predavanju koristit ¢emo ju primarno
za rjeSavanje sustava jednadzbi.

Za faktorizaciju obi¢no koristimo sljedeé¢e metode:

o Izludivanje zajednickog faktora (svojstvo distributivnosti)
« Grupiranje, zapisivanje izraza u drugom obliku - zbroj, razlika (svojstva komutativnosti i asocijativnosti)
o Algebarski identiteti (formule)
Neki od korisnih identiteta (formula) su:
« Kvadrat binoma: (a + b)? = a? + 2ab + b?
o Kub binoma: (a + b)? = a® + 3a%b + 3ab? + b3
 Razlika kvadrata: a® — b?> = (a — b)(a + b)
e Zbroj/razlika kubova: a® £+ b® = (a £ b)(a? F ab + b?)
« *Potencija binoma: (a + b)" = > (7)a’b"~"
Neke ideje koje se mogu koristiti za rjesavanje sustava jednadzbi:
o Faktorizacija, posebno kad se jedna strana jednadzbe izjednaci s nulom
e Zbrajanje, oduzimanje i mnozenje jednadzbi

e Supstitucije

Laksi zadaci
1. Dokazite algebarske identitete iz uvoda.
Dokazite da je razlika kvadrata dva neparna prirodna broja djeljiva sa 8.

Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv sa 9.

Ll

Dokazite identitet:
(a® + %) (c? + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?

5. Nadite sve realne brojeve x takve da je

22+ 322 — 52 =15

6. (Identitet Sophie Germain) Faktorizirajte izraz a* + 4b%.
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Umjereni zadaci

7.

8.

10.

11.

12.
13.

Nadite sve realne brojeve = takve da je

2 +102° + 11z =0

Rijesite sustav jednandzbi:

1+ m

2= 1—331

_ 1+ 29

3= 1—‘@2
$2015=M
1 — 22014

1

90201025

Oko okruglog stola nalazi se deset stolica oznaenih redom brojevima od 1 do 10 (pri ¢emu su stolice 1 i
10 susjedne) i na svakoj sjedi po jedan vitez. Svaki vitez na pocetku ima paran broj zlatnika. Istovremeno
svaki vitez pokloni polovinu svojih zlatnika svom lijevom susjedu, a pola svojih zlatnika svom desnom
susjedu. Nakon toga vitez na stolici 1 ima 22 zlatnika, a svaki iduéi za dva vise, sve do viteza na stolici
10 koji ima 40 zlatnika.

Koliko je zlatnika na pocetku imao vitez koji na kraju ima 36 zlatnika?
Odredite sve uredene trojke (a, b, ¢) realnih brojeva takve da vrijedi

ab = c,ac = b,bc = a.

Kada bi se u pravokutnom trokutu duljina jedne katete povecala za 7 cm, a druga ostala ista, hipotenuza
novog trokuta bila bi 5 cm dulja od hipotenuze pocetnog trokuta. Ako bi se duljina iste katete u pocetnom
trokutu smanjila za 4 cm, a druga ostala ista, hipotenuza novog trokuta bila bi 2 cm kraca od hipotenuze
pocetnog trokuta.

Odredite duljine kateta.

(Pitagorin poucak: a® + b = c?

, a i b katete, ¢ hipotenuza)
Ako je a4+ b = 4, a® + b? = 14, odredite a® + b°.

Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a? + > = 8 i a® + b5 = 416. Odredite ab.

Tezi zadaci

14.

15.

16.

Rijesite sustav jednadzbi:
(x+y)?—22=1

(y+ 27 —a? =5
(z4+2)? —y* =10

Odredite sva realna rjesenja sustava
22—y =2(xz+yz+a+y)

y?— 22 =2y 4 zx+y+2)
22—t =20y +ay+z+x)

Odredite sve trojke (a, b, c) realnih brojeva za koje vrijedi

1
r y+z 3
1 1 1
~ 4+ I
y z4+x 5
1 1 1
z x4y 7
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17. Rijesite sustav jednadzbi:
21 — 5x2 4+ 3x3 =0

2x9 — bxg +3x4 =0

221994 — Dx1 + 322 =0
18. Odredite sve trojke (a, b, ¢) realnih brojeva za koje vrijedi
(2 + 1)y =22 +1
(Y +1)z=2+1
(Z+Dr=9y>+1
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6.2. C21: Dirichletov princip - Patricija Dovijanié
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Dirichletov princip je pravilo koje u svom najjednostavnijem obliku kaze da ako n + 1 kuglicu stavimo u n
kutija, tada postoji barem jedna kutija u kojoj se nalaze barem dvije kuglice.

Ime je dobio po njemackom matemati¢aru Johannu Dirichletu koji ju je prvi formalizirao. Cesto se izri¢e pomoéu
kaveza i zeCeva ili pak kutija i golubova, pa se mozete susresti s Dirichletovim principom i pod imenom princip
golubinjaka (pigeonhole principle).

Primijetimo da tvrdnja pogotovo vrijedi ako je broj kuglica veéi od n + 1. Moze u vise kutija biti po dvije
kuglice, moZe u jednoj (ili nekoliko) kutija biti po tri i viSe kuglica, ili neka kombinacija toga, ali ono §to je
sigurno je da postoji barem jedna kutija s barem dvije kuglice.

Malo kompliciraniji, ali puno korisniji oblik glasi ovako: ako nk 4+ 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada postoji
barem jedna kutija u kojoj se nalazi barem k + 1 kuglica.

Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je u svakoj kutiji najvise k kuglica, onda je u svim kutijama zajedno
najvise nk kuglica, sto je nemoguce jer kuglica ima vise od toga.

Intuitivno: koliko god se mi trudili rasporediti sve kuglice tako da ne postoji bar jedna kutija s bar k& 4+ 1
kuglicom, ne mozemo to postiéi.

I u ovom obliku tvrdnja vrijedi i kada je broj kuglica veéi od nk + 1, tj. kad je jednak nk + [ za neki | veéi od
1. Primijetite da je jednostavniji oblik s pocetka zapravo poseban slucaj kompliciranijeg oblika za k = 1.

Zbog preglednosti, u ostatku predavanja koristim sljede¢e oznake:
e n - ukupan broj kutija
e« m - ukupan broj kuglica koji je jednak nk + [ za neke prirodne brojeve k i [.

U nasim ¢ée zadacima neki drugi pojmovi zamijeniti kutije i kuglice, ali ideja je ista - samo treba prepoznati
sto nam u zadatku predstavlja kutije, a Sto kuglice. Kuglice su uglavnom ocite, a za kutije nekad moramo biti
malo kreativniji, pogotovo u geometrijskim zadacima gdje ¢esto sami moramo podijeliti neki geometrijski lik na
manje dijelove koji onda predstavljaju kutije.

Primjer 1. Dokazite da u skupini od 5 ljudi postoji dvoje ljudi koji su rodeni u istom godiSnjem dobu.

Rjesenje. Ljudi su kuglice, a godisnja doba su kutije, tj. n = 4, m = 5, pa po Dirichletovom principu zbog
m=mn+1=mn-1+1slijedi tvrdnja zadatka.

Primjer 2. U ucionici ima 15 racunala, a u razredu ima 35 ucenika. Dokazite da postoji racunalo za kojim ée
sjediti barem troje ucenika.

Rjesenje. Kutije su racunala, a ucenici su kuglice, tj. n = 15, m = 35. Uoc¢imo da vrijedi 15 -2+ 5 = 35, pa
mozemo iskoristiti Dirichletov princip za k = 2 il = 5. Odatle slijedi da postoji rac¢unalo s barem k+ 1, odnosno
troje ucenika.

Vrijedi, naravno, i da je 15-14 20 = 35. Tada bi, u nasim oznakama, vrijedilo £k = 1 i [ = 20, no Dirichletovim
principom tada dobijemo da postoji racunalo s barem dvoje uc¢enika, Sto nam je premalo - mi Zelimo dokazati
da postoji racunalo s barem troje. Obi¢no je u zadacima najbolje odmah traziti najve¢i moguéi k, a da [ bude
"ono Sto ostane". U ovom zadatku najveéi moguéi k bio je upravo k = 2, to¢no onoliko koliko nam treba da
dokazemo tvrdnju za troje ucenika.

Primjer 3. Na prozoru oblika kvadrata duljine stranice 1 m nalazi se 51 komarac. Dokazite da Luka mlatilicom
oblika kruga polumjera % m jednim udarcem moze ubiti 3 komarca.

Rjesenje. Ideja je podijeliti prozor na vise manjih jednakih komada koji bi nam glumili kutije i koji se mogu
prekriti mlatilicom. Komarci su onda kuglice koje se nalaze u njima. Pitanje je kako podijeliti prozor.

Znamo m = 51, i bilo bi nam taman kad bismo imali k = 2, jer je tada k + 1 = 3 i po Dirichletovom principu
imali bismo da je za taj neki broj kutija u bar jednoj od njih tri komarca. Probajmo!
Zam=>5lik=2jen=251il=1zbog 25-2+ 1 = 51. To znaci da zelimo podijeliti prozor na 25 jednakih
komada, a to su kvadratiéi duljine stranice 0.2m. Po Dirichletovom principu postoji bar jedan kvadrati¢ s bar tri
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komarca, pa promatrajmo bas taj kvadrati¢. Radijus opisane kruznice mu je manji od radijusa Lukine mlatilice,
pa njome mozemo u potpunosti prekriti nas kvadrati¢ i Luka moze ubiti ta 3 komarca jednim udarcem.

Oprez! U ovakvim zadacima Cesto je najlakse razmisljati o "najgorem slucaju", ali to nije matematicki pojam!
Takvo objasnjenje samo po sebi nije rjeSenje, iako moze pomoéi da dodete do tocnog zakljucka. Zbog toga pazite
da detaljno obrazlozite svoje tvrdnje i izbjegavate nematematicke izraze poput "najgori slucaj".

Laksi zadaci

1. Dokazite da u skupini od 367 ljudi postoje bar dvije osobe koje dijele rodendan.

2. U Paulinoj ladici nalazi se 15 pari ¢arapa. Koliko ¢arapa Paula mora bez gledanja izvaditi iz ladice da bi
bila sigurna da ima jedan par, a koliko da bi bila sigurna da ima dvije razli¢ite ¢arape?

3. Kad je Nena polozila vozacki ispit, njen ne¢ak kupio joj je neobican poklon. Radilo se o kutiji s 4 zelene,
4 plave i 4 crvene pikule. Rekao joj je da ¢e pravi dar dobiti ako bez gledanja izvadi Sto manji broj pikula,
a da pritom bude sigurna da je izvukla tri pikule iste boje. Nena je u tome uspjela i dobila Kinder jaje od
ponosnog nec¢aka. Koji je bio njen odgovor?

4. Dokazite da je medu 37 ljudi barem cetvero istog horoskopskog znaka.

5. Medu 77 ljudi barem je 7 rodeno u istom mjesecu. Dokazite!
Umjereni zadaci

6. U svako polje 5x5 tablice upisemo jedan od brojeva -1, 0, 1 i izrac¢unamo zbrojeve po retcima, stupcima,
i dvije glavne dijagonale. Dokazite da ¢e uvijek dvije od tih suma biti jednake.

7. Dano je 27 tocaka rasporedenih u 9 stupaca i 3 retka. Borna, vrli umjetnik, svaku je od tocaka obojao
crveno ili plavo. Dokazite da postoji pravokutnik kojem su vrhovi iste boje.

8. U stara vremena na nekoj svadbi bilo je 500 ljudi. Neki od njih medusobno su se rukovali. Dokazite da su
postojale dvije osobe koje su se rukovale s istim brojem ljudi.

9. Otvorenje Centra za zastitu i istrazivanje velikih pandi posjetilo je n ljudi. Dokazite da medu njima postoje
bar dvije osobe koje imaju isti broj poznanika. Poznanstva su uzajamna.

10. Lucija je odabrala svojih 20 omiljenih prirodnih brojeva. Dokazite da se, bez obzira na njen ukus u
brojevima, izmedu njih mogu odabrati 2 broja cija je razlika djeljiva s 19.

11. Dokazite da u sumi bilo kojih 51 prirodnih brojeva manjih od 100 postoje dva broja ¢ija je suma 100.

12. Al je na ploci napisao 21 razli¢it prirodan broj od 1 do 100, ukljuc¢ivo. Dokazite da medu njima postoje
dva para brojeva ¢iji su zbrojevi isti.

13. Yusuf i njegov dedo su nakon susreta sa zarazenim zabija¢em dugova u prodavnici Game zavrsili u samo-
izolaciji pa sada krate vrijeme smisljajuéi razne kartaske zagonetke. Pedo je na jednu kartu napisao broj 1,
na dvije karte broj 2, na tri karte broj 3, ..., i na 50 karata broj 50 (ukupno ima 1+2+34... +50 = 1275
karata u $pilu). Yusuf ima dobar osje¢aj. Ide uéoravo naslijepo i neée karte ni gledat. Koliko karata Yusuf
mora izvuéi iz $pila da bi bio siguran da ima 10 karata na kojima pise isti broj?

14. U pravokutnom koordinatnom sustavu Ivan je odabrao 5 tocaka s cjelobrojnim koordinatama. Dokazite
da medu njima postoje dvije takve da poloviste duzine koja ih spaja ima cjelobrojne koordinate.

Tezi zadaci

15. Nika se preko ljeta zaposlila kao ¢uvarica kvoka te pazi na kvoke unutar dijela sume oblika kvadrata
stranice 1 km. Ona zna da se tu nalazi 110 kvoka i zeli nezadovoljnom turistu koji ih ne moze pronadi, a
ocajnicki ih zeli fotografirati, dokazati da postoji dio Sume u obliku kruga polumjera samo % km u kojem
se nalaze ¢ak 4 kvoke. Pomozite joj!

16. Sedam tocaka je smjesteno unutar pravilnog Sesterokuta stranice duljine 1. Dokazite da su najmanje dvije
tocke na udaljenosti najvise 1.

17. Dokazite da medu bilo kojih 7 kvadrata prirodnih brojeva postoje dva ¢ija je razlika djeljiva s 10.

18. Dokazite da za svaki prirodan broj n postoji njegov visekratnik kojem su jedine znamenke nule i jedinice.
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Dokazite da medu bilo kojih 6 ljudi postoje 3 osobe koje se sve ili medusobno poznaju, ili ne poznaju.
Poznanstva su uzajamna.

Sesnaest mentora bilo je na MNM sastanku za okruglim stolom, sjedeéi na istoj udaljenosti jedan od
drugoga. Zbog epidemioloskih mjera je mjesto svakog mentora bilo na stolu oznaceno karticom s njegovim
imenom. Nakon kratke pauze za kavu mentori su se vratili u dvoranu i zbog umora nepazljivo posjedali
oko stola ne obaziruéi se na kartice. Ubrzo se ustanovilo da ni jedan od njih ne sjedi na svojem mjestu.
Moze li se okretanjem stol dovesti u takav polozaj da ispred bar dva mentora stoje kartice s njihovim
imenima?

Dokazite da medu bilo koja tri cijela broja mozemo odabrati dva tako da je a®b — ab? djeljivo s 10.

Gladni (i sve viSe okrugli) tuljan Tuljko svaki dan pojede bar 1 kilogram ribe (i broj pojedenih kilograma
u danu uvijek je prirodan). Tijekom 365 dana pojeo je ¢ak 700 kilograma ribe. Dokazite da postoji niz od
nekoliko uzastopnih dana u kojima je Tuljko ukupno pojeo 29 kilograma ribe.
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6.3. G21: Hajka na kuteve (angle chase) - Patricija Dovijanic
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Na ovom predavanju rjesavat ¢emo geometrijske zadatke u kojima je glavni dio odredivanje veli¢ina raznih
kutova. U svakom geometrijskom zadatku, neovisno o tome sto zadatak trazi, dobro je da u svakom koraku
odredite sve kutove koje mozete, jer mozda se bas u njima krije nesto Sto ¢e vas dovesti do rjesenja. Tesko
je pobjeci od angle chaseanja i zbog toga je cilj ovog predavanja da bolje savladate razne nacine odredivanja
kutova kroz primjenu u raznim primjerima i da uvijek drzite na umu Sto sve mozete koristiti.

Najprije ¢emo se prisjetiti pravila iz osnovne skole. Oni ¢e biti nasi alati u lovu na kuteve i bitno je da njima

neki od vas mozda nisu uopée sreli pa ¢emo u drugom dijelu predavanja detaljno objasniti o ¢emu se radi. Do
tada, evo kratki podsjetnik Sto sve mozete koristiti u zadacima:

« vrsni kutovi su jednaki, sukuti su suplementarni (tj. zbroj im je 180°), kutovi s paralelnim kracima (kutevi
uz presjecnicu) su jednaki, a kutovi s okomitim kracima su ili jednaki ili suplementarni

e zbroj unutarnjih kutova u trokutu je 180°, u ¢etverokutu 360°, a u opcéenitom mnogokutu s n stranica

(n—2)-180° (ako je mnogokut pravilan, svi unutarnji kutovi su mu jednaki pa je svaki veli¢ine W)

e zbroj vanjskih kutova svakog mnogokuta je 360°
¢ u jednakostrani¢nom trokutu svi kutovi su jednaki, a u jednakokra¢nom su kutovi uz osnovicu jednaki

o poudci o sukladnosti (SSS, SKS, KSK, SSK - dvije stranice i kut nasuprot vece) i sli¢nosti (KK, SKS,
SSS) trokuta

« vanjski kut trokuta jednak je zbroju preostala dva unutarnja kuta trokuta (objasnite zasto!)

o srediste trokutu upisane kruznice je sjeciSte simetrala svih kutova, a srediSte opisane je sjeciste simetrala
svih stranica trokuta

¢ u pravokutnom trokutu je srediSte opisane kruznice poloviste hipotenuze, a u jednakostrani¢nom trokutu
se srediSte opisane i upisane kruZnice poklapaju (zajedno s ortocentrom i teziStem)

e paralelogram: dijagonale se raspolavljaju, nasuprotni kutovi su jednaki, a susjedni su suplementarni; za
romb jos vrijedi da se dijagonale sijeku pod pravim kutem

e trapez: kutovi uz isti krak su suplementarni, srednjica je paralelna s osnovicama; u jednakokrac¢nom trapezu
su jos kutovi uz istu osnovicu jednaki te su dijagonale jednake duljine i raspolavljaju se

o sredisnji kut kruznice dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta, svi obodni kutovi nad istim lukom
su jednaki, a obodni kutovi nad suprotnim lukovima su suplementarni (objasnite zasto vrijedi posljednja
tvrdnjal)

e obodni kut nad promjerom je pravi (Talesom teorem), vrijedi obrat (ako je@ proizvoljna duzina, tada
je skup svih tocaka T takvih da je ZAT B pravi kut kruznica s promjerom AB)

« u pravokutnom trokutu je zbroj kvadrata duljina stranica kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze (Pi-
tagorin poudak), vrijedi obrat (ako ta jednakost vrijedi za stranice trokuta, tada je taj trokut pravokutan
- ovo je korisno za uoditi prave kutove)

o itd.

Laksi zadaci

1. Neka je dan trokut ABC' u ravnini i tangenta na njegovu opisanu kruznicu u tocki B. Treba dokazati da
je tada kut izmedu tangente i tetive BC jednak obodnom kutu ZBAC'. Ovaj rezultat mozete ubuduée
koristiti u zadacima.

2. Neka je AB promjer kruznice k i neka su P, @ na luku AB. Neka je M presjek pravaca AP i BQ, a N
presjek pravaca AQ i BP. Dokazite da je MN 1 AB.
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U raznostranicnom trokutu ABC simetrala kuta ZBAC sijece stranicu BC u tocki D. Neka je M tocka
na stranici AB takva da je [BM| = |BD|, a N tocka na produzetku stranice AC, preko vrha C, takva da
je |CN| = |CD]|. Dokazite da su kutovi ZDMA i ZNDA jednaki.

. Zadan je tupokutni trokut ABC' s tupim kutom u vrhu B. Simetrala vanjskog kuta pri vrhu C sijece

pravac AB u tocki D, a simetrala vanjskog kuta pri vrhu A sijece pravac BC u tocki E. Odredi veli¢ine
kutova trokuta ABC' ako vrijedi da je |AE| = |AC| = |CD,|.

. Neka su tocke A i B sjeciSta kruznica k; i ko. Neka su pravci a i b kroz tocku A takvi da a sijece ki

iutocki C, a ko iu tocki D i b sijeCe k1 i u tocki E, a ko i u tocki F, pri ¢emu tocke C, D, E F
pripadaju istoj poluravnini u odnosu na pravac AB i to¢ka F se nalazi unutar kuta ZBAC. Dokazi da je
ABEC ~ ABFD.

Umjereni zadaci

6.

10.

11.

12.

Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC, te neka je N noziste visine iz vrha A.
Dokazite da je ZBAN = ZCAO.

Neka je duzina AD promjer kruznice, a B i C tocke na kruznici takve da se duzine AC' i BD sijeku unutar
kruznice pod kutom od 60°. Ako je tocka S srediste kruznice, dokazite da je trokut BC'S jednakostranican.

Neka je tocka D sjeciste stranice AB trokuta ABC i simetrale kuta trokuta u vrhu C. Kolike su veli¢ine
kutova trokuta ABC' ako se podudaraju srediste upisane kruznice trokuta ADC i srediste opisane kruznice
trokuta ABC?

Neka je D tocka na stranici AC trokuta ABC takva da pravac AB dira opisanu kruznicu trokuta BCD
u tocki B i neka pritom vrijedi |BD| = |C'D|. DokaZite da je pravac BD simetrala kuta ZCBA.

U trokutu ABC je ZABC = 45°. Na stranici BC dana je to¢ka D tako da je |[CD| = 2|BD| i ZBDA =
120°. Odredite velicine kutova trokuta ABC.

Neka je ABC trokut u kojem je najdulja stranica BC, a kut ZBC A tri puta veéi od kuta ZABC'. Simetrala
vanjskog kuta kod vrha A sijece pravac BC u tocki Ay, a simetrala vanjskog kuta kod vrha B sijece pravac
AC u tocki By. Ako je |AAg| = |BBy|, odredite kutove danog trokuta.

Dvije kruznice sijeku se u tockama P i Q). Ako dva pravca koja prolaze kroz tocku @ sijeku prvu kruznicu
u tockama A i B, a drugu kruznicu u tockama C' i D, dokazi da su trokuti PAB i PCD sli¢ni.

Uvod u tetivne cCetverokute

Znamo otprije da svakom trokutu mozemo opisati kruznicu, no isto ne vrijedi i za ¢etverokute. Cetverokut
kojem se moze opisati kruznica zove se tetivni cetverokut. Drugim rijec¢ima, tetivni ¢etverokuti su konveksni
cetverokuti ¢ija sva Cetiri vrha leze na istoj kruznici, tj. njihove stranice ujedno su tetive iste kruznice. Vrlo cesto
pokaze se korisnim u zadacima prepoznati tetivne cetverokute i koristiti njihova svojstva vezana uz kutove.

Sljedede tvrdnje su ekvivalentne (dakle, ako vrijedi bilo koja od njih, tada vrijede i sve ostale):

cetverokut ABCD je tetivan

simetrale stranica ¢etverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki (koja je tada srediSte njemu opisane kruz-
nice)

LABC + LZADC = 180°
ZBCD + £ZDAB = 180°
LABD = ZACD
LADB = /ZACB
/ZBAC = ZBDC
LCAD = ZCBD.

Sad ve¢ znamo odrediti jako puno kutova ako se u zadatku pojavi bilo koji ¢etverokut upisan u kruznicu.
Iskoristite to u sljede¢im zadacima:
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. Neka se simetrale kutova cetverokuta ABCD sijeku u tockama F, F', G i H. Dokazite da je Cetverokut
EFGH tetivan.

Tocke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE. Odredite ZABC + ZCDE.

Jednakokraé¢ni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruznicu k& Neka je D tocka na osnovici |[BC| tog
trokuta, ki kruznica opisana trokutu ABD, i FE tocka na kruznici k;. Pretpostavimo da pravac AFE sijece
kruznicu k£ u tockama A i F tako da F' lezi izmedu A i E. Ako se pravci DE i BF sijeku u tocki G,
dokazite da vrijedi |EG| = |GF|.

Dan je tetivni ¢etverokut ABCD. Simetrala duzine BC sijece duzinu AB u tocki E. Kruznica koja prolazi
tockom FE, vrhom C i polovistem F' stranice BC sijece duzinu C'D u toc¢ki G. Dokazite da su pravci AD
i FG medusobno okomiti.

U trokutu ABC kut ZCAB = 50° i ZABC = 60°. Na stranici AB nalazi se to¢ka D, a na stranici BC
tocka F tako da je ZCAE = ZACD = 30°. Izrac¢unajte mjeru kuta ZCDE.

U trokutu ABC vrijedi |AB| < |BC| = |C'A|. Tocka M nalazi se na AB tako da je |AM| = 2|BM|. Neka je
F poloviste BC', te H na AF tako da su M H i AF medusobno okomiti. Dokazite da je /BHF = Z/ABC.
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6.4. N21: Zadaci sa znamenkama - Mislav Brnetic

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Korisno je znati kod rjesavanja zadataka sa znamenkama:

e Zapis prirodnog broja @y,a,_1...G2aG10g = @y, - 10" 4+ ap_1 - 1071 + ... +ag - 10> + a; - 10 + ag

o Kriteriji djeljivosti

e Kvadrat prirodnog broja n, n

— 2|n ako i samo ako je zadnja znamenka broja n 0, 2, 4, 6 ili 8

— 3|n ako i samo ako je zbroj znamenaka broja n djeljiv s 3

— 4|n ako i samo je dvoznamenkasti zavrSetak broja n djeljiv s 4

— 5|n ako i samo ako je zadnja znamenka broja n 0 ili 5

— 8|n ako i samo ako je troznamenkasti zavrSetak broja n djeljiv s 8
— 9|n ako i samo ako je zbroj znamenaka broja n djeljiv s 9

— 11|n ako i samo ako je razlika zbroja znamenaka na parnim mjestima i zbroja znamenaka na neparnim
mjestima djeljiva s 11

2 = n - n zavrsava znamenkama 0, 1, 4, 5, 6 ili 9.

e n-ta potencija broja a je broj a™ = a-a- ... - a i zavrsne znamenke potencija se periodicki ponavljaju

Laksi zadaci

1.
2.

10.
11.

Ako sve prirodne brojeve redom pisemo jedan pored drugog, koja ¢e se znamenka naci na 2020. mjestu?

Dokazi: ako su u troznamenkastom prirodnom broju dvije posljednje znamenke jednake, a zbroj njegovih
znamenaka djeljiv sa 7, onda je i sam broj djeljiv sa 7.

. Odredite sve troznamenkaste brojeve koji su 5 puta veé¢i od umnoska svojih znamenaka.
. Dokazi da je zbroj 11998 4 21998 4 31998 4 41998 qialjiv s 10.

. Odredi sve prirodne brojeve djeljive s 8 kojima je zbroj znamenaka manji od 10, a umnozak znamenaka

je jednak 12.

. Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva koji su sastavljeni od medusobno razli¢itih znamenaka iz skupa

0,1,2,3,4,5 i djeljivi su s 57

. Neka je A broj Sesteroznamenkastih brojeva ¢iji je umnozak znamenki 105, a B broj Sesteroznamenkastih

brojeva ¢iji je umnozak znamenki 147. Odredi omjer A : B.

. Tamara je na ploc¢u napisala paran prirodan broj. Nakon toga je, jednog za drugim, napisala jos 12 brojeva

tako da je svaki broj za 5 veéi od kvadrata prethodno napisanog broja. Odredi kojom znamenkom moze
zavrsiti posljednji napisani broj.

. Odredi sve troznamenkaste brojeve sa zbrojem znamenaka 11 od kojih se zamjenom znamenki jedinica i

stotica dobiva za 594 vedéi broj.
Odredi posljednjih 2019 znamenaka broja 22019 . 52018 . 92017
Neka su a,b i ¢ medusobno razli¢ite znamenke razlic¢ite od nule. Moze li zbroj

abc + acb + bac + bea + cab + cba

biti jednak kvadratu nekog prirodnog broja?

Tezi zadaci

12.

Dokazi da ne postoje prirodni brojevi m,n,p takvi da je

m? 4+ n? + p? = mn + np + pm + 50.
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14.
15.

16.

17.
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. Ako su a i b prirodni brojevi, onda je a.b decimalni broj dobiven tako da iza broja a zapisemo decimalnu
tocku i nakon toga broj b. Na primjer, ako je a =20 i b =17, onda je a.b=20.17 i b.a = 17.2.0dredi sve
parove (a,b) prirodnih brojeva za koje vrijedi a.b - b.a = 13.

Dokazite da je broj 111...11222...225, koji ima 1997 jedinica i 1998 dvojki u svom zapisu, potpuni kvadrat.

Dan je prirodan broj n. Broj A ima 2n znamenka 4, a broj B ima n znamenka 8. Dokazite da je A+2B+4
potpuni kvadrat.

Svaka znamenka prirodnog broja n (osim prve) strogo je veca od znamenke koja se nalazi neposredno
lijevo od nje. Odredi zbroj svih znamenaka broja 9n.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoje prirodni brojevi a i b takvi da je
S(a) = 8S(b) = S(a+b) =n,

pri ¢emu S(a) oznacava zbroj znamenaka broja a.
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6.5. C24: Uvod u princip matematicke indukcije - Nika Utrobici¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Matematicka indukcija je metoda dokazivanja koja funkcionira tako $to za najmanji moguéi slucaj dokazemo
da vrijedi, te dokazemo da ako tvrdnja vrijedi za neki slucaj, vrijedi i za sljede¢i. Ovo radimo na konac¢nim i
prebrojivo beskonac¢nim skupovima.

Vizualizirati je mozemo dominama: dokazemo li da ¢ée u nizu domina prva pasti te da ¢ée, ako neka domina
padne, pasti i sljedeca, po principu matematicke indukcije mozemo zakljuciti da ¢e pasti sve domine.

Provodi se u 3 dijela:

1. BAZA: u ovom dijelu dokazujemo da tvrdnja vrijedi za najmanji slu¢aj, najcesée n = 1.
2. PRETPOSTAVKA: u ovom dijelu pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki n.

3. KORAK: u ovom dijelu koriste¢i pretpostavku dokazujemo da tvrdnja vrijedi za neki n + 1.

Laksi zadaci

1. Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost:

nr+1)

1424+ ... +n= 5

2. . Dokazi da za svaki n € N vrijedi

n(3n+7)

54+8+11+...+(Bn+2)= 5

3. Dokazi da za svaki n € N vrijedi

nn+1)(2n +1)
6

124224324+ ... +n%=

4. Dokazi da za svaki n € N vrijedi

(n+1)(n+2).2n=2"-1-3-5-...-(2n—1)

Umjereni zadaci

5. Dokazite da se, za proizvoljan prirodni broj n, 2n x 2n plo¢a moze poplocati tako da ostane to¢no jedno
prazno mjesto, koristeéi samo tromine oblika slova L s jednakim krakovima (dakle kao 2 x 2 kvadrat, samo
bez jednog vrha).

6. Dokazi da 3"+1|23n + 1 za sve prirodne brojeve.

7. Dokazite da je broj dijagonala pravilnog n-terokuta jednak w

8. Dokazite nejednakost za prirodne n > 3:
3" >2"+3n

9. Je li broj 147 + 247 4 347 4 447 djeljiv s 5?7
10. Je li broj 62" + 3"*2 + 3" za sve n djeljiv sa 337

11. Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguée platiti svaku cjelobrojnu postarinu
od 8 kn navise.

12. Dokazite da vrijedi 3" > n* za sve n > 7
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Tezi zadaci

13

14.

15.

16.

17.
18.

19.

. dokazite AG nejednakost indukcijom!

a1 +az+ ... +ay
n

> {/ar-az-as- ... ap

Na teniskom turniru sudjelovalo je 2™ igraca, gdje je n prirodan broj. Svaki je igra¢ odigrao po jedan mec
sa svakim od preostalih igraca. Dokazimo da mozemo odabrati n 4 1 igraca i poredati ih u niz, tako da je
svaki od njih pobijedio sve igrace koji su iza njega u nizu.

U prostoriji se nalazi n kutija visina 1,2, 3, ..., n koje treba nekim poretkom smjestiti uz zid. Macak Fiko
moze sko€iti s jedne kutije na sljedeé¢u ako je sljedeéa kutija niza (nije bitno koliko) od one na kojoj se
nalazi ili je za najvise 1 visa od one na kojoj se trenutno nalazi. Na koliko nacina se kutije mogu poredati
tako da Fiko moze krenuti s prve kutije u nizu i sko¢iti redom na svaku iduéu kutiju?

Neka su prirodni brojevi od 1 do n poredani u niz u nekom poretku. Na nizu vrsimo sljede¢u operaciju:
ako je k prvi broj u nizu, obrnemo poredak prvih k£ brojeva u nizu. Dokazi da se nakon kona¢no mnogo
primjena ove operacije broj 1 pojavi na prvom mjestu.

Moze li se ploc¢u dimenzija 3 x 99 poplocati L-trominama (plo¢icama od 3 kvadratiéa u obliku slova L)?

Dokazite da je moguée brojeve 1,2,...,n poredati u niz tako da aritmeticka sredina niti jedna dva broja
ne bude izmedu njih.

Dokazite da se za svaki n > 6 kvadrat moze razrezati na n manjih kvadrata.
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Poglavlje

Zadaci za drugu grupu

A22: Nejednakosti - Al Depope

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Nejednakosti sredina (KAGH)

Neka su z1,..., 2, pozitivni realni brojevi. Tada definiramo harmonijsku (H), geometrijsku (G), aritmeticku
(A) te kvadratnu (K) sredinu brojeva 1, ..., x, pomoéu
n T1+...x 22+t a2
H=—5——5, G={n102 2y, A= 0nge gL T

Vrijedi kako je K > A > G > H te se jednakost izmedu bilo koji dvije od ovih sredina postize ako i samo ako
jexlz...:xn.

Cauchy-Schwartzova nejednakost (CSB)

Neka su aq,...,an 1 b1,...,b, realni brojevi. Tada vrijedi
n n n
(o) (32) > Som
i=1 i=1 i=1
Takoder,uz iste oznake kao i gore, ali uz uvjet da su by, ...,b, pozitivni, vrijedi i tzv. Engelova forma CSB
nejednakosti:
‘L%JFCL%JF an o ([ tat-+an)?
by by b, T by+byt---+b,

Laksi zadaci
1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

2. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

. 2
Vab + Vbe + Yea — 1 < g(a—i—b—&—c).
3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:
a® b? 3a+2b—c
+ > .
a+b b+c ™ 4

4. Neka su z,y, z nenegativni realni brojevi takvi da je x +y+ z = 1. Odredite maksimalnu vrijednost izraza
x2y? + 222 + 2zyz.
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5. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

VaBz+y) +VyBy +2) + 2Bz +x) <2(x +y+ 2).
6. Dokazite da vrijedi Cauchy-Schwartzova nejednakost te Engelova forma Cauchy-Schwartzove nejednakosti.
Umjereni zadaci

7. Neka su a, b, ¢, d, e pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a+b+c+d+e
b+c¢c c¢c+d d+e e+a a+b

5
> —.
-2

8. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a? — be n b2 — ca n 2 —ab >0
262 +b2+¢c2  202+c2+a%2 22 +a2+02 7 7

9. Neka su ay, ag, ..., a, pozitivni realni brojevi takvi da je a; + as + ... + a,, = 1. Dokazi nejednakost:

a’ a’ N ad_, al S 1
5 5 aee b) = —.
a? + agas a3+ agay a?_ | +apna; a2 +ajax 2

10. Neka je n € N. Dokazite da vrijedi:
1 n+1 1 n 1 n
(a) <1+ ) 2(14—) ) (b) (1+) < 4.
n+1 n n

11. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi:

Tezi zadaci

1 n 1 n 1 >§
at(b+c) b(at+c) Ala+bd) — 2

12. Neka su z, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je xy+yz+ zx = x+y—+ 2. Dokazite da vrijedi nejednakost:

1 1 1
<1.
m2+y—|—1+y2+z+1+z2+x+1_

13. Za a,b,c € R, takve da je a + b+ ¢ > abc, dokazi da vrijedi

a?+ b2+ > V3abe.
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7.2. C22: Invarijante - Luka Banovi¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod
Poénimo s 2 primjera:

Primjer 1. Na stolu je 100 ¢asa, od kojih je jedna postavljena otvorom prema dolje, a ostale otvorom prema
gore. U jednom potezu dozvoljeno je istovremeno preokrenuti dvije ¢ase. Moze li se, ponavljanjem ovog postupka,
posti¢i da sve ¢ase budu postavljene otvorom prema gore.

Primjer 2. Na ploci su na pocetku napisana 3 broja a, b, c. U svakom koraku obrisemo ta 3 broja i umjesto njih
napisemo brojeve 2a — b, 2b — ¢, 2¢ — a. Ako su na pocetku bili napisani brojevi 6, 10 i 18, mozemo li uzastopnim
ponavljanjem ove operacije doéi do trojki 2, 14, 201 5, 12, 177

Ovo su primjeri zadataka kojima ¢emo se danas baviti. U prvom primjeru nakon malo isprobavanja vidimo da
nikako ne uspijevamo postiéi cilj, pa nam to daje naslutiti da ipak u navedenom zadatku neé¢emo uspjeti. Kad
malo bolje proucimo Sto se dogada, vidimo da pri okretanju ¢asa imamo 3 moguénosti (okre¢emo 2 okrenute
prema dolje, 2 okrenute prema gore ili 2 razlicito okrenute), i kod sve tri moguénosti parnost broja ¢asa okrenutih
prema dolje se ne mijenja (ili onih okrenutih prema gore). Zakljucujemo stoga da ne mozemo posti¢i da sve ¢ase
budu okrenute prema gore.

U ovom primjeru, dakle, parnost broja casa okrenutih prema dolje se nije mijenjala Sto god napravili. Stoga
¢emo redi da je ta veli¢ina (ili to svojstvo) bila invarijanta. Uoditi invarijantu u kombinatornim zadatcima
cesto je od klju¢ne vaznosti, jer na taj nacin mozemo precizno objasniti zasto zadani cilj u zadatku ne mozemo
postiéi.

Sli¢éna stvar se dogada i u drugom primjeru. Odmah moZemo uociti da ée zbroj brojeva biti invarijantan (tj. ne
mijenja se prilikom provodenja koraka). Kako je 6 + 10 + 18 # 2 + 14 + 20, vidimo da ne moZemo doé¢i do prve
trojke. Uz ovu, mozemo uociti i drugu invarijantu: kako kre¢emo s 3 parna broja, u svakom sljede¢em koraku
ponovno ¢emo na ploc¢i imati 3 parna broja. Iz ovoga slijedi da ne mozemo dobiti ni drugu trojku.

Dakle, u svakom zadatku u kojem se spominje neki postupak izuzetno je korisno naéi veli¢inu koja se ne mijenja.
No, to c¢esto nije nimalo jednostavno, i potrebno je dosta iskustva, a nerijetko i kreativnosti da bi se rijesili iole
tezi zadatci. Stoga je cilj ovog predavanja da postanete bolji u oba ta aspekta.

Laksi zadatci

1. Ploca 8x8 obojena je kao sahovska ploca. U pojedinom potezu treba odabrati jedan redak ili stupac i svim
poljima u tom retku ili stupcu promijeniti boju iz crne u bijelu i obrnuto. Moze li se, kona¢nim nizom
takvih poteza, posti¢i da to¢no jedno polje na ploc¢i bude crno?

2. U kutiji je m crvenih i n plavih kuglica. U svakom koraku Anica uzima nasumce dvije kuglice iz kutije.
Potom ukoliko je izvukla dvije kuglice iste boje, u kutiju stavlja jednu crvenu kuglicu, a u suprotnom u
kutiju stavlja jednu plavu kuglicu. Odredite koje ¢e boje biti zadnja preostala kuglica u kutiji ako je na
pocetku:

a) m=n =2020, b)m = 2020,n = 2021.
3. U svako polje ploce 3x3 napisan je po jedan cijeli broj. Anica u svakom koraku odabire 2 susjedna polja
ploce (tj. 2 polja sa zajednickom stranicom) i svakom od brojeva na tim poljima isti cijeli broj. Ako su na

pocetku na ploci pisali redom brojevi od 1 do 9, moze li Anica u kona¢no mnogo koraka dobiti ploc¢u u
kojoj su u odnosu na pocetnu zamijenjeni brojevi u 1. i 2. retku?

4. Na plod su napisani brojevi 1,v/2 i 1+ /2. U svakom koraku 2 broja na plo¢i, neka su to a i b, brisemo i

umjesto njih pisemo a—\;%b i a\;;. Mozemo li nakon kona¢no mnogo koraka dobiti na ploci trojku %, 2v2 i
19
75

5. Anica se kreée po koordinatnoj mrezi po sljede¢em pravilu: u svakom koraku iz tocke (z,y) ona se pomice
u bilo koju od tocaka (y,x), (3z,—2y), (—2z,3y), (x + 1,y +4) i (x — 1,y — 4). Moze li Anica do¢i do
ishodista koordinatnog sustava ako je krenula iz tocke (0,1)?

6. Na stolu su 3 hrpe s po n kamenci¢a. U svakom koraku Anica bira dvije hrpe s kojih uzima po jedan
kamencié¢, te potom jedan kamencié¢ stavlja na treéu hrpu. Moze li Anici naposljetku ostati samo jedan
kamencié¢ na stolu?
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. Na zabacenom otoku zivi 600 kameleona: 100 zelenih, 200 plavih i 300 crvenih. Kad se susretnu 2 kameleona
razli¢itih boja, oni mijenjaju svoje boje u treéu boju. Moze li se dogoditi da, poslije kona¢no mnogo susreta,
svi kameleoni budu iste boje?

Tezi zadatci

8

10.

11.

12.

13.

. 3 skakavca sjede u 3 vrha kvadrata. Svake minute jedan od njih preskoci nekog od preostala 2 te se smjesti
u tocku simetri¢nu onoj iz koje je skocio u odnosu na skakavca kojeg je preskocio. Moze li barem jedan
od njih nakon kona¢no mnogo vremena stié¢i u ¢etvrti vrh kvadrata?

Na beskonac¢noj ploci sastavljenoj od jedini¢nih kvadrati¢a, konacan broj polja obojen je crnom bojom
(ostala su polja bijela). U svako polje bijele boje upisan je broj susjednih polja (polja sa zajednickom
stranicom) crne boje, a u svako polje crne boje upisan je broj susjednih polja bijele boje. DokaZite da je
zbroj svih brojeva na ploci uvijek djeljiv s 4.

Zadana je ploca 5x5 na ¢ijem je svakom polju postavljen po jedan Zeton. Ako u svakom koraku pomaknemo
s 2 polja (ne nuzno razli¢ita) po jedan Zeton u neko od susjednih polja (pri ¢emu su 2 polja susjedna ako
imaju zajednic¢ku stranicu), mozemo li sve Zetone premjestiti u sljedecéa polja:

a) polje u 1. retku i 2. stupcu, b) polje u 1. retku i 3. stupcu?

Brojevi 1 1 -1 su upisani u vrhovima pravilnog dvanaesterokuta tako da -1 pise u samo jednom vrhu, a
u ostalima piSe 1. U svakom koraku Anica smije zamijeniti predznake brojeva u 4 uzastopna vrha. Moze
li Anica ponavljanjem postupka posti¢i da se broj u kojem je pisalo -1 pomakne na susjedni vrh, a da u
svim ostalim vrhovima pise 17

Anica i Bozica igraju igru. Najprije Bozica napiSe 9 brojeva na ploc¢u, a onda Anica pokusava dobiti da
svi brojevi budu jednaki viSestrukim ponavljanjem sljede¢eg postupka: u jednom koraku Anica odabire 2
broja i mijenja svaki od njih njihovim zbrojem. Moze li Bozica odabrati takve brojeve da Anica ne moze
ostvariti svoj naum ili pak Anica moze ostvariti svoj naum bez obzira koje brojeve Bozica odabere?

Anica je na plo¢i napisala brojeve 12, 32,52, ...,20172. U svakom koraku ona odabire 3 broja a, b, ¢, izbrise
ih i umjesto njih napise broj 1 + |a — b + |b — ¢| + |¢ — a|. Anica ponavlja postupak dok god ne ostanu
samo 3 broja na plo¢i. Dokazite da zbroj zadnja 3 broja na ploé¢i ne moze biti jednak nijednom od brojeva
koji su na pocetku bili napisani na ploci.

Ako vam je bas bilo lagano...

14

15

. Na plo¢i je napisano prvih 2020 prirodnih brojeva. U svakom potezu Anica obrise brojeve a,b s ploce i
umjesto njih napise broj #bb—&-l' Odredite zadnji broj koji ¢e ostati na plodi.

. Prvih 100 prirodnih brojeva je napisano na plocu, i to svaki toéno jednom. Anica u svakom koraku bira
dva broja a i b s ploce, brise ih i umjesto njih na plo¢u napise najveéi zajednicki djelitelj brojeva a?+b% +2
i a®b? + 3. Naposljetku na ploci ostane jedan broj. Dokazite da taj broj ne moze biti potpun kvadrat.
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7.3. G22: Karakteristicne tocke trokuta - David Mikulci¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Bitne tocke trokuta:

1.
2.

srediSte opisane kruznice O - sjeciSte simetrala stranica
srediSte upisane kruznice I - sjeciste simetrala kutova
ortocentar H - sjeciSte visina

teziste G - sjeciste tezisnica

srediSte pripisane kruznice I, (nasuprot vrha A) - sjeciste dvije vanjske i jedne unutarnje simetrale kuta.

Zadaci

1.

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Neka je X presjek simetrale kuta u vrhu A i stranice BC, te Y presjek pravca BC te tangente u tocki A
na opisanu kruznicu. Dokazi |[AY| = | XY|

. Dokazi da bitne tocke trokuta postoje.
. Dokazi ZACO = /BCH.

. Neka je tocka N noziste visine iz vrha C te tocka M sjeciSte opisane kruznice trokuta ABC' te pravca

CN. Dokazi |[MN| = |[NH]|.

. Neka je tocka M poloviste BC. Dokazi da se sjeciste pravaca HM i AO nalazi na opisanoj kruznici ABC.
. Dokazite da je BCII, tetivan te mu odredite srediste.

. Neka su tocke X i Y diralista redom upisane i pripisane kruznice s obzirom na vrh A sa BC. Dokazi

IBX| = |CY].

. Neka su tocke D,, Dy i D, diralista pripisanih kruznica te duzina nasuprot vrhova A, B i C. Dokazi da

su pravci I,Dg, Iy Dy i I.D,. konkurentni.

. Dokazi da je moguce formirati trokut od tezi$nica trokuta.

Dokazi ili opovrgni: postoji tocka X unutar trokuta ABC takva da vrijedi |/ X AB| = |ZXBC| = |£XCA]|.
Neka je tocka M poloviste BC. Dokazi |[AH| = 2|OM|

Dokazi da su polovista AH, BH, CH, noZista visina te polovista stranica trokuta ABC'. (Feuerbachova
kruznica)

Dokazi da su tocke H, G i O kolinearne. (Eulerov pravac)

Neka su tocke D, E i F diraliSta upisane kruznice trokuta ABC' te M poloviste BC. Dokazi da su pravci
AM, EF i ID konkurentni.

Dan je trokut s ortocentrom H i srediStem opisane kruznice O. Ako je mjera jednog kuta trokuta 60°,
dokazi da je simetrala tog kuta okomita na pravac OH. (DrZavno 2012.)

Neka su tocke D, E i F na stranicama trokuta redom nasuprot vrhova A, B i C. Dokazi da su AD, BE
i CF konkurentni ako i samo ako vrijedi BD - CE - AF = CD - AE - BF. (Ceva)

Neka je C'H visina siljastokutnog trokuta ABC, a tocka O srediste njemu opisane kruznice. Ako je T’
noziste okomice iz tocke C' na pravac AQO, dokaZi da pravac TH prolazi polovistem duzine BC. (DrzZavno
2009.)

U trokutu ABC tocke O i I predstavljaju centar opisane i upisane kruznice, redom. Neka je O; central-
nosimetricna slika tocke O u odnosu na tocku I, i neka je I; centralnosimetri¢na slika tocke I u odnosu
na tocku O. Ako Ojp lezi na visini iz vrha A a I; lezi na visini iz vrha B, dokazati da je trokut ABC
jednakostranican. (Republicko 2019.)
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. Dan je trokut ABC u kojem simetrala kuta pri vrhu A sijece stranicu BC u tocki X. Pravac kroz X

okomit na AX sijece pravac AB u toc¢ki Y , a pravac kroz Y okomit na AB sijece polupravac AX u
tocki R. Ako pravac XY sijece tezisnicu trokuta ABC' iz vrha A u tocki S, dokazi da su pravci BC i RS
medusobno okomiti.

Upisana kruZnica dodiruje AB i AC redom u to¢kama M i N. Neka je P tocka presjeka simetrale kuta u
vrhu B i pravca M N. Dokazi P(ABC) = 2P(ABP) (Republicko 2003.)

U trokutu ABC vrijedi |AB| > |BC/|, a tocke M i N redom se nalaze na AB i BC tako da je |[AM| = |C'N]|.
Pravci MN i AC sijeku se u tocki K. Neka je P srediste kruznice upisane trokutu AM K, a @ srediste
kruznice pripisane trokutu CNK nasuprot vrha K. Dokazi da je poloviste luka AC' (na kojem lezi B)
kruznice opisane trokutu ABC' jednako udaljeno od toc¢aka P i Q.
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7.4. N22: Diofantske - Al Depope

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

1. Promatranje ostataka
Ukoliko Zelimo pokazati da zadana diofantska jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja, ponekad je korisno
promatrati ostatke pri dijeljenju lijeve i desne strane s nekim brojem. Ako ne postoji sluc¢aj u kojem lijeva
i desna strana daju iste ostatke, tada polazna jednadzba nema rjesenja. Korisno je promatrati kvadratne
ostatke pri dijeljenju s 3,4,7,8 i 9 te kubne ostatke pri dijeljenju sa 7.

2. Faktorizacija

Na jednoj strani zelimo dobiti nesto Sto znamo faktorirati, a na drugoj produkt nepoznanica.

3. Koristenje nejednakosti
U prirodnim brojevima rijesite sljede¢u jednadzbu:

22y + 2z + 222 = 3ayz.

Laksi zadaci
1. Nadite sve cijele brojeve z i y takve da je z(y + 1)? = 243y.
2. Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 3-2™ + 1 = n?.
3. Odredite sve parove (z,y) cijelih brojeva za koje vrijedi:
2’ +y’ = (v +y)*

4. Nadite sve parove cijelih brojeva (x,y) za koje vrijedi

z? — y! = 2001.
5. Dokazite da jednadzba

2?2 4 22 (2 = 22004
pri ¢emu vrijedi da je 0 < z <y < z < ¢, ima toéno 2 rjesenja u skupu cijelih brojeva.

6. U prirodnim brojevima rjesite jednadzbu:

5(yz + xz + xy) = 3xyz

7. Oznacimo s s(n) broj cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
1 1 1
4=,
Ty n
Nadite sve prirodne brojeve n za koje je s(n) = 5.
Umjereni zadaci

8. Odredite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe:

z(x+1)(z+7)(z+8) =9
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9. Dokazite da za sve n > 6 jednadzba

ima rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

10. Odredite sve pozitivne brojeve n, k1, ko, k3, . . . , k, takve da je:
ki+--+k,=506n—-4
: 1

1
a4 =1,
k1+ +kn

11. Neka su m,n,x i y prirodni brojevi za koje vrijedi
(@ +y*)™ = (zy)™
Dokazite da je tada x = y.

Tezi zadaci

12. Dokazite da jednadzba 3% = 2° — 4 nema cjelobrojnih rjesenja.

13. Nadite sve trojke (x,y,p) gdje su z i y prirodni brojevi te p prost broj takve da zadovoljavaju

2o+t +1=pY.

14. Nadite sve prirodne brojeve x i y koji zadovoljavaju jednadzbu

3 =2%y + 1.
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7.5. C25: Prebrojavanja - Mislav Brnetic
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢emo osnovne principe prebrojavanja.
Neki od osnovnih principa prebrojavanja su:

1. Princip zbroja - broj elemenata unije dva disjunktna konacna skupa je suma brojeva elemenata tih skupova
- ako imamo x predmeta tipa A i y predmeta tipa B ukupno imamo x + y predmeta

2. Princip umnoska - broj elemenata Kartezijevog umnoska konacnih skupova jednak je umnosku broja
elemenata tih skupova - ako na raspolaganju imamo x hlaca i y majica, tada se mozemo odjenuti na x -y
nacina

3. Princip bijekcije - dva skupa su ekvipotentna (imaju jednak broj elemenata) ako i samo ako postoji bijekcija
izmedu njih

4. Matematicka indukcija

5. Dirichletov princip - ako k- x + 1 predmeta smjestamo u = kutija, u barem jednoj ¢e biti £ + 1 predmet
Kod rjesavanja zadataka s prebrojavanjem, korisno se zapitati sljedece:

1. Sto zelim prebrojati?

2. Koja svojstva ima to Sto Zelim prebrojati?

3. Mogu li prebrojati sve osim onoga sto zelim prebrojati?

4. Mogu li rijesiti zadatak za male primjere "na prste"?

Binomni poucak

(:) - broj nacina za odabrati k-clani podskup iz n-clanog skupa

(1) = m

nl=n-(n—-1)...2-1

10

Npr. ako od 10 ucenika biramo 3 ucenika koja ¢e biti u istoj grupi, to mozemo napraviti na (3

) nacina.

Formula ukljudivanja - iskljuéivanja (FUI)

Ukoliko zelimo odrediti broj elemenata vise skupova koja nisu nuzno disjunktna, korisno je tu situaciju vizuali-
zirati pomoéu Vennovih dijagrama. Za dva skupa lako se zakljucuje i dokazuje da je:

|AUB|=|A|+ |B|-|AN B|

Isto se moze primijeniti i za bilo koji broj skupova (kako?).
Dvostruko prebrojavanje je metoda kojom se ista stvar broji na dva nacina.

Laksi zadaci

1. Na koliko nacina je moguce sloziti sendvi¢ ako su na raspolaganju 3 vrste peciva, 5 vrsta Sunke i 4 vrste
sira (sendvi¢ ima jedno pecivo, a moze imati jednu vrstu Sunke i/ili jednu vrstu sira)?

2. Na koliko se nacina moze 8 topova postaviti na sahovsku plocu tako da se medusobno ne napadaju?

3. Na koliko nacina mozemo izabrati osobu koja ¢e osvojiti kekse i dvije osobe koje ¢e osvojiti sok medu 15
osoba?

4. Koliko ima brojeva manjih od 1000 koji su djeljivi sa 3 ili sa 77

5. Kombinatorno dokazite da vrijedi:

(@) (o) = (. %)
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(b) 326 (7) =27
() (") = () + G2

. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva koji imaju barem jednu znamenku 57

. Stazu pravokutnog oblika Sirine 1.5 m i duljine 20 m treba poplocati jednakim plo¢ama oblika jednako-

krac¢nog pravokutnog trokuta s katetama duljine 50 cm, tako da katete budu paralelne stranicama tog
pravokutnika. Odredi broj nacina na koji je to moguce napraviti.

Umjereni zadaci

8

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

. Na ploc¢i se nalaze svi Sesteroznamenkasti brojevi sastavljeni od znamenaka 1,2,3,4,5,6, pri ¢emu se u

brojevima svaka znamenka pojavljuje to¢no jedanput. Brojevi su napisani u rastué¢em poretku, odnosno
od manjeg prema veéem. Koji se broj nalazi na 500. mjestu?

Neka je n > 2 prirodan broj. Plo¢i dimenzija n X n odstranjena su dva nasuprotna kutna polja. Na koliko
nacina je na tu plocu moguce postaviti n figura tako da nikoje dvije ne budu u istom retku ili stupcu?

Ucenici 6 razreda odlaze na izlet te mogu birati izmedu tri destinacije, A, B i C pri ¢emu na svaku
destinaciju mora oti¢i barem jedan razred. Na koliko nacina to mogu uciniti?

Koliko anagrama ima rije¢ MATEMATIK A?

Neka je n prirodan broj. Tri kvadrata stranice duljine n spojena su kao na slici. Zatim je svaki od njih
podijeljen na n? kvadrati¢a. Koliko je pravokutnika na slici?

T T

T

T

Na koliko dijelova n pravaca u opéem polozaju dijeli ravninu (svaka dva pravca se medusobno sijeku i
nijedna tri pravca se ne sijeku u istoj tocki)?

Neka su n i k prirodni brojevi te S = {1,2,...,n}.

(a) Odredi broj svih uredenih k-torki (A, As, ..., Ag) pri éemu su 4;,4 = 1,...,k u parovima disjunktni
podskupovi od S takvi da je UX_; 4; = S.

(b) Odredi broj svih uredenih k-torki (A;, Ag, ..., Ag) pri Cemusu 4;,i =1,...,k podskupovi (ne nuzno
disjunktni) od S takvi da je UF_ A; = S.

U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i svakom stupcu umnozak
upisanih brojeva bude 270. Na koliko je na¢ina to moguce napraviti?

Na koliko nacina se moze parkirati 10 vozila na 40 parkirnih mjesta tako da je izmedu svaka dva vozila
barem jedno prazno parkirno mjesto?
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9. Poglavlje

Zadaci za trecu grupu

d.1. A23: Razni zadaci s nizovima - Nika Utrobicic¢
Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Niz u skupu S je svaka funkcija a : N — S. Ona prirodnom broju n pridruzuje element a,, skupa .S. Element
ap, nazivamo opéim ili n-tim ¢lanom niza, a sam niz oznacavamo simbolom (a,). Niz ima beskona¢no mnogo

¢lanovas:
A1,02, ..., Oy ...

Aritmeticki niz - ako je a,, — an,_1 = d, n > 2, d je konstanta
Suma prvih n ¢lanova aritmetickog niza je: S, = 5 (a1 + an).
Geometrijski niz - ako je aa—jl =gq, n > 2, q je konstanta

Suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza s kvocijentom ¢ # 1: S, = a1 q;:f.

Teleskopiranje je metoda koju koristimo da bismo izracunali sumu kompliciranih ¢lanova niza. Clanove niza
zapisemo na drugi nacin koji nam olaksava izracun sume.
Primjer: Izracunajte sumu

1 L 1 L 1 T 1
1.2 23 34 7 (n—-1)-n
Rjesenje: Clan niza m mozemo zapisati kao m = ﬁ — %
! + ! + ! + ...+ ! =
1-2 23 34 7 (n-1)n
1 1+1 1+1 1+ n 1 1
2 2 3 3 4 7 n-1 n
1_1271—1
n n

Laksi zadaci
1. Dan je niz pozitivnih realnih brojeva ag, a1, as, ... takvih da vrijedi
ar=1—ag, ant1 =1—an(l—a,) zan > 1.

Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi

1 1 1
apay...an(—+ —+ ...+ —)=1.
ao a G,
2. Izracunaj:
3 4 2020
+ + ...+ .
421430 21431+ 4! 2018! + 2019! + 2020!

3. Neka su aq, as, ..., a,, ¢lanovi aritmetickog i by, bo, ..., b,, ¢lanovi geometrijskog niza s pozitivnim c¢lanovima.
) ) b 9 ) ) .
Ako je a; = by 1 a,, = b, dokazite da je suma ¢lanova aritmetickog niza veéa ili jednaka sumi ¢lanova
J ,
geometrijskog niza.
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4. Odredite postoji li beskonacan niz ay, as, as, ... prirodnih brojeva takav da jednakost

Ap+2 = Gpt1 + \/Gnt1 + ap

vrijedi za svaki prirodan broj n.

5. Neka je ag < a1 < as < ... beskonac¢an niz prirodnih brojeva. Dokazi da postoji to¢no jedan prirodan broj

n takav da je

ag+a1+...+a
a, < n < Gny1-
n

6. Neka sun,k, M iay,as,...,a, prirodni brojevi takvi da vrijedi

1 1 1
—+ —+..+— =kt ajas...a, = M.
a1 ag Qp

Ako je M > 1, dokazi da ne postoji pozitivan realni broj x takav da vrijedi
M(z+ 1% = (24 a1)(z + az)...(x + a,).

Tezi zadaci

7. Dan je prirodan broj n i niz ag, a1, ..., a,, za koji vrijedi ag = % i
2
Ay _
ap = ap—1 + ——*,
za k =1,2,...,n. Dokazite da je:
1
1—-—<a, <1
n
8. Niz aq, as, ... pozitivnih realnih brojeva zadovoljava uvjet
> kzak
a Mk
L = ai+k-1

za svaki prirodan broj k. Dokazi da je
a1 +ag+...+a,>n
za, svaki n > 2.

9. Zadan je niz realnih brojeva:

In
ro=1,21=1,2, = 3 + Tp_1Tp_9 zan > 2.

Postoji li realni broj A takav da je An < z,, < An + 1 za svaki n € N?
10. Neka je m > 1 prirodan broj. Niz ay, as, as, ... definiran je s a; = ag = 1,a3 = 4, te za sve n > 4:
an = m(an—l + an—2) — Gp-3.

Odredi sve prirodne brojeve m za koje su ¢lanovi tog niza potpuni kvadrati.
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awve

d.2. C23: Bojanja i poplocavanja - Nika Utrobici¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Bojanje u ovom kontekstu znaci dijeljenje nekog skupa na vise podskupova, primjerice ploce na crna i bijela polja.
Ovu metodu cesto koristimo kad zelimo doéi do kontradikcije: prebrojavanjem elemenata po podskupovima
zakljuéujemo da ih je u nekom podskupu neodgovarajuéi broj elemenata.

Uvodni zadaci

4.

5.

. Moze li se sahovska ploca bez gornjeg lijevog i donjeg desnog polja prekriti s 31 dominom?

Pravokutni pod prekriven je plocama 2 x 2 i 1 x 4. Jedna se ploca razbila, no dostupna nam je ploca
drugog oblika. Dokazite da se pod ne moze prekriti prerazmjestajem ovih ploca.

Je li mogucée plocu dimenzije 10 x 10 poplocati plo¢icama dimenzija 4 x 17
A L-tetrominama?

Je li moguce posloziti po jedan primjerak svake vrste tetromina u pravokutnik?

Laksi zadaci

6.

Na ploc¢u dimenzija 20 x 19 postavljene su plocice dimenzija 3 x 1 tako da prekrivaju to¢no tri polja ploce,
a medusobno se ne preklapaju i ne dodiruju, ¢ak ni u vrhovima. Odredi najveé¢i moguci broj plocica 3 x 1
na toj plodci.

. Neka je n > 3 prirodan broj. Na ploc¢i dimenzija n xn postavljen je neki broj domina, tako da svaka domina

pokriva to¢no dva polja ploc¢e i ne postoje dvije domine koje se preklapaju. Vrijednost retka ili stupca je
broj domina koje pokrivaju bar jedno polje tog retka ili stupca. Konfiguraciju ploc¢e zovemo balansiranom
ako postoji prirodan broj k takav da svaki redak i svaki stupac ima vrijednost k. Dokazati da balansirana
konfiguracija postoji za svaki prirodan broj n > 3 i odrediti minimalan broj domina potrebnih za tu
konfiguraciju.

. Prirodni brojevi su crni i bijeli. Suma 2 broja razli¢ite boje je crna, a njihov produkt je bijele boje. Koje

je boje produkt 2 bijela broja? Pronadi sva takva bojanja!

Umjereni zadaci

9.

10.

11.

12.

Ploca dimenzija 6 x 6 poploc¢ana je dominama. Pokazi da uvijek mozemo pronaéi pravac duz kojeg ¢emo
prelomiti plo¢u tako da ne prelomimo niti jednu dominu!

Dana je kvadratna plofa s n x n polja, gdje je n neparan prirodni broj. Svaki od 2n(n + 1) jedini¢nih
bridova koji omeduju polja te ploée je ili crvene ili plave boje. Poznato je da je najvise n? bridova crvene
boje.

Dokazi da postoji polje te ploce ¢ija su barem tri brida plave boje.

Na nekim poljima ploce dimenzija 2017 x 2017 nalazi se po jedna bubamara; ostala polja su prazna. Bu-
bamare se pomicu po ploc¢i, nikad ju ne napustajuci, prema sljede¢im pravilima. Svaka bubamara se svake
sekunde pomakne na susjedno polje. Pomaci su horizontalni (na polje lijevo ili desno od onog na kojem
se bubamara nalazi) ili vertikalni (na polje iznad ili ispod onog na kojem se bubamara nalazi). Bubamara
koja napravi horizontalni pomak u sljede¢oj sekundi mora napraviti vertikalni pomak, a bubamara koja
napravi vertikalni pomak u sljedecoj sekundi mora napraviti horizontalni pomak. Odredi najmanji broj
bubamara tako da, neovisno o njihovom pocetnom rasporedu i neovisno o njihovim pomacima mozemo
biti sigurni da ¢e se u nekom trenutku dvije bubamare na¢i na istom polju.

Na plocu dimenzija 8 x 8 postavljaju se tromino-plocice oblika b tako da svaka tromino-plocica prekriva
tocno tri polja ploce, a medusobno se ne prekrivaju.

Koliko je najmanje tromino-plocica potrebno postaviti na plocu ako zelimo da se nakon toga viSe ne moze
postaviti nijedna dodatna tromino-plocica.



13

14.

15.

LJETNI KAMP 2020.

. Dana je ploc¢a s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguce ukloniti dva polja u zadnjeg stupcu te ploce tako
da dobiveno plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika kao na slici? Plocice je dozvoljeno
rotirati.

| | (TTTT]

Je li moguce plocu dimenzija 1000 x 1000 prekriti koristeéi iskljucivo likove prikazane na slikama:

Likove nije dozvoljeno rotirati niti zrcaliti.

Ludi lovac je figura koja moze biti okrenuta prema jednom od cetiri dijagonalno susjedna polja i napada
sva polja ravno ispred sebe te ravno lijevo i desno od sebe (poput Sahovskog lovca koji ne vidi iza sebe).
Za dva polja igrace ploce kazemo da su dijagonalno susjedna ako imaju to¢no jedan zajednicki vrh. Odredi
najveci prirodni broj IV za koji je na igrac¢u plocu 8 x 8 moguée postaviti IV ludih lovaca tako da nijedan
od njih ne napada nekog od ostalih.

Tezi zadaci

16

17.

18.

19.

. Ove dvije figure prikazane na slici zovemo stubista.

Promotrimo 2018 x 2018 plocu kojoj su uklonjena 2 polja iz istog retka. Dokazi da se ostatak ploce ne
moze izrezati u stubista. StubiSta se mogu rotirati.

Na svakom polju 2017 x 2017 ploce nalazi se svjetiljka. Svaka svjetiljka je ili upaljena ili ugasena. Svjetiljka
je zlocesta ako ima parni broj upaljenih susjeda. Koji je najmanji broj zlocestih svjetiljki na ploci?

Zemljiste kvadratnog oblika dimenzija 8 x 8, ¢ije su stranice orijentirane sjever—jug i istok—zapad, podije-
ljeno je na 64 manje kvadratne parcele dimenzija 1 x 1. Na svakoj od tih parcela moze se nalaziti najvise
jedna kuca. Svaka pojedina kuéa moze se nalaziti unutar samo jedne 1 x 1 parcele. Za kucu kazemo da je
u sjeni ako se na svakoj od tri parcele koje su joj neposredno susjedne s istoka, zapada i juga nalazi po
jedna kuca. Odredite najveci broj kuéa koje se istovremeno mogu nalaziti na zemljistu, a da pritom niti
jedna nije u sjeni. Napomena: Po definiciji, kué¢e na istoénom, zapadnom i juznom rubu zemljiSta nikada
nisu u sjeni.

Neka je n > 2 prirodni broj. Dana je $ahovska plo¢a n x n koja se sastoji od n? polja. Raspored n topova
na toj ploci je miroljubiv ako se u svakom retku i u svakom stupcu nalazi tocno jedan top. Odredi najveci
prirodni broj k sa svojstvom da, za svaki miroljubivi raspored n topova, postoji kvadrat k x k na ¢ijih se
k2 polja ne nalazi niti jedan top.
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3.3. G23: Potencija tocke, radikalna os - Luka Banovi¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Potencija tocke

Primjer. Neka je k kruznica i T tocka izvan kruznice. Pravci p i ¢ neka prolaze tockom T, pri ¢emu pravac p
sije¢e kruznicu k u tockama A i B, a pravac ¢ u tockama C i D. (Uzmimo da je |TA| < |TB| i |[T'C| < |TD|.)

a) DokazZite da je |TA| - |TB| = |T'C|- |TD|.
b) Ako je E tocka na kruznici k takva da pravac TE dira tu kruznicu, dokazite da je |[TE|?> = |TA| - |TB].

Tvrdnja a) iz primjera slijedi iz sli¢nosti trokuta ATAD i ATBC po K-K poucku, a ta slicnost pak slijedi iz
tetivnosti ¢etverokuta ABCD. Na slican nadin se pokaze i tvrdnja pod b).

Ono sto vidimo iz primjera je da za danu tocku T i kruznicu k, koju god sekantu kroz tocku T odaberemo,
umnozak udaljenosti tocke T' do sjecista sekante i kruznice je uvijek isti. Uoc¢imo jos i sljedece: neka je O srediste
kruznice k i r polumjer te kruznice. Iz tvrdnje b) i Pitagorinog poucka odmah slijedi |TE|?> = |TO|? — r2. Sada
smo spremni uvesti sljede¢u definiciju.

Definicija. Za danu tocku T i kruznicu k ¢ije je srediste tocka O i polumjer r definiramo potenciju tocke T na

kruznicu k: to je vrijednost izraza |TO|* — r2.

Uocite da definicija ima smisla i za tocke unutar kruZnice (po definiciji potencija tocke za takvu tocku je
negativna, no u praksi to nije znac¢ajno, buduéi se da znatno ¢eSée koriste izrazi iz primjera), kao i za tocku
na samoj kruznici; potencija tocke na kruznicu na kojoj se tocka nalazi je po definiciji jednak 0. Vaznost ovog
pojma je sto vrijedi i svojevrstan obrat pocetnog primjera: ako bi za tocke T, A, B, C, D u ravnini vrijedilo da
je [TA|-|TB| = |TC|-|TD|, odmah smijemo zakljuciti da tocke A, B, C, D leze na istoj kruznici.

Zapravo, potencija tocke nije niSta drugo nego drugi pogled na jedan specijalni odnos sli¢nosti trokuta i tetiv-
nosti. S te strane to nije potpuno novi koncept, no on ée nam olaksati uocavanje nekih uzoraka u zadatcima
te skratiti vrijeme njhova rjesavanja. Da biste ju mogli iskoristiti Cesto ¢ete pojedine duzine produljivati da
dobijete sjecista s kruznicom, koristiti potencije iste tocke na razli¢ite kruznice ili ¢ak i dodavati nove kruznice
i tocke da ju mozete primijeniti. To su u nacelu glavni trikovi kod zadataka ovakvog tipa.

Zadatci

1. Dana je kruznica sa sredistem u tocki O. Neka je A tocka na kruznici, B tocka na tangenti na kruznicu u
to¢ki A, a D tocka unutar kruznice takva da duzina BD sije¢e kruznicu u to¢ki C. Ako je |[BC| = |DC| = 3,
|OD| =21 |AB| = 6, koliko iznosi povr§ina zadanog kruga?

2. Neka je AABC siljastokutan. Visina iz vrha B sije¢e kruznicu s promjerom AC u to¢kama P i Q, dok
visina iz vrha C sijeCe kruznicu s promjerom AB u tockama R i S. Pokazite da su tocke P,Q,R i S
koncikli¢ne (tj. da leZe na istoj kruznici).

3. Neka je ABCD cetverokut upisan u kruznicu sa sredistem u tocki O. Neka su tocke M i N redom polovista
dijagonala AC'i BD, te neka je S sjeciste dijagonala. (Tocke O, M, N i S su medusobno razli¢ite.) Dokazite
da su tocke O, M, B, D koncikli¢ne ako i samo ako su tocke O, N, A, C' koncikli¢ne.

4. Neka je duzina AB promjer kruznice k, i neka su C' i D bilo koje dvije tocke na toj kruznici. Oznac¢imo
sjeciste pravaca AD i BC s E. Dokazite da je vrijednost izraza |AE|-|AD| — |BE| - |BC| neovisna o
izboru to¢aka C' i D. (Napomena: ukoliko znate trigonometriju, pokusajte prvo rijesiti zadatak uz pomoé
trigonometrije.)

5. Neka je ABCD tetivan Cetverokut u kojem je |[AD| = [BD|. Neka je M presjek njegovih dijagonala AC
i BD, I srediste kruznice upisane trokutu ABCM, te N drugo sjeciste pravca AC' i kruznice opisane
trokutu BM . Dokazite da je |AN|- |CN| = |BN|-|CD|.

6. U siljastokutnom AABC (pri ¢emu je |BC| > |AC|) noziSta visina iz vrhova A i B su redom tocke D i E.
Tezisnica iz vrha A sijece kruznicu opisanu trokutu AABC u to¢ki N. Kruznica opisana trokutu AADN
sijece pravac BC u tockama D i G. Neka je F' tocka u ravnini takva da je cetverokut £ BFC pravokutnik.
Dokazite da tocke G, C, N i F leze na istoj kruznici.
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Radikalna os

Definicija. Dane su 2 nekoncentri¢ne kruznice u ravnini. Njihova radikalna os je skup tocaka koje imaju istu
potenciju tocke na obje kruznice.

Osnovna svojstva:
o radikalna os je pravac

« ako se kruznice sijeku, prolazi sjecistima tih kruznica (u sluc¢aju da se kruznice diraju radikalna os im je
zajednicka tangenta u tocki diralista)

e okomita je na spojnicu sredista kruznica
« raspolavlja zajednicku tangentu danih kruznica (no ne i spojnicu sredista tih kruznical)

Svojstva 2 i 4 lako slijede ako znamo svojstvo 1. Svojstva 1 i 3 su znatno teza za dokazati, pa se ne¢emo time ba-
viti. Ukoliko nekog zanima skica dokaza, moze pogledati [1] (https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Radical _axis)

Iz raznolikosti svojstava razumno je pretpostaviti da ¢e se radikalne osi kruznica pojavljivati u raznolikim za-
datcima. Nije na odmet ni napomenuti da ukoliko imamo 3 kruznice u ravnini i promatramo njihove 3 radikalne
osi (za svaki par kruznica po jednu), one ée se sjeéi u istoj tocki (pokaZite to!). Tu tocku zovemo radikalno
srediste.

Zadatci

7. Neka je AABC siljastokutan s ortocentrom H. M i N su proizvoljne tocke redom na duzinama AB i AC.
Kruznice s promjerima BN i CM sijeku se u tockama P i ). Pokazite da su tocke P,Q i H kolinearne
(tj. da leze na istom pravecu).

8. Dana je kruznica k sa sredistem u tocki O. Neka je P proizvoljna tocka unutar kruznice, a Q@ proizvoljna
tocka na radikalnoj osi kruznice k i kruznice kojoj je promjer duzina OP. Pokazite da je zbroj potencije
toc¢ke P na kruznicu k i potencije tocke @ na kruznicu k jednak |PQ|?.

9. Neka je C tocka na polukruznici s promjerom AB, D poloviste luka ZZ', FE noziste okomice iz tocke D
na pravac BC|, te F presjek pravca AFE i polukruznice. Dokazite da pravac BF raspolavlja duzinu DFE.

10. Upisana kruznica trokuta AABC sa sredistem u toc¢ki I dira stranice BC, AC, AB redom u tockama
D, E, F. Neka pravac AI sijece kruznicu opisanu trokutu AABC u tockama A i M. Tangenta na opisanu
kruznicu trokuta AABC u toc¢ki M sijeCe pravce AC i AB redom u tockama K i L. Dokazite da tocka
D lezi na radikalnoj osi kruznica opisanim trokutima AEIK i AFIL.

11. Neka su A, B, C, D 4 razli¢ite tocke na pravcu p, u tom poretku. Kruznice s promjerima AC i BD sijeku
se u tockama X 1 Y. Pravci XY i BC sijeku se u tocki Z. Neka je P tocka na pravcu XY razli¢ita od
tocke Z. Pravac CP sijefe kruznicu s promjerom AC u to¢kama C i M, a pravac BP sijete kruznicu s
promjerom BD u to¢kama B i N. Dokazite da se pravei AM, DN i XY sijeku u jednoj tocki.

12. Neka su A, B, C tocfke na kruznici takve da je |AB| = |BC|. Neka se tangente na tu kruznicu u tockama
A i B sijeku u tocki D. Drugo sjeciste pravca C'D i kruznice oznac¢imo s F. Dokazite da pravac AE
raspolavlja duzinu BD.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Radical_axis
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3.4. N23: TB konstrukcije, CRT - David Mikul¢i¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod
Pellova jednadzba 22 — dy? = 1, d je kvadratno slobodan, z, + Vdy, = (z1 + Vdy1)"
CRT p1, po, ... , pn medusobno relativno prosti, sustav:

z = ai(-p1)

T = az(-p2)

T = an(-pn)

ima jedinstveno rjesenje mod pips...Dp.

Zadaci

1.

10.

Dokazi da ako je jedan ¢lan aritmetickog niza prirodnih brojeva potpun kvadrat, tada taj niz sadrzi
beskonac¢no mnogo potpunih kvadrata.

. Pokazite da brojevi 22 +z 41 i & + 1 ne mogu istodobno biti potpuni kubovi prirodnih brojeva, ni za koji

prirodan z.

Parametriziraj a® + b2 = 2.

Neka su p; i ¢; cijeli brojevi takvi da jednadzba 22 + pix 4+ q; = 0 ima dva cjelobrojna rjeSenja. Za svaki
n € N definiramo brojeve p,41 1 gn41 formulama p,11 =pp + 1, gpy1 = Gn + %pn.
Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n za koje jednadzba z2 + p,x + ¢, = 0 ima dva

cjelobrojna rjesenja.

Dokazite da postoji tocno jedan prirodan broj koji se u dekadskom sustavu zapisuje samo znamenkama 2
i 5, ima 2005 znamenaka i djeljiv je s 2299°.

Dokazi da za svaki prirodan k > 1 postoji beskona¢no mnogo parova prirodnih brojeva (a,b) takvih da je
a? — kab+ b = 1.

Promatramo jednadzbu a? + b% + ¢ +n = abe, pri ¢emu su a, b, ¢ prirodni brojevi. Dokazite:

(a) Ne postoji rjesenje (a, b, c) za n = 2017.

(b) Za n = 2016, a mora biti djeljiv s 3 za svako rjeSenje (a, b, c).

(¢) Jednadzba ima beskonaéno mnogo rjesenja (a, b, ¢) za n = 2016.

a®+b34c2

Cijeli broj n zovemo Sleskim ako postoje positivni cijeli brojevi a, b, ¢ takvi da n = U

a) Dokazi da postoji beskona¢no mnogo Sleskih cijelih brojeva.

b) Dokazi da nisu svi cijeli brojevi sleski.

Dokazi da za svaki prirodan broj n, postoje u parovima relativno prosti cijeli brojevi kg, k1, ..., kn, svi
strogo vedi od 1, takvi da kok;...k, — 1 je produkt dva uzastopna cijela broja.

Neka je f : N — N funkcija koja zadovoljava sljedeéa dva uvjeta:

(a) f(m) i f(n) su relativno prosti ako m i n su relativno prosti.

(b) n < f(n) < n+ 2012 za svaki n.

Dokazi da za svaki n i prosti p, ako p dijeli f(n) onda p dijeli i n.
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3.5. C26: Princip ekstrema - David Mikul¢i¢

Link na hintove. Link na rjesenja.

Uvod

Na korona zabavi se nalazi 20000 ljudi. Neki su se rukovali. Rukovanje se smatra uzajamno. Dokazi da postoje
dvije osobe sa istim brojem rukovanja.

Zadaci

1.

10.

11.

12.

U ravini se nalazi konacan broj crvenih i plavih tocaka. Na svakoj duzini s krajevima istih boja nalazi se
tocka druge. Dokazi da se sve date tocke nalaze na pravcu.

. Nakon rukovanja svih 20000 ucesnika na zabavi sjelo je za okrugli stol te svatko napisao neki realan broj

na salvetu. Izmedu svaka dva broja a i b sa salveta, nalazi se broj ‘LT'H’. Dokazi da se svi brojevi sa salveta
jednaki.
. Rijesite sustav u skupu R:
(z+y)’ ==
(y+2)° =u
(z+2)*=y

. Svaka cesta u Sikiniji je jednosmjerna. Svaki par gradova je povezano to¢no jednom direktonom cestom.
Dokazi da postoji grad iz kojeg se moze doéi u svaki drugi koriste¢i najvise dvije ceste.

. Dokazi da je u svakom konveksnom peterokutu moguée odabrati tri dijagonale koje ¢ine trokut.

. Brojevi od 1 do n? upisani su na plo¢u n x n. DokaZi da postoje susjedna polja takva da se brojevi na
njima razlikuju vise od n. Susjedna polja su polja koja dijele zajednicki vrh.

. Neka je S skup tocaka u ravnini. Svaka od tocaka iz S ujedno je i poloviste duzine koja spaja neke druge
dvije tocke iz S. Dokazite da je skup S beskonacan.

. U ravnini je dano n tocaka tako da svake tri ¢ine vrhove trokuta povrsine manje od 1. Dokazite da sve
tocke leze unutar trokuta povrsine manje od 4.

. Neparan broj ljudi stoji u ravnini tako da su sve medusobne udaljenosti razli¢ite. Istovremeno svatko
upuca svog najblizeg susjeda. Dokazite da
(a) barem jedna osoba prezivi, tj. postoji osoba koju nitko nije upucao.
(b) svaku osobu je upucalo najvise 5 ljudi.

(¢) putanje metaka se medusobno ne sijeku.

(d) skup duzina koje ¢ine putanje metaka ne sadrzi zatvorenu liniju tj. poligon

U Sikinijskom Parlamentu svaki zastupnik ima najvise tri neprijatelja. Dokazi da je zastupnike moguce
podijeliti u dvije sobe tako da svaki ima najviSe jednog neprijatelja u svojoj sobi. Neprijateljstva su
uzajamna.

Mozes li odabrati 1983 u parovima razli¢itih pozitivnih cijelih brojeva < 100000, tako da nikoja tri ne ¢ine
aritmeticki niz?

U sveminu, dan je odreden broj planeta sa jedini¢nim radijusom. Obiljezimo povrsinu svakog planeta koja
se ne moze vidjeti ni sa kojeg drugog. Dokazi da suma obiljezenih povrSina je jednaka povrsini jednog
planeta.
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Hintovi s predavanja na prvom terminu
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9. Poglavlje

Hintovi za prvu grupu

9.1. A11l: Nejednakosti - Mateo Dujic¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

© »® N o o e W

. Izmnozi obje strane s x jer z > 0.

Svedi na potpun kvadrat.

Hint je 2. zadatak.

Svedi na sumu kvadrata od tri ¢lana.

Hint je 4. zadatak.

Hint je 5. zadatak.

Pokusaj primijeniti 4. zadatak.

Izraz je ekvivalentan izrazu (a — $)(b— 1)(c — 1) > 0.

Ideja je svodenje na potpun kvadrat.

Ideja kao u prethodnom zadatku.

Da bi se mogao primijeniti A-G na dva ¢lana, napravi od 3 ¢lana, 6 ¢lanova.
Definiraj nazivnike kao a =y + 2z, b =z + x i ¢ = x + y pa izrazi cijeli izraz u terminima a, b i c.
Primijeni A-G unutar svake od zagrada.

Primijeni A-H nejednakost tako da svaki nazivnik razbijes na sumu dva ¢lana, npr. a +b+2c = (a+c¢) +
(b+c).

Pomnozi izraz s 1 = x + y + 2z pa primijeni A-G nejedakost na svaku od zagrada.

Najprije A-H nejednakost, a zatim iskoristi 5. zadatak.

Najprije primijeni A-G nejednakost s 3 ¢lana, a zatim 3 puta primijeni A-G nejednakost za 2 ¢lana.
< 11,1 /1.1 _ 2

Primijeni A-G nejednakost za 2 ¢lana na brojnike.
.. 1 201 _g2 2 2

Uoclm:a;+1a :1—#“21—2?/;2:1—%.

Iskoristi formulu za kvadrat trinoma. Pokusaj pametno primijeniti A-G.

Iskoristi A-G tako da svaki od sumanada kombiniras s drugim izrazima da se u produktu geometrijske
sredine pokrate izrazi.

Uodi da je a® + b3 > ab(a + b).
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9.2. C11: Prebrojavanja - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Iskoristite princip produkta.
2. Prvu osobu mozemo odabrati na 10 nacina. Na koliko nac¢ina mozemo odabrati drugu osobu? A treéu?

3. (a) Prva znamenka moZe biti bilo koja osim 0, zna¢i da imamo 9 razli¢itih znamenki na raspolaganju
za odabrati znamenku tisuéica. Na koliko nacina moZzemo odabrati znamenku stotica? Pokusajte
iskoristiti princip produkta.

(b) Prvu znamenku ponovno mozemo odabrati na 9 nacina (sve osim 0), a koliko imamo izbora za drugu
znamenku? Sada ne smijemo odabrati onu koju smo odabrali na prvo mjesto!

(¢) Buduéi da sada ne Zelimo da na$ broj sadrzi znamenku 3, imamo po 1 manje izbor na svakom mjestu!

(d) Znamenka 5 moze stajati na tocno jednom od 4 mjesta u broju. Rastavite na slucajeve po tome na
kojem mjestu se nalazi 5, a zatim iskoristite princip sume (sluc¢ajevi kada je 5 na prvom i npr. drugom
mjestu su disjunktni)!

(e) Iskoristite a i ¢ dijelove zadatka.
4. Koja je najveta moguca duljina stranica kvadrata?

5. (a) Sto nam govori 100 = 33 -3 + 1?7

(b) Koliko ih ima koji su djeljivi samo s 37 A samo sa 47 Jesmo li nesto brojali vise puta?
6. Budud¢i da trazimo palindrome nije potrebno zasebno odabirati svaku znamenku.

7. Kreni redom po znamenkama slijeva nadesno i broji koliko ima brojeva s odredenom znamenkom na prvom
mjestu, pa na prva dva...

8. (a) Mozemo bez smanjenja opéenitosti fiksirati jednu osobu. Tada, gledajuéi u jednom smjeru (recimo
smjeru kazaljke na satu), biramo po jednu osobu koja ¢e sjediti na sljede¢em mjestu.

(b) Petra i Anu mozemo shvatiti kao jednu osobu pa tako sada trebamo smjestiti 14 ljudi u krug. Kako
sve Petar i Ana mogu zajedno sjesti?

9. Odvojeno promatraj brojeve kojima je prva znamenka parna i one kojima je prva znamenka neparna.
10. Za svaku od olovaka imamo 2 izbora, mozemo ju odabrati ili ne.
11. Kockice iste boje ne razlikujemo. Iskoristiti binomni koeficijent.

12. Promotrite obi¢nu plo¢u (bez odstranjenih polja) i sluc¢ajeve kad se figurica nalazi na nekom od tih
odstranjenih polja.

13. Rastavite broj na proste faktore.

14. (a) Najkradi putevi sastoje se samo od pomaka desno i gore, a cijeli put mozemo shvatiti kao niz takvih
pomaka.

(b) Princip sume! Koliko je puteva koji prolaze tom to¢kom? Koliko ih je bez restrikcija?

15. Prvo smjestimo putnike s izrazenom zeljom mjesta sjedenja, a na kraju one kojima je svejedno. Na kojim
mjestima mogu sjediti osobe koje Zele sjediti s licem okrenutim u smjeru voznje vlaka?

16. Razli¢ita slova koja imamo na raspolaganju su {M,A,T, E,I, K}. Oprez, 2 slova M medusobno nisu
razli¢ita. Ne smijemo previse puta brojati istu "rijec".

17. Neka su omotnice oznacene brojevima tako da je najveéa oznacena brojem 1, a najmanja 100. Na koliko
nacina mozemo staviti omotnicu 27 A k?

18. Koristi slicnu ideju kao zadatak 12.

19. Provjeriti za male n (2, 3, 4) i izvesti opéu formulu pomocu rekurzije.
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9.3. C13: Invarijante - Maja Drmac¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

. Sto se u svakom potezu moze dogodit s brojem crnih to¢aka?

Sto se u svakom potezu dogada s brojem crnih polja?

Za jedan od ponudenih treba konstrukcija. Nove koordinate imaju neke sli¢ne elemente u sebi.
Mozemo zamisliti da je umjesto slova M na ploci broj —1, a umjesto F' broj 1.

0.8 1 0.6 se pojavljuju uz a i b, ali s druk¢ijim predznacima, mozda treba probati dobiti svugdje + nekom
operacijom...

Postoje dvije invarijante. Korisna je ¢injenica da je rije¢ o jednakostranicnom trokutu i kvadratu.
Za koliko se mijenja zbroj brojeva u svakom potezu?

Za koliko se mijenja suma brojeva na ploc¢i nakon promjene? S ¢ime je ta razlika djeljiva?

Zbroj dva prirodna broja je vec¢i od svakog od njih.

Ovdje je rije¢ o monovarijanti. Skiciraj sve moguce scenarije pretvaranja cestice u korov.

Postoji 1i neka funkcija f(z,y) za koju vrijedi f(z,y) = f(y,x) = fzx +y,y) = f(x —y,y)?
Ostatci pri dijeljenju s nekim brojevima ovise o zbroju znamenki...

Koje su sve kljuéne/korisne vrijednosti koje vezemo uz polinome 2. stupnja?

Postoji invarijanta koja ogranicava monovarijantu.

Dodijeli svakom kamencié¢u neki broj koji nakon promjene ostaje konstantan. Koja sve polja spadaju u
uvjet a,b € Zia+b< 37

Svakom bijelom Zetonu dodijelite neki broj koji ovisi o broju crnih Zetona.
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9.4. G11: Karakteristicne tocke trokuta - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Kosinusov poucak
2. Talesov poucak.

3. Nadi sli¢nost trokuta koja je ekvivalentna s tvrdnjom zadatka.

4. Dodaj tocku i nadi cetverokut takav da je tvrdnja zadatka ekvivalentna s tvrdnjom da je taj cetverokut
paralelogram.

5. Dodaj polovista stranica.
6. Korisno je promatrati zrcalne slike nekih toc¢aka preko AC ili D.

7. Pokusaj dokazati da su tocke D, K i L kolinearne.
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9.5. N11: Modularna aritmetika - Maja Drmac

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

. Nema hinta...

Modulo 3.

Nakon nekog vremena se ostatci ponavljaju.
Modulo 2.

Modulo 10.

Modulo 9.

Modulo 3, vise puta.

Koje sve ostatke daje 3* pri dijeljenju sa 77
Raspisi broj @ryar_1...ao kao sumu a; - 10*. Promatraj ostatke 10% pri dijeljenju s 11.
a) Mali Fermatov b) Eulerov teorem

Eulerov teorem.

Prouci neke odredene ¢lanove niza.

Dokazi da za prirodni broj n, n? + 1 u rastavu nema faktor oblika 4k 4 3 za prirodni broj k.
Jednadzba je homogena, dakle mozemo mnoziti jednadzbu da dobijemo cjelobrojna rjesenja...
Sto vrijedi za decimale racionalnog broja?

Broj elemenata u reduciranom sustavu ostataka modulo m je ¢(m) .

Preoblikuj izraz tako da je u potencijama samo n. Kongruencije kod potencija istih eksponenata.
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Poglavlje

Hintovi za drugu grupu

A12: Razni zadaci s nizovima - Maja Drmac

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Indukcija

Indukcija

Pretpostavi suprotno

Indukcija

Pokusaj dobiti a,, u ovisnosti o a,,—1 i a,—2 bez dijeljenja
Mogu li 3 prosta broja biti u istom geometrijskom nizu?
Indukcija

a) Neka je b* ¢lan tog niza i d razlika niza. Postoji li neki oblik broja ¢ € N takav da je (b+ q)* isto ¢lan
niza? b) Konstrukcija

U trazenom izrazu rastavi ki M po uvjetima.
Indukcija

Indukcija

Promatraj recipro¢ne vrijednosti
Indukcija
Rastavi na slucajeve + indukcija.

Ako su a i b kvadrati, onda je i k?ab kvadrat za svaki k € N.
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10.2. C12: Bojanja i poplocavanja - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

© »® N o o s W

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.

. Podijeli plo¢u u kvadrate 2 x 2.

Obojaj ploc¢u kako je obojana sahovska ploca i pokusaj poplocati svaki od oblika.
Obojaj ploc¢u kako je sahovska ploca i pokusaj poplocati svaku vrstu T-tetromina.
Dosta slicno kao prethodni zadatak.

Obojaj ploc¢u dijagonalno u 4 boje.

Pokusaj poplocati za neke n, npr n = 10.

Ovo je samo poopcenje 5. zadatka.

Obojaj gradove tako da nikoja dva susjeda nisu iste boje.

Pretpostavi da postoji linija koja sijece svaki segment to¢no jednom. Mora li svaka linija koja ulazi u
pravokutnik, ujedno i izlaziti iz njega?

Obojaj plocu tako da jedino srednji stupac bude u bijeloj, a ostali u crnoj boji. Koliko je brojeva —1 u
svakom koraku, ako krenemo tako da je —1 na pocetku na crnoj boji?

Pretpostavi da crvene tocke nemaju udaljenost a, a plave b. Pokusaj konstruirati neki geometrijski lik koji
vodi na kontradikciju.

Pokusaj konstruirati neki geometrijski lik s odgovarajué¢im duljinama stranica koji vodi na kontradikciju.
Kako bi bio obojen pravokutnik da ispunjava kriterije zadatka?
Refleksijama se uvijek ostaje na istoj boji.

Pretpostavi da su P, P, i P3 odgovarajuéi skupovi tocaka po bojama. Pretpostavimo suprotno, da ne
postoje 2 tocke udaljenosti a; u Pp, as u Ps, ag u Ps;. Pokusaj konstruirati geometrijski lik koji vodi na
kontradikciju.

Pokusaj dijagonalno obojati plo¢u u tri boje. Sto se dogada ako plo¢u zarotiramo za 90°?

Jasno je aias...a3b = byby...bs5 = produkt svih elemenata u matrici. Pretpostavi suprotno, Zi(ai +
b;) = 0.
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10.3. C14: Kombinatorna geometrija - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na rjesenja.

U uvodnim zadatcima hintovi su redom Dirichlet, princip ekstrema, konveksna ljuska i indukcija.

1.

10.
11.
12.

13.

14.

Koja duzina ti je /137 Ne zaboravi na Dirichleta.

. Pretpostavi suprotno.

. Konveksna ljuska.

. Opéenito, zelimo naéi invarijante da pokazemo da se takvim potezom ne moze posti¢i ovo stanje
. Indukcija.

. Pocni s konveksnom ljuskom. Kad ima$ kruznicu i dvije tocke A i B na njoj, koji je kriterij za odredivanje

je li T unutar, izvan ili na kruznici ?

. Konveksna ljuska. Pokusaj nekako urediti neke tocke.

. a) Nejednakost trokuta. b) Mali primjeri i princip ekstrema. ¢) prisjeti se da je nasuprot najkrace stranice

najmanji kut u trokutu

. Princip ekstrema; 9.a)

Mali primjeri i indukcija.
Nejednakost trokuta.
Konveksna ljuska, po¢ni od tocaka na rubu.

a) pomoéni zadatak: U nekoj drzavi s n je svaki grad povezan s 1,3 ili 5 drugih gradova. Sto sve moze biti
n. (ne zaboravi na male primjere). b) Uo¢i da ako postoji dobar skup s m i dobar skup s n kruznica, onda
postoji dobar skup s m + n kruznica, trebat ¢e naéi neke male primjere.

Pretpostavi suprotno. Promatraj Sto se sve moze dogoditi ako (slijeva na desno) jedna duzina pocne prije
i zavrsi poslije neke druge duzine. Dokazi da se to mora jednom dogoditi.



LJETNI KAMP 2020. 93

10.4. G12: Fantomiranje; 'ako i samo ako’ zadaci - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

11.

. Uvedi sjeciste tangenata.
Uvedi sjeciste kruznice i pravca visine u a), te sjeciSte kruznice i pravca paralelnog s BH kroz A u b).
Prvo dokazi da lijeva strana povlac¢i desnu, onda fantomiraj i prisjeti se dokaza tetivnosti.

Uvedi sjesiste kruznice i simetrale stranice.

Neka D bude sjeciste AO i BC, preostaje dokazati paralelnost.
Fantomiraj D i E i dokazi da su na kruznici s promjerom BC. Sto je ekvivalentno s tom tvrdnjom ?

Dokazi da se sjeciSte dviju tih kruznica nalazi na Eulerovom pravcu (srediste opisane, ortocentar H, teziste,
no ovdje teziste nije bitno).

Neka T bude presjek AQ i kruznice, kolinearnst M, T i N ¢emo dokazati jednakosti vrznih kutova. Bit ¢e
tetivnosti i angle-chasinga.

Razmisli malo izvan okvira. Sto bi mogla biti tocka M ?

K nede biti samo na simetrali AT, nego i na simetralama MX i NY (AT, MX i NY ée biti paralelni
pravci). Fantomiraj X kao sjeciste kruznice i pravca kroz M paralelnog s AT (AT je simetrala kuta u A).
Zelimo dokazati da je X’ na simetrali AC, tj. |[AX'| = |X'C].

Cemu jos pripada sjeciste AD i CQ ? Definiraj ga kao presjek toga i k, zatim kreni length-chaseati (u
ovom zadatku ima lijepih stvari za to, ukljuc¢ujuéi neke sliénosti).
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10.5. N12: Diofantske jednadzbe - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

. HINT 1: Zelimo cijeli izraz svesti na nesto jednako konstanti.

HINT 2: Uocavamo dvicu pa nas to podsjeca na potpun kvadrat.

. HINT 1: Zelimo konstantu s jedne, faktorizirani izraz s druge strane.

HINT 2: Rijesi se nazivnika.
HINT 3: Faktorizacija je oblika (z...)(y...) = ... pa namjestimo (z — pq)(y — pq) = p*q°.

HINT 1: 22 + y2 neodoljivo zeli 2zy.
HINT 2: Nakon toga ¢emo imati 2 potpuna kvadrata kojih ¢emo razlikom kvadrata moéi faktorizirati.

HINT 1: 23 + 93 + 23 = 3zyz = (w+y + 2) (2?2 + y? + 22 — 2y — yz — 22)

. _ (=9’ +(y—2)°+(z—2)®
HINT 2: 22 + 42 + 22 — ay — yz — za = L0

HINT 3: 23 + 3 + 23 = (w +y + 2)% = 3(z + y + 2)(2y + yz + 27).

HINT 1: Podijeli s  + y, lako ¢es rijesiti slucaj kada je z +y = 0.
HINT 2: Faktoriziraj u (x —y)? + (. — 1)+ (y — 1) = 2.

HINT: Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti 2 <z <y < 2.

HINT: Smjestanje medu kvadrate.

. HINT: Uod¢i da je (2z + 7)® < P(z) < (2x + 10)3?

HINT: Iskoristi A-H nejednakost.

HINT: x prikazemo preko z zato sto zelimo rijesiti jednadzbu, a ne zelimo se muciti s kubnom jednadzbom

pa namjestimo izraz da sve podijelimo sa z2.

HINT: Definirajmo d = ged(z,y) jer nemamo ¢im drugim se baviti Sto ima smisla promatrati nego ovim.

Iskoristi sljede¢u lemu: Ako su A i B relativno prosti prirodni brojevi, onda postoje prirodni u, v takvi
da Au— Bv=1.

Dovoljno je dokazati da 3% dijeli 23" 4+ 1 za sve k > 0.

HINT 1: Probaj pokratiti neke ¢lanove.
HINT 2: Pokusaj pogoditi mod za koji jednadzba nema rjesenja.

HINT 1: Zelimo mod tako da sustav ostataka od desne strane razli¢it od lijeve.
HINT 2: Pokusajmo s mod 3.

HINT: Modulo 11 rjesava zadatak
HINT: Pokusaj izraze nadopuniti do istog izraza, kao da supstituiras umjesto x nesto i y nesto drugo.

HINT: Zadatak se rjesava sli¢no kao 13. zadatak.
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Poglavlje

Hintovi za olimpijske grupe

11: Nestandardna algebra - lvan Novak

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Akox ¢ X,ondailij¢g Xilix—j & X.
2. Pretpostavimo suprotno. Promotrimo maksimalni b;.
Promotrimo niz |a,, — b,|. Kako se taj niz ponasa?

Stavimo m = f(n). Probajmo ’iterirati’ dobivenu nejednakost.

oro W

Dokazi da je a; = 0 ili je b; = 0. Pretpostavi suprotno i promotri neki takav indeks koji je na neki nacin
maksimalan.

6. Pretpostavi suprotno, i probaj pronaé¢i puno najzad konstantnih nizova.
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11.2. 12: Njezno koristenje grube sile - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na rjesenja.

. Koristite Ptolomejev teorem.

U ovom zadatku treba nam potencija tocke. Dokazite da je CDEF tetivan Cetverokut.

Izrazite (42 )2

Dokazite da su AEDG i HEDB tetivni ¢etverokuti. Koristi Cevin teorem i poucak o simetrali kuta.

AB i AD su unutarnja i vanjska simetrala kuta ZPAD. Treba pokazati da je PQ vanjska simetrala kuta
/BQ@D.

Iskoristi sinusni Cevin teorem.

Neka je I srediste upisane kruznice i neka su F, F', G i H diralista s AB, BC, CD i DA redom. Dokazite
sin/HPD _ /EPB
/GPD ~ ZFPB
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11.3. 18: Kvadratni ortaci - lvan Novak

Link na zadatke. Link na rjesenja.

. Koristiti kriterij za (%) = 1.

p

Svi prosti faktori desne strane daju ostatak + — 1 pri dijeljenju s 12.
Indukcija.
CRT+Dirichletov teorem o aritmetickim nizovima

NapiSimo ¢ = —(a + b) i raspiSimo (supstitucija a + b = u, ab = v moze skratiti posao)

22a+1) .

Pretpostavimo da a generira lanac duljine 3. Promotrimo ( TaT3

Pronaé¢i éemo beskona¢no z takvih da izmedu 22 + 10072 i 22 + 10082 nema prostih brojeva.

Ako raspi$emo, dobijemo da trazimo p za koji postoji a takav da p | a® —3a+1 i da 12— 3a? nije kvadratni
ostatak.
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11.4. 19: Aditivhna kombinatorika - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Promotrimo zapis broja u bazi 3.

2. Neka je maknut neki skup brojeva. Te je brojeve moguce upariti tako da suma uparenih brojeva nije u
tom skupu.

3. Promatramo sume brojeva modulo 20.
4. Trebamo upariti sve brojeve tako da je za svaki par (a,b) broj a® + b? prost.

5. Kad dodamo neki broj u skup B, time ne utjetemo na to koliko brojeva dijele brojevi iz A koji su veéi od
njega.

6. Promotrimo graf G u kojem vrhovi G; odgovaraju brojevima a;. Neka su G; i G povezani bridom ako je
ged(ag, aj) > 1.

7. Uzmimo prost broj p veéi od svih brojeva iz A oblika 3k — 1. Neka je S = {k,k + 1,...,2k — 1}. Vrijedi:
Va,b € ta,th € S = ta+th¢ S.

2p _ 2
8. RjeSenje je ~2— +2
p
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11.5. 110: TB konstrukcije, LTE - Ilvan Novak

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

© N o o s W

. DA, indukcija
DA, iskoristiti Eulerov kriterij
DA, primijeti da su 227, 22" + 1, 22" + 2 dobri za svaki n, sada jos
NE, iskoristi LTE na neki prosti djelitelj od p — 1

NE, pretpostavi suprotno i iskoristi Eulerov teorem
DA, indukcija
DA, pogledaj stvari mod 2003 (2003 je prost)

NE, pretpostavi suprotno, dokazi da ako postoje barem dva razli¢ita broja mod p da tada postoji i broj
koji je nula mod p

NE, pretpostavi suprotno i preko LTE ograni¢i vs od razlike

DA, mozda Vieta formule mogu pomodi.
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112: Sawayama-Thebault i joS neki teoremi - Ivan Sinci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.
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11.7. MI4: Funkcijske jednadzbe - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Sva spomenuta natjecanja, zadatke i rjesenja mozete naéi na Contest Collections.
1. Skoljka

2. eliminirati rjeSenje f(x) = 0 za sve z, surjektivnost, promotriti nultocku.

f(t) =0 = f(t?) = 0 te iskoristiti da je nultocka period
3. Uvrsti x — y umjesto =, pokrati LH S sa prvim ¢lanom desne strane.
4. AoPS
5. Iran 2014.

Pokrati izraze unutar f-a za nejednakost za y f(y), dobij suprotnu nejednakost za y > 1, nadi f(1), prosiri
na z < 1 indukcijom

6. Razdvoji ovisno o f(0), jedan slucaj se lako rijesi, u drugom u izraz za f(—x) uvrsti polaznu jednadzbu.

7. f(0) = 0 jedan, f(0) # 0 drugi slucaj. U drugom izra¢unaj £¥(0) i iskoristi f*(x) = f¥(z) = k =y, u
prvom indukcijom |f(n)| = n, neparnost i podjela na sluéajeve.

8. AoPS
9. IMO shortlist 2007 A4
10. IMO shortlist 2011 A6
11. AoPS


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
https://www.skoljka.org/solution/16195/
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h2237425_fe_with_a_strong_condition
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h1821634_functional_equation_013
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h1883903_iran_function_third_round
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11.8. M1: Komba na ploci i bojanja - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

® N o o

. Sto mozemo raditi ploéi, a da se postojanje pravokutnog trokuta ne promijeni ?

Koji potezi su "superiorni"?

Mali primjeri ¢e dati tko pobjeduje, ostatak je tipi¢na teorija igara u kojoj (SPOILER) drugi igrac¢ pobje-
duje.

Iskoristi "simetriju". U §to Sully moze biti siguran nakon svog poteza? U Sto Mike moze biti siguran nakon
svog poteza?

MALIPRIMJERI

Koliko stepenica treba ? Bojanja i invarijante.

Bojanje.

Nemoj komplicirati. Sve autoomobile bi trebalo pomaknuti izvan nekog "okvira". Ne zaboravi na bojanja.
MALIPRIMJERI

Teorija grafova

Za prvi dio hint je indukcija, za drugi dio pretpostavi suprotno.
Bojanje s m razlicitih boja.

Promatraj neki par redaka ili 2x2 kvadrate. Sto je invarijanta?

Kad promatras male primjere, uoci da se ideja optimizacije ne mijenja.
Mali primjeri i 11. zadatak.

Da nades$ taj broj, radi s jednim poplavljenim poljem na pocetku. Bit ée puno tvrdnji tipa "Ako hefest
moze pobijediti za ovaj raspored, onda moze i za onaj zato jer..."
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11.9. M2: Upisane i pripisane - Borna Simic
Link na zadatke. Link na rjesenja.

Sva spomenuta natjecanja, zadatke i rjeSenja mozete naé¢i na Contest Collections.Samo angle chase.
Pripisana ACD dira u E. USAMO 1999 IMO shortlist 2012 G1 https://www.skoljka.org/task/3157/
IMO shortlist 2005 G1 U i V definiraj kao sjecista Iy B, I,C sa Y Z, trazi tetivnost IMO shortlist 2017
G4 Primjena leme sa A, P, M. IMO shortlist 2010 G4


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
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11.10. M8: Diofantske - lvan Sincic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

@. Promotrimo rjesenje jednadzbe koje ima minimalni w.
2. Zamijenimo najmanju varijablu s z i promatrajmo ju u z. Sto znamo o rjeSenjima te kvadratne jednadzbe?

3. Oznac¢imo a? + b? — abc = d i promotrimo tu jednadzbu u a ili b za fiksne c i d.

4. Mozemo li par (n,m) zamijeniti s parom ("2;1 ,n)?
5. Mozemo li dobiti 4ab — 1| (a — b)??

6. Za fiksni n promatrajmo rjesenje koje ima minimalni b.



LJETNI KAMP 2020. 105

11.11. M9: Grubo koristenje njezne sile - lvan Sinci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Za koje brojeve se postize maksimalna vrijednost? Koristi AG nejednakost.

2. Kada se postize slucaj jednakosti? Kreiraj polinom u jednoj varijabli ¢ije su nultocke brojevi za koje se
postizu slucajevi jednakosti i ¢iji je predznak poznat u svakoj tocki iz domene varijabli.

3. Koja je najveca moguca vrijednost varijabli? Koji je slucaj jednakosti?

4. Jedna strana je trivijalna pogodnom supstitucijom. Kada se postize slucaj jednakosti u drugoj nejedna-
kosti?

5. Izraz (x — y) ne mijenja vrijednost ako x i y jednoliko smanjujemo ili poveéavamo.

6. Namjesti CSB u Engel formi.

2_p2

7. Koristi > 2

eye “agp- = 01 namjesti CSB u Engel formi.

2 32
a“—b° __
cyc a+b 0

8. Izraz (x —y) ne mijenja vrijednost ako x i y jednoliko smanjujemo ili poveéavamo. Koristi )
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11.12. M10: Euler, CRT - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

Sva spomenuta natjecanja, zadatke i rjesenja mozete na¢i na Contest Collections.

1. Poznato. (Wikipedia)

2. n=p-—2.

Indukcija.

IMO shortlist 2006

Promotri n = kp(p — 1) i namjesti sumu na 2020 biranjem k.
AoPS

Uzmi km razli¢itih prostih brojeva i CRTom...

Indukcija.

© »® N o o e W

HMO 2020


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler's_theorem
https://artofproblemsolving.com/community/c7h1538040p9289551
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11.13. M12: Njezno koriStenje njezne sile - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Odaberimo tocku D tako da je ABCD paralelogram.

2. Ako srediste opisane kruznice lezi na teziSnici trokuta, taj trokut mora biti jednakokracan.
Neka je M poloviste AB. Dokazite sljedeéu lemu: CH = 20M.

Dodajmo sjeciste pravca PB s opisanom kruznicom AABC

Dodajmo paralelogram AH DI

A T o

Dokazite da je BQKN tetivan Cetverokut.



Dio

Hintovi s predavanja na drugom terminu
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12. Poglavlje

Hintovi za prvu grupu

12.1. A21: Faktorizacije, sustavi jednadzbi - Mislav Brneti¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Raspisati stranu prikazanu pomoc¢u umnoska. Za potenciju binoma pokusajte na manjim primjerima pa
kombinatorno dokazite tvrdnju.

2. Koristite identitete iz uvoda.
Zapisite brojeve kao n-1, n, n+1 i koristite identitete iz uvoda.
Izracunajte lijevu i desnu stranu.

Faktorizirajte izraz i izjednacite s 0.

A

Koristite identitete iz uvoda.

=

Faktorizirajte izraz.
8. Pronadite periodi¢nost.
9. Postavite sustav jednadzbi.
10. Uvrstite vrijednost ¢ u prvu jednadzbu i odredite moguée vrijednosti a.
11. Postavite sustav jednadzbi te ih medusobno oduzmite.
12. Odredite ab.

13. Koristite identitete iz uvoda.

14. Zbrojite jednadzbe.

15. Faktorizirajte i izjednacite sa 0.

16. Zapisite u obliku bez razlomaka.

17. Dokazite da je jedino rjeSenje 1 = x9 = ... = T1994 = 1.

18. Pomnozite jednadzbe, dokazite da je x=y=z=1
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12.2. C21: Dirichletov princip - Patricija Dovijanic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Ljudi su kuglice, a datumi u godini su kutije.
2. Carape su kuglice, a parovi su kutije.
. Pikule su kuglice, a boje su kutije.

. Ljudi su kuglice, a horoskopski znakovi su kutije.

Tt o= W

. Ljudi su kuglice, a mjeseci su kutije.

=)

. Retci, stupci i dijagonale su kuglice, a moguée sume su kutije.
7. Postoji 8 nacina za obojati jedan stupac, a stupaca ima 9.

8. Pazite na to da osoba koja se rukovala s 0 ljudi i osoba koja se rukovala s 499 ljudi ne mogu postojati u
isto vrijeme.

9. Sli¢no kao prethodni zadatak.

10. Oduzmemo li dva broja s istim ostatkom pri dijeljenju s 19 dobijemo broj djeljiv s 19. Iskoristite to da
biste odredili sto bi bile kutije.

11. Koliko ima parova prirodnih brojeva koji u sumi daju 1007

12. Koliko ima razli¢itih moguéih zbrojeva prirodnih brojeva od 1 do 100, a koliko ima mogucih parova medu
brojevima na plo¢i?

13. Sto bi se dogodilo u "najgorem slucaju"?

14. Kada sve poloviste duzine moze imati cjelobrojne koordinate u odnosu na parnosti koordinata rubnih
tocaka duzine?

1
5

15. Podijelite kvadrat na manje kvadrati¢e duljine stranice
16. Podijelite Sesterokut na 6 trokuta koje ¢ine njegove dijagonale.
17. Kojim znamenkama mogu zavrsavati potpuni kvadrati?

18. Promatrajte niz 1, 11, 111, 1111, ...

19. Vizualizirajte dane osobe kao tocke u ravnini, a (ne)poznanstva medu njima kao duzine koje spajaju te
tocke. Ukoliko crvene duzine predstavljaju poznanstva, a plave nepoznanstva, tvrdnja zadatka je ekviva-
lentna tome da postoji jednobojan trokut.

20. Na koliko naéina (razli¢itih od pocetnog) mozemo okrenuti stol?
21. Faktorizirajte izraz!

22. Promatrajte brojeve a1, as, ..., asgs koji predstavljaju ukupan broj pojedenih kilograma ribe zakljuc¢no s
odgovarajué¢im danom. Stoga vrijedi a1 < as < ... < asgs. Da bismo dokazali trazenu tvrdnju, dovoljno
je dokazati da je jedan od brojeva ai,as,...,asss jednak jednom od brojeva a; + 29, a2 + 29, ..., a3 + 29
(razmislite zasto).
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12.3. G21: Hajka na kuteve (angle chase) - Patricija Dovijani¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

orol W

o

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.
18.

. Prisjetite se teorema o obodnom i sredisnjem kutu. Kakav je trokut C'SB?

Talesov teorem.

Promatrajte trokute CDN i DM B.

Uocite sve jednakokracne trokute

Iskoristite da su obodni kutevi nad suprotnim lukovima suplementarni.

Promotrite trokut AOC.

Neka je E sjeciste AC' i BD. Promatrajte trokut AED.

Iskoristite svojstva simetrala i povezite ih s upisanom kruznicom.

Oznadite srediste kruznice i iskoristite sve $to znate o obodnim i sredisnjim kutevima te tangenti.

Spustite okomicu iz vrha C na AD i iskoristite §to znate o jednakostranié¢nom trokutu (jedan od novonas-
talih trokuta je pola jednakostraniénog).

Prvo dokazite da je trokut ABA( jednakokracan.
Dokazite ZAPB = /ZCPD i /BAP = Z/DCP.

Promotrite unutarnje kuteve tog cetverokuta.

Prisjetite se Talesovog teorema o obodnom kutu nad promjerom. Takoder, pronadite dva tetivna cetvero-
kuta i iskoristite Sto vrijedi za njihove kuteve.

Koji kutevi moraju biti jednaki da bismo dokazali tvrdnju zadatka? Pronadite ih promatrajué¢i unutarnje
i vanjske kutove dvaju tetivnih cetverokuta.

Neka je H sjeciste pravaca AD i FG. Koja dva cetverokuta su tetivna? Promotrite trokut H DG.
Opisite kruznicu trokutu ABC. Gdje se nalazi njezino srediste?

Spustite visinu na osnovicu i iskoristite svojstva tezista i srednjice.
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12.4. N21: Zadaci sa znamenkama - Mislav Brnetié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Koliko ima jednoznamenkastih, dvoznamenkastih i troznamenkastih brojeva?
2. Kako zapisati taj broj?

Sto mozemo zakljuéiti o djeljivosti s 57

Odredite zavrsne znamenke tih potencija.

Koja je posljednja znamenka trazenog broja?

Koje su posljednje znamenke trazenih brojeva?

Rastavite brojeve 105 i 147 na proste faktore.

Promatrajte sto se dogada za svaku od znamenaka 0, 2, 4, 6 i 8.

© »® N o o s W

Koji je odnos znamenke jedinice i znamenke stotice?
10. Prvo odredite s koliko nula zavrsava broj.

11. Kako biste drukcije zapisali te brojeve?

12. Promatrajte parnost tih brojeva.

13. Pretpostavimo da je a > 10.

14. Kako biste drukcije zapisali taj broj?

15. Kako biste drukcije zapisali brojeve A i B?

16. Drukéije zapisite broj n, 9n = (10 — 1)n.

17. Promatrajte djeljivost s 9.
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12.5. C24: Uvod u princip matematicke indukcije - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Provesti indukciju po n.

2. Provesti indukciju po n.

3. Provesti indukciju po n.

4. Provesti indukciju po n.

5. Podijelite plo¢u 2"+ x 2"*1 na plode 2™ x 27!

6. Dokazi da je izraz za n + 1 djeljiv s 23" + 1.

7. pokusajte pogledati Sto se dogodi ako "dodamo" vrh.

8. indukcija s bazom n = 3

9. odgovor je da nije. dokazite da je razlika 2 takva broja djeljiva s 5, ali da prvi takav nije.
10. Odgovor je da je. Provedite indukciju po n.
11. Mozete li neke marke od 5 kuna zamijeniti s onima od 3 tako da se placeni iznos poveca za 17

12. provedite indukciju po n!

13. dokazite da ako vrijedi za n vrijedi za 2n, a onda dokazite da ako vrijedi za n vrijedi za n — 1. Ova se
tehnika zove Cauchyjeva indukcija.

14. Koliki bi broj pobjeda svaki igra¢ trebao imati da bi tvdnja bila lazna?

15. Odredi rjesenje promatrajuéi male slucajeve, pa ga dokazi matematickom indukcijom.

16. Promotri sto se dogada s najveéim brojem u nizu! Odvojit ¢es 2 slucaja: kad je "izabran" i kad nije!
17. Dokazi da se 3 x n moze poplocati za sve parne, ali ne za neparne n.

18. provedite jaku indukciju (pretpostavite da tvrdnja vrijedi za sve brojeve manje ili jednake n)

19. indukcija s korakom 3
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13. Poglavlje

Hintovi za drugu grupu

13.1. A22: Nejednakosti - Al Depope

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Pokusaj primijeniti AG direktno.

2. S lijeve strane imamo treéi korijen umnoska dvaju pozitivnih brojeva. Da bi direktno primijenili AG
trebamo umnozak triju pozitivnih brojeva pod korijenom.

Zadatak jako podsje¢a na Engelovu formu CSB nejednakosti.
Iskoristi uvijet iz teksta zadatka da izraz xy? + x2? + 22yz ovisi samo o jednoj varijabli.

Primijeni CSB nejednakost.

A

Sto znamo o diskriminanti kvadratne funkcije koja je fiksnog predznaka?

=

Moze li se lijeva strana svesti na Engelovu formu CSBa?
8. Rijesi se minusa iz brojnikal
9. Pametno primijeni AG nejednakost.

10. (a)Primijeni AG nejednakost.
(b)Primijeni AH nejednakost.

11. Mozes li lijevu stranu svesti na izraz na koji se potom moze primijeniti Engelova forma CSBa? Jesi li
siguran? :)

12. CSB nejednakost

13. Uodi kako je dovoljno dokazati nejednakost ab + bc + ca > abcy/3.
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13.2. C22: Invarijante - Luka Banovi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

. Uoditi sli¢nosti s Primjerom 1.

Kako se mijenja broj plavih kuglica tijekom jednog koraka?

Dozivite plocu kao Sahovsku, pa zakljucite sto se dogada s brojevima na razli¢ito obojenim poljima.
Kako se ponasa zbroj kvadrata brojeva na ploc¢i?

Gledajte djeljivost s 5 zbroja dviju koordinata.

Promotrite kako se mijenja parnost broja kamenci¢a na hrpama.

Gledajte ostatke broja kameleona svake boje pri dijeljenju s 3.

Postavite skakavce u koordinatni sustav te promotrite kako se mijenjaju koordinate prilikom skoka.
U ovom zadatku nedostaje postupak koji ponavljamo kona¢no mnogo puta: stvorite ga!

Dozivite plocu kao Sahovsku.

Numerirajte vrhove i pomocu toga nadite invarijantu.

Promotrite sto se dogada s brojem najveéih brojeva. Mozete li konstruirati nekih pocéetnih 9 brojeva tako
da neko svojstvo broja najveéih brojeva bude invarijantno.

Mozete li se rijesiti apsolutnih vrijednosti? Koje ostatke pri dijeljenju s 4 mogu imati kvadrati prirodnih
brojeva?

Promotrite umnozak svih brojeva oblika % + 1, gdje se mnoze takvi faktori medusobno za sve x koji
trenutno pisu na plodi.

Dokazite tvrdnju tako sto Cete pokazati da je zadnji broj koji ostane na ploci djeljiv s 3 i nije djeljiv s 9.
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13.3. G22: Karakteristicne tocke trokuta - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. angle chase, tangenta i tetiva

2. presjeci dvije simetrale ili visine i dokazi da treéa prolazi sjecistem
angle chase

angle chase

angle chase (centralno simetriraj to¢ku H preko M)

angle chase

kad imamo tangente neke duzine su jedanke duljine

angle chase
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translacija (druga moguénost: ruzno raspisivanje)

10. konstruiraj neke kruznice (kut izmedu tangente i tetive)

11. angle chase (vidi zadatak 5.)

12. homotetija ili angle chase

13. sli¢nost, presjeci OH sa tezisnicom te dokazi da je sjeciste teziste

14. presjeci EF i ID i povuci pravac paralelan sa BC' kroz to sjeciste i dokazi da je ta tocka na polovistu te
paralele

15. angle chase (vidi zadatak 3.)

16. sinusov poucak

17. tetivan cetverokut

18. angle chase (vidi zadatak 3.)

19. ista konfiguracija kao i u zadatku 14. (moguée fantomiranje)
20. gledaj visine na stranicu koju dijele (neka lemma)

21. sli¢nost (spiralna)
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13.4. N22: Diofantske - Al Depope

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. yiy+ 1 su relativno prosti.

2. Razlika kvadrata. Faktoriziraj. Rastavi na slucajeve.
. Ogranici skup potencijalnih rjesenja.
. Promatraj ostatke modulo 7.

3
4
5. Nadite dva spomenuta rjesenja. Kakva mora biti parnost od a,b,c i d?
6. Ogranici skup potencijalnih rjesenja.

7

. Faktoriziraj.

8. Smjestanje medu kvadrate.

9. Matematicka indukcija.

10. CSB nejednakost.

11. AG nejednakost.

12. Pazljivo odaberi n te gledaj jednadzbu modulo n (sjeti se malog Fermatovog teorema).
13. Faktorizacija.

14. Koji bi mogao biti intuitivni razlog zasto ova jednadzba potencijalno nema beskonacno rjesenja?
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13.5. C25: Prebrojavanja - Mislav Brnetic

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

. Primijenite princip umnoska.

Primijetite da ¢e u svakom retku i svakom stupcu biti po jedan top.

Primijenite princip umnoska i primijetite da ne postoji razlika izmedu osoba koje osvajaju sok.
Primijenite FUL

Odredite $to znace lijeva i desna strana (dvostruko prebrojavanje).

Promatrajte brojeve koji nemaju nijednu znamenku 5.

Podijelite put na kvadrate i promatrajte moguénosti za svaki kvadrat.

Primijetite da se prvo pojavljuju brojevi koji poc¢inju znamenkom 1, zatim 2... te ih prebrojite
Promotrite dva slucaja za polozaj u rubnom retku/stupcu.

Promotrite prvo koliko razreda ée iéi na koje odrediste.

Prvo odredite broj permutacija cijele rijeci, a zatim slova koja se ponavljaju.

Primijenite FUI ili promatrajte viSe vrsta pravokutnika ovisno o vrhovima.

Promatrajte male primjere.

Promotrite na koliko se nac¢ina moze rasporediti elemente u podskupove.

Promatrajte faktorizaciju broja 270.

Fiksirajte vozila i rasporedite parkirna mjesta.
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Poglavlje

Hintovi za trecu grupu

A23: Razni zadaci s nizovima - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Indukcija
2. Teleskopiranje
. Dokazati da je opd¢i ¢lan aritmetickog niza vedi ili jednak opéem clanu geometrijskog niza

3

4. Definirajte b, = an41 — a,, i promatrajte b2, — b3
5. Definirajte d,, = (ap + a1 + ... + an) — na,, i promatrajte odnos izmedu d,, i d,+1
6

. Zelimo dokazati da za svaki prirodan broj a vrijedi a(z +1)s <z +a

7. Teleskopiranje

k. k_l . . .. .o
8. ap > T an teleskopiranje i indukcija

9. Zbrojimo nejednakosti koje dobivamo za %, x,_1, ..., 3, Z2 i gledamo Sto bi vrijedilo za broj A da postoji,
/6
6

dokazujemo da je A = rjesenje

10. Dokazite da je m — 1 potencija broja 3
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14.2. C23: Bojanja i poplocavanja - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. Koliko crnih, a koliko bijelih polja zauzima domina?
2. Mozes li smisliti bojanje poda gdje jedna od plocica prekriva parno, a druga neparno crnih polja?
Smisli bojanje gdje svaka plocica zauzima toc¢no jedno crno polje!

Motze li se ploca poplocati sa parno L-tetromina? Podijeli L-tetromine u 2 kategorije!

orol W

pronadi bojanje gdje ¢e 4 vrste tetromina pokrivati parno crnih polja, a samo jedna neparno.

o

Mozes li obojati nesto osim polja?
7. Rijesi male slucajeve! Sto uocavas?

8. Prvi dio: trebas nesto saznati o brojevima iste boje, a znas dosta o brojevima razli¢ite boje. Mozes li
dodati pomoc¢ni broj?
Drugi dio: ako je k bijele boje, sto mozes zakljuciti o njegovim visekratnicima? A o brojevima koji mu to
nisu?

9. Pretpostavi suprotno. Koliko je najmanje domina na pravcu koji prelama dominu?
10. Mozes li saznati koliko tocno treba biti crvenih bridova?

11. Mozes li obojiti ploc¢u na nacin da, ako je bubamara na pocetku bila na polju X, sa sigurnoséu znas da je
nakon odredenog broja koraka bubamara zavrsila na polju Y?

12. Mozes li ploc¢u podijeliti na segmente u kojima mora biti zauzeto barem pola plocica?
13. Oznacis li boje brojevima, mozes ih i zbrajati!
14. Ovaj zadatak je slican prethodnom!

15. prikazi strelicama u kojim smjerovima ludi lovac napada. Kada 2 luda lovca smiju biti na istoj dijagonali?

16. Pokusaj obojiti ploc¢u tako da prva dva reda budu bijela, druga dva crna, treca dva bijela, i tako dalje.
Razmisli kako ti to pomaze.

17. Pokusaj obojiti plocu sahovski. Vidi mozes li rijesiti posebno za crna, posebno za bijela polja.

18. Na kojim poljima se ¢ini da sigurno moze biti kuc¢a? Probaj prvo dokazati da ona moraju biti popunjena
u idealnoj konfiguraciji. Onda nesto zakljuci za ostatak polja.

19. Odgovor je k = [y/n] — 1. Dokazi da u svakoj mirnoj konfiguraciji postoji k x k dobri kvadrat, i da postoji
mirna konfiguracija koja nema (k + 1) x (k 4+ 1) dobri kvadrat.
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14.3. G23: Potencija tocke, radikalna os - Luka Banovi¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.

11.
12.

. Koje duzine bi bilo dobro produziti da mozemo primijeniti potenciju tocke (i koje tocke bismo onda pritom
koristili)?

. Povucite 1 treéu visinu. Sto mozemo reéi o nozistu te visine?

Tocku za koju ¢éemo koristiti potenciju tocke na kruznicu (OM BD) treba docrtati. Nadite takvu da
prikaZete njenu potenciju tocke kao umnozak dvije duzine koje imaju vrh u tocki O.

. Docrtajte tocku kojom ¢éete stvoriti jos 2 tetivna cetverokuta. Time éete dobiti puno vise moguénosti za
primijeniti potenciju tocke.

Preformulirajte tvrdnju zadatka koristenjem potencije tocke. Sto zapravo treba dokazati u zadatku? Izra-
zite $to vise kuteva preko kuta ZBAD.

Odredite pogodnu tocku za primjenu potencije tocke. Na taj nacin nadite jos neke tetivne Cetverokute.

Uocite da je pravac PQ radikalna os dviju kruznica. Dakle, pokazite da tocka H ima jednaku potenciju
tocke na obje kruznice.

Nakon sto odredite gdje bi otprilike radikalna os trebala biti, iskoristite svojstva toc¢aka na njoj da raspisete
potencije tocaka koje se spominju u zadatku.

Pokazite da je pravac BF radikalna os dviju kruznica, pri ¢emu im je DF zajednicka tangenta.

Ako je D na radikalnoj osi tih kruznica, to znaci da im je radikalna os pravac DI, a ona mora biti okomita
na spojnicu sredista tih dviju kruznica. Odredite $to je sve medusobno paralelno, a sto okomito. Kojom
tockom na kruznici opisanoj trokutu AABC prolazi simetrala duzine BC'.

Pokazite da su navedena 3 pravca radikalne osi triju kruznica.

Pokazite da je pravac AFE radikalna os dviju kruznica sa zajednickom tangentom BD: dane kruznice i
kruznice opisane trokutu AADE.

121
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14.4. N23: TB konstrukcije, CRT - David Mikulcié

Link na zadatke. Link na rjesenja.

1. konstrukcija

2. smjestanje izmedu kubova

faktorizacija

diskriminanta

indukcija

vietta

(a) mod 2 (b) pretp suprotno (¢) nadi jedno rjesenje, Vietta jumping ili Pellova

(a) a=nbc+z (b) 4
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crt

10. konstrukcija, crt
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14.5. C26: Princip ekstrema - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na rjesenja.

10.
11.
12.
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. Pretpostavi suprotno i promatraj neki minimum

Promatraj najveéeg broja

BSOzx>y>=2

max

max

Pretpostavi suprotno, promatraj put od polja s brojem 1 do polja s brojem n?
Definiraj koordinatni te promatraj neki ekstrem

Promatraj trokut najveée povrsine.

(a) Promatraj najdulju duzinu u skupu ubojstava
(b) Pretpostavi suprotno, Sesterokut
(c) Pretpostavi suprotno, ¢etverokut, nejednakost trokuta
(d) Pretpostavi suprotno

monovarijanta

greedy (pa baza 3)

tocke — povrsina

123
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Rjesenja s predavanja na prvom terminu
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15. Poglavlje

Rjesenja za prvu grupu

15.1. Al11l: Nejednakosti - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Rjesenja svih zadataka osim posljednja tri nalaze se u knjizi na prvom linku. Posljednja tri zadatka nalaze se u

iz knjige na drugom linku.

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
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Z.

Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:

. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:
. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:

. Cvetkovski, Inequalities Theorems -Techniques and Selected Problems:

Exercise 1.1, str.
Exercise 1.2, str.
Exercise 1.3, str.
Exercise 1.4, str.
Exercise 1.5, str.
Exercise 1.6, str.
Exercise 1.7, str.

Exercise 1.9, str.

3
3
3
4

Exercise 1.13, str. 6

Exercise 1.14, str. 6

Exercise 2.1, str.
Exercise 2.2, str.
Exercise 2.3, str.
Exercise 2.4, str.
Exercise 2.5, str.
Exercise 2.6, str.
Exercise 2.7, str.
Exercise 2.8, str.
Exercise 2.9, str.
Exercise 2.16, str. str. 18
Pham Kim Hung, Secrets in Inequalities (volume 1): Example 1.1.1, str. 17
Pham Kim Hung, Secrets in Inequalities (volume 1): Example 1.1.2, str. 18

Pham Kim Hung, Secrets in Inequalities (volume 1): Example 1.1.7, str. 20

11
11
12
12
13
13
13
14
14
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15.2. C11: Prebrojavanja - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Pecivo mozemo odabrati na 2 nacina, sir na 4, Sunku na 3. RjeSenje je 2-4 -3 = 24.

2. Prvu osobu u redu mozemo odabrati na 10, drugu na 9 (bilo tko osim osobe na prvom mjestu), treéu na
8 (bilo tko osim osoba na prvom i drugom mjestu)... Koristimo princip produkta i dobijemo rjesenje 10!.
Ovo jos zovemo i permutacijom skupa.

3. (a) 9-10-10- 10, na prvom mjestu moze stajati sve osim znamenke 0, a na ostalima moze biti bilo koja
od 10 znamenki.

(b) 9-9-8-7, na prvom mjestu bilo $to osim 0, na drugom bilo $to osim znamenke koju smo odabrali na
prvo mjesto...

(c) 8-9-9-9, sliéno kao a dio zadatka, ali sada nam znamenka 3 nije dozvoljena znamenka.

(d) Znamenka 5 mozZe stajati na tocno jednom od 4 mjesta u broju. To zna¢i da na jednom mjestu
nemamo izbora nego staviti znamenku 5, a na ostala mjesta ne smijemo staviti znamenku 5 (pazite,
na prvom mjestu ne smije biti ni 0). Buduéi da su sluéajevi disjunktni koristimo princip sume.

1-9-9.9 + 8-1-9-9 4+ 8:-9-1-9 + 8-9-9-1
—— N—— —— —

5 na prvom mjestu 5 na drugom mjestu 5 na treCem mjestu 5 na cetvrtom mjestu

(e) Po a dijelu zadatka razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva ima 9000, a onih koji ne sadrze znamenku
1ima 8-9-9-9 = 5832 (isto kao u ¢ dijelu, samo nam sada 1 nije dozvoljena znamenka). Iskoristimo
princip sume i dobijemo da brojeva koji sadrze barem jednu znamenku 1 ima 9000 — 5832 = 3168.

4. zupanijsko 2009, SS1A, 5

5. (a) 100 mozemo podijeliti na 33 grupe oblika {3k + 1,3k + 2,3k} i ostat ¢e nam jedan broj koji nismo
nigdje smjestili (100). Svaka ta grupa ima to¢no jedan broj djeljiv s 3, a to je 3k. Zato je broj trazenih
brojeva jednak 33. Primijetimo da je to cjelobrojni rezultat dijeljenja 100 sa 3.

100
(b) Prirodnih brojeva manjih od 100 djeljivih sa 3 ima 33, a djeljivih sa 4 ima 25 = VR Ukupno je

to 33 + 25 = 58. Medutim, jo$ ne mozemo koristiti princip sume jer nemamo disjunktne skupove,

100
brojeve djeljive sa 12 (njih ima {12J = 8) ubrojali smo i u one djeljive sa 3 i u one djeljive sa 4.

Zato je rjesenje 33 + 25 — 8 = 50.

6. Na prvom mjestu ne moze biti znamenka 0 Sto znaci da niti na zadnjem mjestu peteroznamenkastog
parnog palindroma ne smije biti znamenka 0. S druge strane, buduéi da zelimo parni palindrom, prva i
zadnja znamenka moraju biti parne. Nadalje, druga i ¢etvrta znamenka mogu biti bilo kakve, ali iste, a
za treéu znamenku nemamo restrikcije. Iz toga nam slijedi da za prvu znamenku imamo 4 izbora (2,4, 6
ili 8), za drugu i treéu po 10 izbora (bilo koje znamenke), a za ¢etvrtu i petu znamenku samo po 1 opciju
(moraju biti jednake drugoj i prvoj). Rjesenje je 4 - 10 - 10 = 400.

7. drzavno 2009, 8. razred, 3. zadatak

8. (a) Fiksirajmo jednu osobu (Ne moramo ju birati, inade ¢emo kao razli¢ite rasporede brojati rasporede
nastale rotacijom!). Osobu koja sjedi kraj fiksirane osobe mozemo odabrati na 14 nacina (bilo tko od
ostatka igraca), i tako redom za svako sljedece mjesto imamo po 1 igraca manje na izbor. RjeSenje je
zato (15 —1)!. Alternativno, mogli smo ispermutirati sve igrace i posjesti ih u krug (15!), ali podijeliti
s brojem rotacija koje ¢ine isti raspored sjedenja (takvih je po 15).

(b) Petra i Anu mozemo shvatiti kao jednu osobu pa takvih rasporeda sjedenja ima (14 — 1)!, ali Petar
i Ana mogu zajedno sjesti na 2! = 2 nacina (Petar lijevo, a Ana desno ili obratno). Zato je sada
rjesenje 13! - 2.

9. zupanijsko 2003, SS4A, 2

10. Buduéi da svaku olovku mozemo i ne moramo staviti u podskup odabranih olovaka, imamo toc¢no 2
moguénosti za svaku. Ako svaki podskup olovaka shvatimo kao niz 0 i 1 (pri ¢emu 0 oznacava da ta olovka
nije odabrana, a 1 da je) trebamo samo naé¢i broj svih takvih uredenih nizova. Za svako od 7 mjesta
(imamo 7 olovaka na raspolaganju) imamo 2 opcije (0 ili 1) pa je broj takvih nizova 27. Analogno, ako
imamo na raspolaganju n olovaka, odgovor je 2".


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-OS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
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LJETNI KAMP 2020.

Ukupno imamo 7+ 13 = 20 kockica, dakle 20 razlic¢itih pozicija za kockice u tornju. Pozicije za narancaste
kockice mozemo odabrati na (270 ) nac¢ina (ne razlikujemo narancaste kockice medusobno), a ostatak mjesta
(njih 13) popunimo sivim kockicama. Zato je rjeSenje (270).

zupanijsko 2019, SS4A, 3

Primijetimo da vrijedi 600 = 23 - 3! - 52. Svaki djelitelj broja 600 moZemo konstruirati tako da prostim
faktorima 2, 3 i 5 pridruzimo neku potenciju s kojom ¢e uéi u rastav djelitelja na proste faktore. Neka je «
potencija prostog faktora p u rastavu broja 600. Tada za potenciju k od p u djelitelju kojeg konstruiramo
mora vrijediti 0 < k < a, Sto je @ + 1 moguénost. Koristeéi princip produkta (svaki djelitelj je uredena
trojka potencija prostih faktora) dobivamo da broj 600 ima (341)-(141)-(241) = 4-2-3 = 24 djelitelja.

(a) Promotrimo najkrace puteve od tocke (a,b) do tocke (¢, d), pri ¢emu je a < ¢ib < d. Najkraéi putevi
u tom slucaju sastoje se samo od pomaka gore i desno, i to toéno (c—a) desno i (d—b) gore. Shvatimo
li cijeli put kao niz odredenog broja znakova G (gore) i D (desno), broj razli¢itih puteva dobit ¢emo
kao broj razli¢itih takvih nizova. Niz dobijemo odabirom mjesta za znakove (recimo) G, a to mozemo

e els ukupno pomaka) __ (c—a+d—b v
uciniti na ( pomaka gore ) = ( d—b ) nacina.

Sadauz a=—-1,b=0, c=51id="7 dobivamo rjesenje

(b—(=1)+(7T-0)\ /13
7-0 \7)
(b) Da bismo pronasli odgovor na ovo pitanje potrebno je prebrojati puteve koji prolaze tockom (2, 3) i
taj broj oduzeti od ukupnog broja puteva od (—1,0) do (5,7).
Da bi put prolazio zadanom tockom moramo pronaé¢i broj najkra¢ih puteva od pocetne tocke do

usputne zadane tocke i od zadane tocke do zavr$ne tocke (i tada primijenimo princip produkta jer
zapravo imamo ureden par dva puta). Tako dobivamo da je rjesenje

() -2 )-(0-00

svi putevi prvi dio puta drugi dio puta

. Odaberimo prvo mjesta na kojima ¢e sjediti 3 putnika u smjeru voznje, to mozemo na (i) jer imamo 4
takva mjesta na raspolaganja. Oni mogu sjediti na tim mjestima u bilo kojem poretku pa imamo 3! (na
koliko nacina ih mozemo posloZiti u niz i tim redom im pridruziti mjesto za sjedenje). Sli¢no napravimo i
s 2 putnika koji zZele sjediti suprotno od smjera voznje: (;1) - 21
Za kraj nam je jos preostalo smjestiti 3 putnika kojima je svejedno gdje sjede na 3 preostala slobodna
mjesta. Za prvo mjesto putnika mozemo odabrati na 3 nacina, za drugo na 2 i za treée na 3. Tako dobivamo

konacno rjesenje:
4 4
-3 - 220 .3-2-1
N—_—— N——

ostali
smjer voznje suprotan smjer

1. nacin

Permutacija slova ima 10!, ali ra¢unajuéi da ista slova razlikujemo. Koristeéi ideju iz zadatka 14, trebamo
10!

"ubiti permutacije" istih slova (npr. za M to je 2!). Tako dobivamo rjeSenje 3o

II. nacin

Buduéi da trazimo anagrame imamo 10 mjesta koje trebamo popuniti slovima rije¢éi MATEMATIKA. Za
slovo M trebamo odabrati 2 od tih 10 mjesta na koje ¢emo ih staviti, za slovo A trebamo 3 mjesta od
ostatka (10 — 2 = 8) itd. Dakle, rjeSenje je

M A T E I K

17. drzavno 2014, SS2A, 5

18

. opéinsko 2017, SS4A, 5
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
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19. Opéu formulu izvest ¢emo pomocu rekurzije. Oznacimo s a,, broj dijelova na koji n pravaca dijeli ravninu.
Promotrimo prvo n — 1 pravaca. Dodamo li tom skupu jos jedan (n-ti) pravac, on sijece svaki od pocetnih
n — 1 u jednoj tocki, tj. pocetni pravci sijeku dodani pravac u n — 1 razlic¢itih tocaka. Sada vidimo da smo
dobili jo$ n novih dijelova ravnine (to¢no n starih podruéja podijelili smo na 2 dijela) pa imamo rekurziju:

Ap = Ap_1 + N.

Jos nam fali pocetni uvjet da bismo mogli naé¢i formulu za rjesenje. Lako vidimo da je a; = 2, jedan pravac
dijeli ravninu na 2 razli¢ita dijela. Raspisivanjem dobivamo

ap =0 +n—k+1)+n—k+2)+...+(n—k+k)=a1+2+3+4+...+n

1
:2+2+3+4+...+n:1+@.
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15.3. C13: Invarijante - Maja Drmac¢

Link na zadatke. Link na hintove.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

. Promatramo crne tocke. Svakim potezom njihov se broj poveca za 2, smanji za 2 ili ostaje isti. Dakle,
invarijanta je parnost broja crnih tocaka. Kako pocinjemo s parnim brojem crnih tocaka, a trebali bi
zavrsiti s neparnim (201), ne mozemo to postiéi.

. Zupanijsko A 2014. - SS1, 5. zad.

. Problem Solving Strategies - E1, 13. str. (nije potpuno isto, uo¢ite da u ovom zadatku umjesto 2 stoji n,
ali ista fora)

. Ako napravimo "supstituciju" M = 1i F = —1, moZemo promatrati umnozak svih brojeva na ploci.
Umnozak 2 ista broja je 1 = M, a razli¢ita —1 = F, dakle umnozak brojeva se ne mijenja potezom. To
znaci da bez obzira na odabir redoslijeda poteza, zadnje slovo ovisi o pocetnom umnosku. Konkretno u
ovom zadatku, podetni umnozak je (—1)210. 12010 = 1 dakle ostat ée slovo M i Matko pobjeduje.

. Uoé¢imo da je (0.8a + 0.6b)? + (0.8b — 0.6a)? = a? + b2, dakle suma kvadrata elemenata je konstanta.
32 +42 +122 = 169, 42 + 62 + 122 = 196 — Hana ne moze do¢i do trazenog skupa.

. Ni opseg ni povrsina se nakon rezanja i lijepljenja ne mijenjaju. Ako je opseg konstantan, dobivamo da
bi stranica kvadrata trebala biti % stranice jednakostrani¢nog trokuta, ali onda se povrsina kvadrata i

povrsina kvadrata ne podudaraju, dakle nije moguce dobiti kvadrat.

. Svakim potezom se suma brojeva povecava za 3, dakle ostatak sume pri dijeljenju s 3 se ne mijenja.
Pocetna suma daje ostatak 2, a zavr$na 0 (jer je 2019z djeljivo s 3). Dakle, Antonio ne moze postiéi da
svi brojevi budu jednaki.

. Drzavno A 2012. - SS3, 5. zad.

. Promatramo sto se dogada s brojem maksimalnih vrijednosti na ploc¢i. Nakon Sto izvrSimo potez, broj
maksimalnih vrijednosti ili ostaje isti ili se povecava za 2, dakle parnost tog broja je konstantna. Kako bi
Fabijan pobijedio, mora na pocetku zapisati niz brojeva koji sadrzi paran broj maksimalnih vrijednosti
(npr. 2 dvojke i 25 jedinica), jer onda broj maksimalnih vrijednosti ne moze postati 27.

Skiciranjem svih mogucih slucajeva obrastanja korova dolazimo do zakljucka da se opseg lika omedenog
korovom smanjuje ili ostaje isti. Opseg zemljista je 4-10 = 40, a kako ¢ée pocetni opseg Cestica pod korovom
biti maksimiziran ako nijedna cestica ne dijeli stranicu s nekom drugom, slijedi da nam treba najmanje
10 obraslih Cestica. Konstrukcija: razmjestiti ¢estice na glavnu dijagonalu.

Transformacije koje Paula radi podsjeéaju na Euklidov algoritam, odnosno invarijanta je ged(z,y). Eva
samo mora odabrati brojeve tako da ged(z,w) # ged(z, y).

Znamo da je ostatak broja pri dijeljenju s 9 jednak ostatku koji daje njegov zbroj znamenaka, dakle pri
svakom koraku se ne mijenja ostatak svakog broja pri dijeljenju s 9. Kako je 10° = 1 (mod 9), bit ée vise
jedinica na kraju.

Drzavno A 2018. - SS2, 2. zad.

MEMO 2016. - 12

India IMO Training Camp 2004 - Day 1, Problem 3
IMO Shortlist 2005. - Problem 10. (C5)
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h53045p333388
https://www.imomath.com/imocomp/sl05_0707.pdf
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15.4. G11: Karakteristicne tocke trokuta - Lucija Reli¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. MNM online predavanje Karakteristicne tocke trokuta - video rjesenje
2. MNM online predavanje Karakteristicne tocke trokuta - video rjesenje
3. MNM online predavanje Karakteristi¢ne tocke trokuta - video rjesenje
4. MNM online predavanje Karakteristicne tocke trokuta - video rjesenje

5. Neka je O srediste opisane kruznice, P poloviste stranice AB i S sjeciste simetrale stranice AB (to je
pravac OP buduéi da je srediste opisane kruznice na simetrali stranice) sa opisanom kruznicom. Zelimo
pokazati LZACS = £LSCB.

Odmah vidimo da je ¢etverokut ASBC tetivan. Buduéi da su LZACS i ZABS kutevi nad (istom) tetivom
AS, vrijedi ZACS = ZABS. Simetrala stranice okomita je na tu stranicu, pa po SKS poucku o suklad-
nosti trokuta znamo da su trokuti AASP i ABSP sukladni (SP je zajednicka stranica, |[AP| = |PB| po
definiciji tocke P i kut izmedu njih je pravi). Iz toga slijedi ZABS = ZBAS.

Sada opet primijenimo isti trik s obodnim kutevima, ovaj puta nad tetivom BS, i dobivamo ZSCB =
/SAB = /ZABS = LZACS, sto je i trebalo pokazati.

6. Po SSS poucku o sukladnosti trokuta, trokuti AABD i ABCD su sukladni. Buduéi da se dijagonale
paralelograma raspolavljaju, duzina AC sijece BD u polovistu, ozna¢imo ga sa S. Zato dobivamo da je
sjeciste duzina DP i AS teziSte trokuta AABD (ozna¢imo ga sa T}), a sjeciste duzina BQ i SC je teziste
trokuta ABCD (oznacimo ga sa T3).

Teziste dijeli tezisnicu u omjeru 2 : 1 gledajuéi od vrha. Iz sukladnosti koju smo pokazali na pocetku
imamo AT, = ToC i T1 S = ST». Sada mozemo zakljuciti AT, = T/ 1> = T»C.

7. MNM online predavanje Karakteristi¢cne tocke trokuta - video rjesenje

8. zupanijsko 2015., A2, 4. zadatak

9. skolsko 2012., A2, 8. zadatak

10. MNM online predavanje Tetivni ¢etverokuti - video rjesenje

11. TliSevié, Dijana; Bombardelli, Mea. Elementarna geometrija (skripta), Teorem 4.9.
12. Tligevié, Dijana; Bombardelli, Mea. Elementarna geometrija (skripta), Teorem 5.8.
13. skolsko 2017., A3, 5. zadatak

14. drzavno 2010., A2, 4. zadatak


https://www.youtube.com/watch?v=23yRD-Trbg8&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=pK5TRh6b-TM&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=XMoFv5JetQE&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=uk0_iEFU8HM&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=O87WSCZng6w&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://www.youtube.com/watch?v=povXVdja8Bo&feature=youtu.be
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/eg/dodatni/EGskripta.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/eg/dodatni/EGskripta.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
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15.5. N11: Modularna aritmetika - Maja Drmac

Link na zadatke. Link na hintove.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. (3k)?2 =9k% = 0 (mod 3), (3k +1)%2 = 9k?> + 6k + 1 =1 (mod 3), (3k +2)? = 9k? + 12k + 4 = 1 (mod 3).
Analogno ide za mod 4.

Kvadrat prirodnog broja je kongruentan ili 0 ili 1 modulo 3. Ako je p?> = 1 (mod 3), izraz 8p? + 1 je
kongruentan 0 modulo 3, a s obzirom da je strogo veé¢i od 3 ne moze biti prost broj pa nema rjesenja.
Preostaje jedino da je p? djeljivo s 3, a jedini prost broj koji ima to svojstvo je 3. Uvrstavanjem dobivamo
8p? + 1 = 73 &to je uistinu prost broj, tako da je jedino rjesenje p = 3.

Isprobavanjem se dobiva 3! = 3 (mod 10), 32 = 9 (mod 10), 33 = 7 (mod 10), 3* = 1 (mod 10), 3° =3
(mod 10)... To znaéi da je 333 =3 - (3%)® =3 -1 =3 (mod 10).

Lijeva strana mora biti parna, iz ¢ega slijedi da je 13p parno pa je jedini moguéi p = 2. Rjesavanjem
kvadratne jednadzbe dobivamo x = £19.

Promatramo ostatke pri dijeljenju s 10. 22 moze dati ostatak 0,1,4,5,6,9, a 5y 0 ili 5. Nijedna kombinacija
ne daje zajedno ostatak 3 (Sto je ostatak pri dijeljenju 123 sa 10) pa nema rjesenja u cijelim brojevima.

Skoljka - Kongruencije, 5. zadatak

Iz jednadzbe slijedi: y = 3y; — 522 — 21y? =3 — x = 321 — 1527 — Ty} = 1 — y? = 2 (mod 3) §to nema
rjesenja.

9n+2 4 32+l — 4. 9n 4 3.97 = (—3).2" 4 32" =0 (mod 7) pa je izraz djeljiv sa 7.

Lako se izracuna da iz 3™ = 3" (mod 7) slijedi m = n (mod 6). Kako je 4 = 4% (mod 6), stalnim
mnoZenjem s 4 dobivamo 4 =42 =43 = ... = 4" (mod 6).

Art of Problem Solving. Ima vise rjesenja, od kojih neka ne koriste modularnu aritmetiku.

a) O¢ito p = 2 nije rjesenje pa neka je p > 2. Uvjet zadatka mozemo napisati kao 2P = 1 (mod p). Ali iz
malog Fermatovog teorema slijedi 27 = 2 (mod p), kontradikcija. Ne postoji takav prost broj.

b) Ocito je da za svaki n je 2" — 1 neparno pa m ne moze biti paran. Neka je m onda neparan broj, dakle
ged(m, 2) = 1. Uocimo da je uvjet zadatka pronalaZenje broja n takvog da 2" =1 (mod m). Prisjetimo 1i
se Eulerovog teorema, vidimo da za n = ¢(m) vrijedi uvjet zadatka, a kako je ¢(m) < m onda je sigurno
uvijek n < 1000. Znaci da za svaki neparni broj manji ili jednak 1000 postoji takav broj n, a neparnih
brojeva manjih ili jednakih 1000 ima 500.

Kako je ged(3,100) = 1, vrijedi 3¢(1°) =1 (mod 100). Koristenjem svojstva multiplikativnosti dobivamo
#(100) = 40, odnosno 3*° =1 (mod 100). Kako je 2041 = 51 -40+ 1, to je 3204 =3. (319’1 =3.1°1 =3
(mod 100), znaéi da su zadnje dvije znamenke broja 32041 0 i 3.

MEMO 2017. - T7

MEMO pripreme 2015., 3. stranica, 6. zadatak

13. stranica, Example 4.1 (1983 Kuerschak Competition)
IMO Shortlist 2006. - N2

Uocimo da je broj elemenata u reduciranom sustavu ostataka modulo m jednak ¢(m). Prvo dokazujemo
lemu: ako je S = {r1,72,...,74(m)} reducirani sustav ostataka modulo m i a cijeli broj relativno prost sa
m, tada je S" = {ary,ary,...,ary(m)} takoder reducirani sustav ostataka modulo m.

Buduéi da je svaki r; relativno prost sa m, kao i a, vrijedi i da je svaki ¢lan skupa S’ relativno prost sa
m. Uzmimo z,y € S. Tada postoje 1 <2/ <mil<y <mtakvidaz =2 (modm)iy=y (mod m).
Pretpostavimo da S’ nije reducirani sustav ostataka jer vrijedi za = ya (mod m). Tada je i 2'a = y'a
(mod m), odnosno (' —y')a =0 (mod m). Jer su a i m relativno prosti i zbog ¢injenice da je 2’ —y’ < m
dobivamo 2’ = 3’ pa x i y daju isti ostatak pri dijeljenju sa m, a bududéi da su elementi reduciranog sustava
ostataka vrijedi z = y. Dakle, S’ je isto reducirani sustav ostataka modulo m.

Nazad na Eulerov teorem. Neka je {ri,72,...,7,(m)} reducirani sustav ostataka modulo m. Kako je po
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https://www.skoljka.org/media/attachment/0/00097_xfc233m5wuufgc8evx2h/kongruencije.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Divisibility_rules/Rule_for_11_proof
http://memo2017.lmnsc.lt/files/memo2017_solutions_.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/08/N-Eulerova-funkcija-Ilko-Brnetic.pdf
https://artofproblemsolving.com/articles/files/SatoNT.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf
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prethodno dokazanoj lemi {ary,ars, ..., ar, )} reducirani sustav ostataka modulo m., zakljucujemo da
je

@(m) @(m)

H (ar;) = H r; (mod m)

j=1 i=1

e(m)

(m)
a®(m) H r; = H r; (mod m)
=1 i=1

Kako je ged(r;,m) =1 i iz svojstava kongruencija, dobivamo tvrdnju teorema.
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16. Poglavlje

Rjesenja za drugu grupu

16.1. A12: Razni zadaci s nizovima - Maja Drmac

Link na zadatke. Link na hintove.

1
2
3
4

10.
11.
12.
13.
14.
15.

. Zadatak A - 4.2
. A. Engel - Problem Solving Strategies, 234. str., E4
. Zadatak A - 4.5

. Prvo uoéimo da za |a| < 1, ako je b > ¢ onda je a® < a®. Takoder, a* < 1 za bilo koji k € R¥.

Tyvrdimo da je za prirodni n poredak ¢lanova ovog niza a1 < az < ... < dop_1 < G2p < A2p_2 < ... < aq <
as. Tvrdnju dokazujemo indukcijom.

Zan =1, imamo a; = a' i ay = a®. Kako je 1 > a, a |a] = 0.2020 < 1, onda je a; < as.

Pretpostavimo da za neki prirodan n vrijedi a1 < a3z < ... < aap—1 < G2p < Gop—2 < ... < aq4 < 2.
Promatramo dodavanje asp+1 1 agnya.

Znamo da je agn4+1 = a®", a kako je po pretpostavci ag, > asp—1, t0 je aspy1 = a® < a®®m-! = ag,. Isto
tako, kako je po pretpostavci ag,_2 > agy, onda je ag,—1 = a*"~2 < a®" = ag,41. Sada znamo da vrijedi
agp—1 < Qop4+1 < G2, 1 na slican nacéin dobivamo ag,4+1 < @242 < azy,. Ubacivanjem toga u pretpostavku
indukcije dobivamo a1 < ag < ... < agp—1 < @241 < 242 < G2 < Q2p—2 < ... < a4 < ag. Time smo
dokazali tvrdnju indukcije.

Primjenom ovoga na pitanje zadatka, trazeni poredak je a; < az < ... < ag019 < 2020 < a2018 < ... <
ag < ag.

A. Engel - Problem Solving Strategies, 240. str., 3. zadatak
A. Engel - Problem Solving Strategies, 253. str., 53. zadatak
Zadatak A - 4.3

Zadatak A - 4.1

HMO - MEMO test, 1. zadatak

IMO 2006. Shortlist - A2

A. Engel - Problem Solving Strategies, 253. str., 54. zadatak
IMO Shortlist 2015. - Al

MEMO 2008. - 11

IMO Shortlist 2010. - A4

EGMO 2020. - Problem 6.
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2020/2020-SS-skolsko-1234-zad+rj/2020-SS-skolsko-A-1234-rj-ISPRAVLJENA-VERZIJA.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2018-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2015SL.pdf
https://kag.upol.cz/memo/texty/2sj_r_eng.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2010SL.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo9/solutions.pdf
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16.2. C12: Bojanja i poplocavanja - Mateo Duji¢
Link na zadatke. Link na hintove.

Svi zadatci ovoga predavanja dio su knjige Problem Solving Strategies koju je napisao Arthur Engel. Zadatci su
iz poglavlja Coloring proofs. Knjiga se moze pronaéi na sljede¢em linku. Zadatci se mogu pronadi na stranicama
26 — 28, a rjeSenja na 28 — 37. U nastavku je popis u obliku z./y. pri ¢emu je x. redni broj zadatka s predavanja,
a 1. redni broj zadatka iz knjige.

1. /1.
2. /2.
/3.
/4.
/5.
/6.

/7.
/11.

© ®w N e oo W

/15.
10. /16.
11. /17.
12. /18.
13. /20.
14. /23.
15. /24.
16. /26.
17. /29.


https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
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16.3. C14: Kombinatorna geometrija - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Podijelimo kvadrat na Sest 2x3 pravokutnika. Po Dirichletu postoji pravokutnik u kojem su barem dvije
tocke. Te dvije tocke su udaljene za manje od v/22 + 32 = /13 (duljina dijagonale). Nejednakost je stroga
jer bi jednakost povladila da se tocke nalaze u vrhovima manjeg pravokutnika (dijagonala), a navedeno je
da moraju biti strogo unutar kvadrata.

2. Neka je bez smanjenja opéenitosti A crna tocka, a B bijela. Nacrtamo (BSO) crnu to¢ku C koja nije na
AB. Dalje ¢emo u svakom koraku nacrtati novu tocku izmedu nove tocke u prethodnom koraku (pocevsi
od C) te A ili B (ovisno o boji tocke), i dod¢i éemo do zakljucka da svaka nova tocka je blize pravcu AB od
prethodne, ali nije na AB $to daje kontradikciju s uvjetom da je konacno mnogo tocaka. Sli¢no rijeSimo
slucaj kad pocinjemo s tri nekolinearne istobojne tocke.

3. Za tri tocke promatramo konveksnu ljusku. Ako je ona pravac, onda povuc¢emo okomice na taj pravac kroz
tri njegove tocke i sjecista odgovarajuée okomice s kruznicom ¢e biti A, B i C. Ako je konveksna ljuska
mnogokut, onda odaberemo tri bilo koja njegova vrha. Za svaki od njih povucemo polupravac s pocetkom
u sredistu kruznice koji prolazi tim vrhom. Sjedista odgovarajuéeg polupravca s kruznicom ¢ée biti A, B, C.
Za Cetiri tocke kontraprimjer ée biti srediste kruznice S i tri tocke koje formiraju jednakostranic¢ni trokut
Cije je srediste S.

4. Ne. Opseg i povrSina su invarijante (kao i njihov omjer).

5. RijeSenje indukcijom. Baza je trivijalna (jedan pravac). Korak s n na n + 1 provodimo tako da nacrtamo
pravac na ve¢ obojanu ravninu s n pravaca pa s jedne strane pravca promijenimo boju svakom podrucju,
a s druge niti jednom.

6. Da. Nacrtamo konveksnu ljusku, odaberimo dvije susjedne tocke A i B na rubu ljuske. Zatim promatramo
kut ZATB za svaku T' € S i odaberemo onu tocku za koju je taj kut najveéi (nazovimo ju X). Unutar
kruznog odsjecka ABXA nema crnih toc¢aka jer bi postojanje crne tocke dalo kontradikciju s tvrdnjom da
je ZAX B najveéi medu opisanim kutovima. Unutar drugog kruznog odsjecka takoder nema crnih tocaka
(to bi dalo kontradikciju sa svojstvima konveksne ljuske).

7. Promotrimo konveksnu ljusku i nacrtamo sve duzine na rubu konveksne ljuske ljuske, tako dobijemo
mnogokut ¢iji su vrhovi sve tocke ako nema tocaka u unutrasnjosti. Ako ima tocaka u unutrasnjosti, onda
i njima pronademo konveksnu ljusku i u¢inimo istu stvar i ponavljamo taj postupak sve dok ne iskoristimo
sve tocke. I tako dobijemo nekoliko konveksnih mnogokuta, svaki sljedeéi je unutar prethodnoga (a zadnji
je mozda duZina, a mozda i tocka). Povezat ¢emo jednu tocku najveéeg mnogokuta (onog koji sadrzi sve)
s jednom tockom najmanjeg mnogokuta, zatim obrisati sve duzine koje ta duzina sijece. Dalje nastavite
za DZ.

8. a) Pretpostavimo da se sijeku i pomoéu nejednakosti trokuta dobijemo kontradikciju.

b) Za parne ne moZemo biti sigurni. Kontraprimjer je 2k nogometasa na istom pravcu s koordinatama
3,4,6,7,..3k,3k + 1. Znam da u zadatku pise da su udaljenosti razli¢ite, ali ideja j Za neparne mozemo
biti sigurni. Neka je S skup svih nogometasa. Po¢nimo od dva najbliza nogometasa, za njih znamo da
¢e dodati loptu jedan drugom, izbacujemo ih iz S. Zatim ponavljamo sljedecu petlju: Nademo najkracu
udaljenost izmedu dva nogometasa A i B tako da je A nuzno u S. Ako B nije u S, to znadi da je B
razmijenio loptu s nekim (dodali su jedan drugome) i jo$ ¢e primiti loptu od A, dakle B prima barem
dvije lopte. To znadi da neki nogometa$ ne prima loptu, tvrdnja dokazana (i izlazimo iz petlje). Ako B
jest u S, onda A i B dodaju loptu jedan drugome i izbacujemo ih iz S.

Buduéi da nogometasa ima neparno mnogo, (a ako ne izademo iz petlje broj nogometasa u S se smanji za
dva), sigurni smo da ¢ée se jednom dogoditi da B nije u S, pa makar u zadnjem koraku kad je u S samo
jedan nogometas.

¢) Odgovor je 5, konstrukcija ¢e biti za Sest nogometasa u vrhovima pravilnog peterokuta i njegovom
sredistu. Pretpostavimo da je neki nogometas primio Sest lopti, nazovimo ga S, a one koji su mu dodali
nazovimo A, B, C, D, E, F

9. Spojimo tako da ukupna duljina svih cesti bude minimizirana. 9. a) zadatak je lema. Ako se ceste iz dviju
kuéa sijeku, zamijenimo im mlinove pa se nece sijeéi i zbroj njihovih duljina ¢e biti manji (znaci da prije
nije bio minimiziran - kontradikcija).
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Rijesenje indukcijom. Baza za n = 1 je trivijalna (bilo koji trokut). Promotrimo nekonveksan mnogokut
XA;...A,Y kojem su svi vrhovi osim X i Y na kruznom luku male kutne mjere na kruznici k, a tocke X i'Y
izvan k i dovoljno daleko da su dijagonale koje spajaju X ili Y sa svakim A,,, 1 < m < n unutar mnogokuta
(za DZ razmisliti kako to preciznije zapisati), StoviSe, to su jedine dijagonale izvan mnogokuta. Dokazat
¢emo da on ima n triangulacija. Uo¢imo da treba biti povucena dijagonala X A,, ili dijagonala An —1)Y

jer inace triangulacija nije potpuna. Ako je povuéena X A, onda ée biti samo jedna triangulacija (ona u
kojoj su povucene sve dijagonale iz X jer bi bilo koja dijagonala iz Y presjekla X A4,,). Ako je povudena
Am —1)Y, onda imamo n — 1 triangulaciju po pretpostavci indukcije.

Izvor.
Izvor.
Izvor.

Izvor.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2005_USAMO_Problems/Problem_5
https://www.imomath.com/index.php?options=543&lmm=0
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1986_USAMO_Problems/Problem_2
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16.4. G12: Fantomiranje; 'ako i samo ako’ zadaci - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na hintove.

10.
11.

. Izvor.

. U a) dijelu fantomiramo H’ kao sjeciSte kruznice i pravca kroz C paralelnog s BH (H je ortocentar).
Zelimo dokazati H'B||CH, tj. da je BHCH’ paralelogram $to povlaci tvrdnju zadatka. Dokaz slijedi iz
/BHC = /BH'C = 180F — « Jedna jednakost slijedi iz tetivnosti, a druga iz svojstava visina. Sli¢no
i ub) dijelu, samo $to tamo definiramo H’ kao sjeciSte pravca AH i kruznice, te dokazujemo da su H i
H’ jednako udaljene od nozista visine N. Dokaze se da su trokuti HCN i H’CN sukladni KSK pouckom,
jednakosti kutova slijede iz tetivnosti i okomitosti krakova (/NCH = Z/BAH' = ZNCH’, a stranica je
zajednicka.

. Prve smjerove (raspored tofaka => jednakost) dokazite za DZ.

a) Neka je k kruznica koja dira AB, BC i C'D, neka je D’ sjeciSte druge tangente na k iz A i pravca CD.
Kao i u uvodnom zadatku, iskoristit ¢emo odgovarajuéu jednakost za ABCD i ABCD’ (za ABCD’ slijedi
iz prvog smjera zadatka, a za ABCD iz pretpostavke zadatka). Oduzmimo te jednakosti i uredimo tako
da dobijemo |AD| = |AD'| 4 |DD’| iz ¢ega slijedi D = D'.

b) Prvi smjer se dokazuje raspisivanjem pitagore. Neka je T’ noziste okomice iz B, a T” noziSte okomice
iz D na dijagonalu AC. Sli¢nim raspisom pitagore kao u prvom smjeru dobit ¢emo da je |T'T"| = 0, tj.
T' = T" iz Cega slijedi tvrdnja zadatka.

. Neka su A, B i C vrhovi trokuta, a D sjesiste simetrale kuta i kruznice. Slijedi ZDBC = ZDAC =
ZBAD = ZBCD (tetivnost i simetrala kuta AD) iz cega slijedi jednakokrac¢nost trokuta BCD, dakle
|BD| = |CD]|, D je na simetrali stranice BC

. Neka D bude sjeciste AO i BC, preostaje dokazati K D||AB. ADBK je tetivan (dva nasuprotna prava
kuta). Vrijedi ZCDK = ZCAK = ZCBA (prva jednakost slijedi iz tetivnosti, a druga iz leme o tetivi i
tangenti). Iz ZCDK = ZCBA slijedi da su DK i AB paralelni.

. Tzvor.(2.4.)

. Izvor.

. Izvor. (4.4.)

. Izvor. (1. dan, 3. zadatak)
Izvor

Izvor.
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https://brilliant.org/wiki/symmedian/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c241535h1245127_geometry_21
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf 
https://artofproblemsolving.com/community/c6h597143p3543487
https://artofproblemsolving.com/community/c471457h1577367_easier_than_i_thought
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16.5. N12: Diofantske jednadzbe - Mateo Duji¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Svi zadatci dio su knjige "Andreescu T., Andrica D., Cucurezeanu I. An introduction to Diophantine equations..
A problem-based approach (Birkhauser, 2010)". Ona se moZe pronaéi na sljedeéem linku.

1.
2.

e~

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.

© »®» N o o

Example 1, str.
Example 2, str.
Example 3, str.

Example 5, str.

Example 1, str.
Example 2, str.
Example 3, str.
Example 4, str.
Example 6, str.
Example 1, str.
Example 3, str.
Example 5, str.

Example 6, str.

Example 1, str.
Example 2, str.
Example 3, str.
Example 5, str.

Example 6, str.

4
5
6
8
13
14
14
15
16
20
22
23
26

29
29
30
31
32


https://www.isinj.com/mt-usamo/An%20Introduction%20to%20Diophantine%20Equations%20-%20A%20Problem-Based%20Approach%20-%20Andreescu,%20Andrica%20and%20Cucurezeanu%20(Birk,%202011).pdf

LJETNI KAMP 2020. 139

17. Poglavlje

Rjesenja za olimpijske grupe

17.1. 11: Nestandardna algebra - lvan Novak

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Neka je Y skup svih prirodnih brojeva koji nisu elementi X. Poredajmo brojeve po veli¢ini, a1 < as <
... < ay. Dovoljno je dokazati ap < 2k — 1.
Promotrimo sljedeée uredene parove: (1,ar — 1), (2,ar —2),...(lar/2], [ar/2]). Iz svakog od parova mora
barem jedan ¢lan biti u Y, u suprotnom bi aj bio u X.
To implicira da je |ar/2] < k — 1, iz Cega direktno slijedi a;, < 2k — 1, iz Cega slijedi tvrdnja zadatka.

2. Netherlands TST 2017
3. ELMO 2012, P4
4. Japan MO 2020
5. RMM 2020, P2

6. Skica rjesenja: pretpostavimo suprotno. Dokazemo metodom ’ograni¢en monoton niz je eventually cons-
tant’ da eventually vrijedi a,, + a2, = 1, an + aon + a3n + G4n = 2, ... @p + a2n + ... + ag, = 4. Medutim,
onda a, =1 = ay4n = Ggn = Q7 = G9n = G10n, = 1, Sto je kontradikcija.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1584162p9792491
https://artofproblemsolving.com/community/c6h486918p2728439
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2004977p14030320
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2019174p14186359
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17.2. 12: Njezno koristenje grube sile - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Neka je PQ = QRRS =z i PR = QS = y. Tada po Ptolomejevom teoremu na APQR i AQRS dobivamo

AP+ ARy AQ+AS
AQ = AR

2. USAMO 1998

3. CGMO 2012

4. SMO 2014

5. Singapur 2014

6. Sjeverna Koreja TST 2012

7. Bugarska TST 2003


https://artofproblemsolving.com/community/q3h1787372p11807118
https://artofproblemsolving.com/community/c6h493640p2769659
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1092594p4870403
https://artofproblemsolving.com/community/c6h621502p3714783
https://artofproblemsolving.com/community/c6h589885p3493162
https://artofproblemsolving.com/community/c6h497583p2795223
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17.3. 18: Kvadratni ortaci - lvan Novak

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Za p koji daje ostatak 7 (mod 8) vrijedi (*71) =-1i (%) = 1, pa ne moze vrijediti 2" = —1 (mod p).

2. Pretpostavimo suprotno. Uzmimo prost broj p koji dijeli 2™ — 1. Tada dijeli i 3™ — 1, pa vrijedi (%) =1.
Tada se lako izrac¢una da je ili p = 1 (mod 12) ili p = —1 (mod 12), pa je nuzno i 2™ — 1 =11ili —1

(mod 12), ali to nije moguée za m > 2.
3. Nepoznat izvor

4. Bez smanjenja opcéenitosti, neka je n = p1ps . .. pg, gdje su p; razlic¢iti prosti brojevi. Sada ¢emo konstruirati

beskonacan niz brojeva (¢, ), takvih da je (Z—l) =-1i (%) =1zaj>1. Ako je p1 = 2, uzmimo ¢, =5
(mod 8). Inae, uzmimo ¢, = 1 (mod 8). Nadalje, uzmimo da je ¢, kongruentan nekom kvadratnom
neostatku modulo p1, te nekim kvadratnim ostacima modulo po,...,ps. Skup ovakvih g, je po CRT-u

neki aritmeticki niz sa relativno prostima razlikom i poc¢etnim élanom, pa po Dirichletovom teoremu sadrzi
beskonacno prostih brojeva.

5. Baltic Way 2009, P7
6. RMM 2013, P1

7. 2015 Iran TST

8. IMC 2020, P6


https://artofproblemsolving.com/community/q2h1425246p8027991
https://artofproblemsolving.com/community/c6h347798p1864680
https://artofproblemsolving.com/community/c6h523070p2951247
http://math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/19-20/number-theory-at-11-24-19.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c7h2210278_imc_2020_problem_6
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17.4. 19: Aditivna kombinatorika - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na hintove.

orol W

. AIME 1986

Vijetnam 1990
ISL 1998 N3
Vijetnam 2004

Konstruiramo skup B. Pocevsi od najveéeg ¢lana skupa X dodajemo elemente iz X u B tako da, ako je
x € A iz trenutno dijeli parno mnogo brojeva iz B, dodajemo ga u skup B, u suprotnom ga ne dodajemo.
Ako = ¢ A onda radimo obrnuto.

Vietnam TST 2004
USA TST 2001
IMO 1995 Problem 6


https://artofproblemsolving.com/community/c4h66853p394398
https://artofproblemsolving.com/community/c6h234382p1294120
https://artofproblemsolving.com/community/c6h18493p124432
https://artofproblemsolving.com/community/c146h150998p850156
https://artofproblemsolving.com/community/c6h5618p18288
https://artofproblemsolving.com/community/c6h5966p20031
https://artofproblemsolving.com/community/c6h15112p107230
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17.5. 110: TB konstrukcije, LTE - Ilvan Novak

Link na zadatke. Link na hintove.

1. PEN
2. Baltic way 2019, P17
3. ELMO SL

4. Prema Wilsonovom teoremu, nuzno je (p — 1)! + 1 = p" za neki n € N. O¢ito je n < p za dovoljno velike
p. Kako 2 | p — 1, po LTE imamo

va(p" = 1) =wa(p—1)+va(p+1) — 1+ 1a(n),
a lako se uvjeriti da je to za sve osim kona¢no p manje od v,((p — 1)!).
5. Brazil Undergrad MO
6. Romania TST 2013
Bulgaria TST 2003
ELMO 2019, P5

© ®

IMO SL 2013, N4

10. Rjesenje


https://artofproblemsolving.com/community/c146h150387
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954649p13500936
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1665482p10581543
https://artofproblemsolving.com/community/c7h1538040p9289551
http://math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/19-20/number-theory-at-11-24-19.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h497566p2795111
https://artofproblemsolving.com/community/u331888h1863260p16659486
https://artofproblemsolving.com/community/c6h597246p3544103
https://artofproblemsolving.com/community/q2h1879759p12785530
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17.6. 112: Sawayama-Thebault i jos neki teoremi - lvan Sinci¢
Link na zadatke. Link na hintove.

Definicija Primjer Lema Zadatak
Teorem

Zadatak Zadatak

Dokaz Napomena

RjesSenja
1. https://artofproblemsolving.com/community /c6h170192p943936.]

3. Neka je K diraliste w i opisane kruznice trokuta ABC. Neka su M i N presjeci pravaca KFE i KF i
opisane kruznice trokuta ABC. Tada je M N||EF jer su w i opisana kruznica trokuta ABC homoteti¢ni
sa sredistem u K. Zbog te homotetije takoder slijedi da je M poloviste luka BC' koje ne sadrzi K. Dakle
AM je simetrala kuta <BAC pa prolazi kroz I.

Neka je J € AM N EF. Koristeé¢i dobivenu paralelnost i obodne kuteve nad lukom AN u tockama M i K
lagano dobivamo <FJA = <F KA (ili <F JA = 180 — <F K A ovisno o skici) $to implicira da su A, K, F, J
koncikli¢ne.

Pokazimo da je opisana kruznica trokuta J E K tangentna pravcu AJ. Prema kutu izmedu tetive i tangente,
dovoljno je pokazati <EJM = <JKE. Zbog tetivnosti ¢etverokuta AJF K slijedi <EJM = <AKF, pa
zelimo pokazati <AKJ = <FKFE. Imamo <AKJ = <JFA = <DFFE = <FKF gdje zadnja jednakost
slijedi zbog kuta izmedu tetive i tangente u tocki F' s obzirom na kruznicu w pa smo pokazali da je AJ
tangenta na kruznicu opisanu JEK.

Promotrimo kruznicu sa sredistem u M koja prolazi kroz B. Prema lemi o trozupcu ona prolazi kroz I te
zbog <BKFE = <BAM = <M AC = <M BC slijedi da je ta kruznica ortogonalna na kruznicu opisanu
trokutu BKE u B, a zbog upravo dokazanog ona je ortogonalna i na kruznicu opisanu JEK u J. Dakle
|MB| = |MJ| pa J mora biti srediSte upisane kruznice trokuta ABC te slijedi da E'F prolazi kroz I.

Dokaz (Sawayama Thebault) Neka su E, F' dirali$ta kruznice wy i DC odnosno AD. Neka su G, H diralista
kruznice wo i BD odnosno AD. Prema dokazanoj lemi, I € GH N EF. jasno je da vrijedi QG | BC | PE te
kako su QD i PD simetrale kuteva <GDH i <EDF slijedi <QDP = 90. Konacno, zbog GH | QD i EF 1 DP
dobivamo tri para parelelnih duzina (QG i PE, GI i DP, DQ i EI). Tvrdnja sada slijedi iz obrata Papusovog
teorema na Sesterokut QGIEPD (tvrdnja dokazana u 4. zadatku).

4. NekajeT € GJNQD,R € DP’NJE,x = |TD| =|JR|,y = |DR| = |TJ|. Neka je o = <TQG = <TGD =
<RDE, § =90 —a = <RED i ¢ = <JQT = <P”JR. Iz trokuta GTD imamo |GT| = %, iz QTG

tga’
. . . . . 2(1+ i) .
imamo |QT| = tgi%c te iz QJT imamo y = tngo‘f’. Iz trokuta P”DQ slijedi |QP”| = ———2=-. Nadalje iz
- cos @
L 4 Y
trokuta DRE zaklju¢ujemo |DE| = ﬁ te iz trapeza QGEP’ zaklju¢ujemo |QP’| = % Sada
cos(p —
kad smo dobili formule za |QP”| i |QP’| pokazimo da su te duljine jednake:
1
sirfoz + Coza — x(l + 15!77204)
cos(p — f) COS
y=... T T -tgp - cosa cos? a
= =+ —= cosp=x |14+ ——5—]cos(p—90+ )
sina  sin®a-cosa sin® «

r-cosp xcosasing x-sin(a+ @)

sin « sin? a sin” o

Zadnja jednakost je ocita nakon raspisivanja izraza sin(a + ¢) pa je tvrdnja zadatka dokazana.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h170192p943936.]
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17.7. MI4: Funkcijske jednadzbe - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Sva spomenuta natjecanja, zadatke i rjesenja mozete naéi na Contest Collections.
1. Skoljka
2. AoPS
Uvrsti  — y umjesto x, pokrati LH S sa prvim ¢lanom desne strane, dobij i iskoristi injektivnost u 0.
AoPS
AoPS
AoPS

N ook W

f(0) = 0 jedan, f(0) # 0 drugi slu¢aj. U drugom izracunaj f*(0) = kf(0) i iskoristi f*(z) = f¥(x) =
k =y, u prvom indukcijom |f(n)| = n, neparnost f i podjela na slucajeve ovisno o parnosti.

*

AoPS

9. IMO shortlist 2007 A4
10. IMO shortlist 2011 A6
11. AoPS


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
https://www.skoljka.org/solution/16195/
https://artofproblemsolving.com/community/q3h1708649p11010244
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h2237425_fe_with_a_strong_condition
https://artofproblemsolving.com/community/c6h590564p3497449
https://artofproblemsolving.com/community/q3h1490466p8744088
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h1821634_functional_equation_013
https://artofproblemsolving.com/community/c6t300f6h1883903_iran_function_third_round
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17.8. M1: Komba na ploci i bojanja - Andrija Tomorad

Link na zadatke. Link na hintove.

—_

. Izvor.
. Izvor.

. Izvor.

= W N

. Obojimo jednu glavnu dijagonalu i dvije dijagonale neposredno iznad nje u bijelo, a ostala polja u crno.
Sully moze osigurati da se u svakom retku s najvise tri crna polja crno polje oboji u zeleno. Strategija je
uvijek upisivati u isti redak i suprotnu boju od prethodnog Mikeovog poteza tako da u crnom polju broj
bude veéi. Sully pobjeduje jer su crna polja podijeljena u dva skupa koja nisu povezana, te u svakom bude
barem jedno zeleno polje.

5. Izvor.

6. k ée biti |\/n| — 1 zaokruzeno na gore. Dovoljno je pokazati konstrukciju za n = a® i k = a— 1 (postavimo
topa u gornji lijevi kut, te na svako polje koje je jedno polje desno i a polja dolje ili a polja desno i jedno
polje dolje od veé postojeéeg topa) i dokazati da za n = a? + 1 postoji kvadrat s barem a polja bez topova.
Pretp. da ne postoji. Podijelimo plo¢u bez najdesnijeg stupca i najdonjeg retka na a x a kvadrate (ima ih
a?, u svakom treba biti jedan top po prethodnoj pretpostavci, §to znaéi da ée top biti u donjem desnom

kutu jer nakon postavljanja svih osim jednog topa, samo jedan redak i jedan stupac nemaju svog topa,

Sto znadi da top treba biti u njihovom zajednickom polju. Analogno dobijemo da top treba biti u donjem

lijevom kutu sto daje kontradikciju.

7. (ovo rijeSenje nije sasvim detaljno) Obojimo pravokutnik Sahovski sa crnim poljem u kutovima (svi kutovi
su iste boje jer su stranice neparne). Uodimo da cijela plo¢a ima jedno crno polje vise nego bijelo. Po
Dirichletu postoji plocica koja ima jedno crno polje vise nego bijelo. Nije tesko zakljuciti da su toj plocici
svi kutovi crni te da su joj udaljenosti od rubova originalne ploce iste parnosti.

8. Obojimo ploc¢u u crno i bijelo tako da su svaka dva polja u istom stupcu iste boje i da su susjedni stupci
razli¢ite boje. Neka je P neki pravokutnik koji obuhvaéa sva polja na kojima su automobili na pocetku.
Cilj nam je pomaknuti svaki automobil izvan P. Prvo pomaknemo sve automobile koji su okrenuti lijevo
ili desno i nalaze se na crnom polju. Tada ¢ée svi automobili na crnim poljima biti okrenuti prema gore
ili dolje $to znaci da ih mozemo pomaknuti izvan P jednog po jednog. Sada pomaknemo sve automobile
okrenute lijevo ili desno za jedno polje (s crnog na bijelo) kako bismo poslije toga mogli i automobile
okrenute prema gore/dolje na bijelim poljima pomaknuti izvan P. Nakon toga nam ostaju unutar P samo
auti okrenuti lijevo/desno, pa i njih mozemo pomaknuti izvan P.

9. Izvor.
10. Izvor.
11. Izvor.

12. Ako m|n, onda se za svaki redak posebno moze posti¢i da sve zarulje u njemu svijetle, pa tako i za
cijelu plo¢u. Ako m 1 n, onda obojimo plo¢u u m boja tako da svaki 1 x m pravokutnik ima polje svake
boje (napiSemo 1 u gornji lijevi kut pa u smjerovima dolje i desno periodi¢no ponavljamo niz 1,2, ...,m).
Uodimo da se na svakoj dijagonali (kad piSe dijagonala, misli se na dijagonalu u smjeru "SW - NE")
nalazi samo jedan broj. Reéi ¢emo da je ta dijagonala pridrufena tom broju (boji). Dokazat ¢emo da
postoji a € 1,2, ...,k takva da je i boji a i boji a + 1 pridruzeno neparno mnogo (i medusobno jednako)
dijagonala. Iz toga ¢e slijedi da su broj polja boje a i broj polja boje a + 1 razli¢ite parnosti iz ¢ega slijedi
tvrdnja zadatka jer u potezu uvijek mijenjamo jednu zarulju boje a i jednu boje a+1 (na pocetku i nakon
poteza ¢e brojevi upaljenih zarulja na a i @ + 1 biti ili oba parni ili oba neparni, na kraju trebaju biti
razli¢ite parnosti) NAPOMENA: Svaka dijagonala boje a + 1 se nalazi odmah nakon dijagonale boje a pa
se brojevi polja tih dviju dijagonala razlikuju za jedan. Zato ¢e razlika polja a i a + 1 biti neparna. Neka
jen =gk +r (Tm. o dijeljenju s ostatkom), 0 < r < k jer m t n. Ukupno ima 2n — 1 = 2¢k + 2r — 1
dijagonala. Medu prvih 2¢k dijagonala, svakoj boji je pridruzeno 2¢ dijagonala (parno). Ostalih 2r — 1 (
vrijedi 1 < 2r — 1 < 2k — 3), se boji na sljedeéi nacin: to ée biti prvih 2r — 1 elemenata uredenog skupa
(1,2,..,k,1,2,....k — 3). Ako je 1 < 2r — 1 > k, onda je a = 1. Ako je 2r — 1 > k,ondajea = k — 2.
Poseban slucaj je r = 1, tada recimo da postoji jos jedna dijagonala pridruzena boji 2 koja ima 0 polja i
nju uparimo s zadnjom dijagonali pridruzenoj boji 1.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1999_USAMO_Problems/Problem_5
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1999_USAMO_Problems/Problem_1
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2000_USAMO_Problems/Problem_4
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2014_IMO_Problems/Problem_2
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1671290p10632348
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1998_USAMO_Problems/Problem_4
https://web.evanchen.cc/exams/USAMO-2009-notes.pdf

13.

14.
15.
16.
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Uocimo da ako su dva retka potpuno isti ili potpuno suprotni na pocetku, onda ¢e biti ili potpuno isti ili
potpuno suprotni nakon svakog poteza. Dakle zakljucujemo da se na pocetku trebaju pojaviti samo dva
razli¢ita bojanja retka. Dalje se zadatak svodi na rastavljanje na slucajeve i zakljucke tipa "Ako se oba
bojanja retka pojave bar dva puta, ima barem 2n crnih polja (ra¢unajuéi kutove)". Odgovor je 2n — 4.

Izvor.
Izvor.

Izvor.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h580322p3426175
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1480704p8639279
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1970140p13654498
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17.9. M2: Upisane i pripisane - Borna Simic
Link na zadatke. Link na hintove.

Sva spomenuta natjecanja, zadatke i rjesenja mozete na¢i na Contest Collections.
1. Samo angle chase. Iranska geometrijska olimpijada, seniori, prvi zadatak, 2017.
2. Pripisana AC'D dira u E. USAMO 1999

IMO shortlist 2012 G1

https://www.skoljka.org/task/3157/

IMO shortlist 2005 G1

A

U iV definiraj kao sjeciSta 14 B, [4C sa Y Z, invertiraj oko pripisane, pokazi da su U’, X, Z kolinearne.

Ekvivalentno, trivijalno su XCZI,U, XBY I,V tetivni (|[£BY 14| = |£/BXI4| =90°, a lako se izracuna
|LILVY| = [£IABY]|

7. IMO shortlist 2017 G4

8. Primjena leme sa A, P, M. Dodaj tangentu na w paralelnu na tangentu kroz T'. Tada je pravac kroz P i
sjeciste AB 1 ST upravo tezisnica velikog, pa tako i malog trokuta.

9. IMO shortlist 2010 G4


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
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17.10. M8: Diofantske - lvan Sincic

Link na zadatke. Link na hintove.

Teorem Definicija Primjer Lema Zadatak

Zadatak Zadatak

Rjesenje Napomena

Zadatak 5. Dokazi da jednadzba x* + y* = w? nema cjelobrojnih rjesenja osim (z,y,w) = (0,0,0).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji netrivijalno rjesenje i promatrajmo ono s najmanjim w. Vidimo da je
(22,y% w) primitivna Pitagorina trojka jer inace moZemo podijeliti svaku varijablu sa zajednickim prostim
faktorom. BSO pretpostavimo da je x? neparan i y? paran. Iz karakterizacije primitivnih Pitagorinih trojki
slijedi da postoje relativno prosti u,v € N takvi da je u > v i

2?2 =u? =02, P =2w, w=1u®+?
Promatrajuéi prvu jednadzbu modulo 4 dobivamo da je w neparan i v paran. Kako su u i v relativno prosti, iz
druge jednadzbe slijedi da su v i 2v potpuni kvadrati odnosno u = a?,v = 2b? gdje su a, b relativno prosti. Sada
je 22 = a* — 4b* — 22 + (2b%)? = (a?)? gdje je (x,2b?, a?) primitivna Pitagorina trojka. Zato postoje relativno
prosti ¢,d € N takvi da je

r=c—d? 2b®>=2cd, a?=c2+d?

2

Zbog b? = cd slijedi ¢ = r?,d = s za neke r,s € N pa je a? = r* + s* i vrijedi @ < a®> = v < v? < w §to je

kontradikcija s minimalnoséu od w.

Zadatak 6. DokaZi da za svaki realan broj N jednadzZba
a? +b* + ¢ + d* = abc + bed + cda + dab

ima rjesenje gdje su a,b,c,d cijeli brojevi veci od N.
Dokaz. Jedno rjeSenje jednadzbe je (a,b,c,d) = (1,1,1,1). Promatrajmo sada opdenito rjesenje gdje je BSO
a = min(a, b, ¢,d) > 0 te jednadzbu

2?2 — (be 4 cd + bd)x + b* 4+ % + d* — bed = 0

Znamo da je jedno rjesenje ove jednadzbe x7 = a, a za drugo rjeSenje iz Vieteovih formula vrijedi zo =
bc+ cd+bd —a > cd+bd > a. Dobili smo novo rjesenje (a1,b1,c1,d1) = (x2,b, ¢,d) te ovim postupkom mozemo
nastaviti povecavati najmanji broj u ¢etvorci dok svi brojevi nisu veéi od N pocevsi od (1,1,1,1).

Zadatak 7. (Crux Mathematicorum) Neka su a,b,c prirodni brojevi takvi da je 0 < a® + b*> — abc < c.
Dokazi da je a® + b% — abc potpuni kvadrat.

Dokaz. Oznaéimo d = a® + b? — abc i pretpostavimo da d nije potpuni kvadrat za neke a,b, ¢ € N. Za fiksne c i
d oznac¢imo skup svih uredenih parova (a, b) koji zadovoljavaju uvjete zadatka sa S te promatrajmo uredeni par
koji ima minimalnu sumu a + b i ozna¢imo ga s (A4, B). Kada bi bilo A = B, imali bi d = A%(2 — ¢) iz ¢ega zbog
uvjeta zadatka slijedi ¢ = 1 i d = A?, $to je kontradikcija s nasom pretpostavkom da d nije potpuni kvadrat.
Kako su svi uvjeti simetri¢ni u A i B BSO pretpostavimo A > B. Promatrajmo sada jednadzbu

22— Bex+B%>—d=0.

Znamo da je jedno njeno rjesenje x1 = A, a za drugo rjesenje iz Vieteovih formula vrijedi x3 = Bc— A = BZ)A’d.

Prva jednakost implicira da je zo € Z, a druga zo < 372 < A. Primijetimo i da kada bi x5 bio negativan, imali
bi

0=a2— Bexy + B> —d>a% —Beag+ B> —c> a5+ Bc+B?—¢>0
Sto je kontradikcija. Takoder, kako d nije potpuni kvadrat, B2 — d ne moze biti 0 pa je x5 > 0. Sada slijedi
da je uredeni par (B, #) € S te da ima manju sumu elemenata od (A4, B) sto je kontradikcija s odabirom
uredenog para (A, B) pa d mora biti potpuni kvadrat.

Zadatak 8. Odredi broj uredenih parova prirodnih brojeva (n,m) takvih da vrijedi 1 <n < m < 100, n | m? -1
im|n?—1.

Dokaz. Neka je (n,m) proizvoljni par prirodnih brojeva koji zadovoljava uvjete zadatka. Tada postoje a,b € N
takvi da je

na=m?—1

mb=n%—1

149
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Primijetimo da je (m,n) = 1. Pokazimo da ako je n > 1, uredeni par (b,n) = ("tl,n) takoder zadovoljava

uvijete zadatka. Prva dva uvjeta su trivijalna te zbog m? = 1 (mod n) i mb = —1 (mod n) slijedi m?b? =
1 (mod n), odnosno b* = 1 (mod n). Sada znamo da ovim postupkom mozemo iz svakog para (n,m) doéi do
para (1,4) gdje je i > 0 te kako postupak ima jedinstveni inverzni postupak (par (n,m) mozemo dobiti iz (b, n)

n?—1

koriste¢i m = "= ) ovako mozemo generirati sva rjesenja pocevsi s parovima (1,7) za 2 < i < 100. Dobivamo
rjesenja:
1,2) = (2,3) > ... > (n,n+1) = ... = (99,100)
, ,8) = (8,21) — (21, 55)
5

— (15, 56)

(1,100)

kojih ima ukupno 208.

Zadatak 9. (IMO 2007. problem 5.) Neka su a,b prirodni brojevi takvi da 4ab — 1| (4a® — 1)2. Dokazi da
jea=bo.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji uredeni par razli¢itih prirodnih brojeva (a,b) koji zadovoljava dani uvjet.
Primijetimo da vrijedi

4ab — 1| b*(4a® — 1)% — (4ab — 1)(4a®b — 2ab + a?) = (a — b)?

Fiksirajmo k = Efj;bﬁ)f > 0 i neka je (A, B) uredeni par s minimalnim zbrojem A + B takav da je k

BSO pretpostavimo A > B i promatrajmo jednadzbu

_ (A-B)*
= 4AB-1-

22— (2B+4kB)z+B*+ k=0

Znamo da je jedno rjeSenje x1 = A, a za drugo rjesenje vrijedi xo = 2B +4kB — A = #. Zbog minimalnosti
A+ B mora vrijediti 25 > A (inade bi dobili uredeni par (x2, B) koji ima manju sumu) pa slijedi

B4k A- By
T+>A — ﬁ}(A—B)(A—i—B)

Sto je kontradikcija zbog (A — B)(A + B) > (A — B)? > (4’2;37)12. Dakle ne postoji rjesenje gdje su a i b razliciti
prirodni brojevi.

Zadatak 10. Neka su a,b prirodni brojevi takvi da je “;btbf = n prirodan broj. DokaZi da je n = 5.

a2—i-b2
ab—1

Dokaz. Neka je (a,b) par prirodnih brojeva koji zadovoljava
a > b). Promotrimo jednadzbu

= n za fiksan n i b je minimalan (slijedi

2 —nbr+b +n=0

Znamo da je jedno njeno rjesenje x; = a te iz Vieteovih formula vidimo da drugo rjesenje zadovoljava xo =
2 2
nb—a = "t Iz prve jednakosti vidimo da je 22 € Z, a iz druge z2 > 0, pa uredeni par (b, 2=) takoder
b2+n
a

zadovoljava uvjete zadatka. Zbog pretpostavljene minimalnosti b sada mora vrijediti
je a = b nemoguée zbog ab — 1 | a® + b? pa imamo a > b te dobivamo da vrijedi

> b. Primijetimo da

b2 +n

<b <= a+b<b*(a—b).

Oznacavajuéi t = a — b € N nejednakost postaje 2b + t < b?t $to ne vrijedi za b > 3 zbog bt > 3bt = 2bt + bt >
2b + t, pa slijedi da je sluc¢aj b > 3 nemogué. Sada je b € {1,2} te lako provjeravamo tvrdnju zadatka za sve
moguce vrijednosti od a.
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17.11. M9: Grubo koristenje njezne sile - lvan Sinci¢
Link na zadatke. Link na hintove.

1. Koristeéi AG na tri ¢lana dobivamo:

zy? + 22 4 2ryz =

2x+1z+1z>3

1 4
(201 —a)(1—2) < 2( : L

N | —

- .1
Jednakost se postize za npr. x =y =z = 3.

2. Primijetimo da se jednakost postize kada su dvije treé¢ine c¢lanova jednaki —% i jedna trec¢ina clanova
jednaka 1. Cilj nam je nadi izraz (polinom u x;) koji ¢e dati trazenu nejednakost kada ga posumiramo po
svim ¢lanovima. Najlakse ¢emo ga naéi ako promatramo vrijednosti koje se pojavljuju u slucaju jednakosti
kao nultocke polinoma jer ¢emo tada biti sigurni da se slucaj jednakosti moze posti¢i. Konkretno, taj
polinom je (z; —1)(2z; + 1), no on je drugog stupnja, a u trazenoj nejednakosti se pojavljuje treéi stupanj.
Bududi da je x; — 1 uvijek manje ili jednako nuli, kvadriramo 1i drugi ¢lan polinoma znat ¢emo tocno kojeg
je polinom predznaka pa dobivamo:

(z; — 1)(22; + 1) <0

Sumiranjem ove nejednakosti po svim ¢lanovima dobivamo trazenu nejednakost.

3. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti |z1] < |za] < ... < |xy,|. Vrijedi:

CSB (z1+ o+ ...+ Tp_1)? x2
=22 +ad+...+ad > (21 2n—1 n-1) =

n(n —1) — 22

iz cega slijedi:

nn—1) > 22 = n—1>|r,|>a Vie{l1,2,...,n}

n—1
Sada za svaki indeks ¢ vrijedi:
(n—1—a:)(x; +1)>>0

= (n—3)2?+2n—3)x;+n—1> 23

te sumirajuéi po svim ¢ € {1,2,...,n} dobivamo:
nin—1n-2)>a+a5+.. +a3
Jednakost se postize za 1 =x9o=...=2,_1=-1, x, =n—1.

4. Pokazimo najprije lijevu nejednakost. Uvedimo supstitucijua =z+1, b=y +1, c=2z+1, d=w+ 1.
Iz uvjeta dobivamo da vrijedi:
r+y+z+w=2

x2+y2—|—z2+w2:4

te tvrdnja postaje x* + y* + 2% + w? < 16, $to je oéito zbog 16 = (22 + y? + 22 + w?)?%.

Pokazimo sada desnu nejednakost. Primijetimo da se jednakost postize kada su tri varijable jednake 2
te jedna varijabla jednaka 0. Motivirani sluéajem jednakosti, sastavljamo polinom z?(z — 2)? > 0 te
sumirajuéi ga po svim varijablama dobivamo:

Zaz(a—2)2 >0

cyc
= 42@3 — Za4 <48
cyc cyc

5. Nejednakost ocito vrijedi ako su bilo koje dvije varijable jednake pa ostaje slucaj kada su sve razlicite.

BSOMP z >y > z. Dana nejednakost se moze zapisati kao:
(@+y+2)(@—9)*+y—2)7"+(@-2)?) 26-y(y—2) (-2
1
Zbog nejednakosti (z — y)% + (y — 2)? > §($ —2)%1i (x —y)(y — 2) < (z — 2)? ostaje pokazati:

T+y+zz2r—2=2
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Sto je ocito.

Napomena. Kada smo nejednakost zapisali u obliku

(F+y+2)((z—y)’+y—2°+@—2)?%>6(z—y)(y—2)(zr—2)

mogli smo primijetiti da ukoliko jednoliko smanjujemo sve tri varijable odjednom, desna strana ne mijenja
vrijednost dok se lijeva smanjuje. Zato smo BSO mogli pretpostaviti z = 0 (zbog z = min{x, y, z}) jer ako
tvrdnju dokazemo za trojku (z1,y1,21) = (. — 2,y — 2,0), ona ée vrijediti i za trojku («,y, z). KoriStenjem
ovog trika zadatak bi se sveo na dokazivanje (z + y)((z — y)? + 22 + y?) > 6zy(z — y) §to je homogena
nejednakost pa mozemo BSO pretpostaviti x = y + 1 i dovrsiti raspisivanjem ¢lanova.

6. Dokazat éemo malo strozu tvrdnju u kojoj je brojnik desne strane zamijenjen s (max{a, b, c}—min{a, b, c})2.
BSOMP (max{a,b,c} — min{a,b,c})? = (a — b)?. Nejednakost se moze zapisati kao:

(a—b)2Jr (C_b)2+ (a—c)? > 4(a —b)?
b c a a+b+c

Kako u Engel formi CSB nejednakosti nije bitno jesu li brojevi u brojnicima koje kvadriramo na vecoj
strani pozitivni ili negativni, primjenom te nejednakosti na sva tri ¢lana ne moramo pisati apsolutnu
vrijednost oko izraza a — b,c — b, a — ¢, ve¢ ih mozemo same takve zbrojiti i to nam daje tvrdnju zadatka.

cye ﬁbz = 0 vrijedi ) Koristedi tu lemu vidimo da vrijedi

2
7. Primijetimo da zbog Y cye aip = chc a+b

Z a® 1 Za3—b3 1 3(a® +b%) — (a® + ab+ b?) 1 Z (a—b)? C§B 1(2max{a,b,c}—2min{a,b,c})2

at+b 3 a2 -2 3 a-+b 6 a+b 7 6 2a 4+ 2b + 2c¢

cyc cyc cyc cyc

iz Cega slijedi trazena tvrdnja.

2

. 7. 2 . . . v . .
8. Koristeci lemu chc g = chc ab—% vidimo da se dana nejednakost moze zapisati kao

wli

(a —b)? Hcyc(a—b)
72 PR I CET)

odnosno

Z(a—b)2(a+c)b+c 6k - Ha—b%

cyc cyc

Nejednakost je simetricna pa BSOMP ¢ = min{a, b, c}. Nadalje uo¢imo da se jednolikim smanjivanjem
svih varijabli odjednom desna strana ne mijenja dok se lijeva smanjuje, pa BSOMP ¢ = 0. Nejednakost
postaje
a? + b?
3

> k+/ab(a — b)*

Koristeé¢i AG nejednakost dobivamo

B/ab(a—b) :‘S/E'i/ab'(a;b)Q' (a;b)Q < \3/3176<ab+2,(a;b)> :?(GQ-FIJZ)

iz Cega slijedi k < ?f’ a kako se jednakost postize za a = 3 + 2v/2,b = 1,¢ = 0 (slucaj jednakosti iz
(a 417)

primijenjene AG nejednakosti: ab = ), tvrdnja zadatka je dokazana.
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17.12. M10: Euler, CRT - Borna Simi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

Sva

1.
2.

e

N o

spomenuta natjecanja, zadatke i rjesenja mozete na¢i na Contest Collections.
Poznato. (Wikipedia)
n=p— 2. Iskoristi 1/2+1/3 +1/6 = 1. IMO shortlist 2005 N1

Indukcija. Promotri skup prostih faktora koji dijele sve ¢lanove skupa s n ¢lanova i eksponent elementa koji
dodajes u skup uzmi ¢ njihovog umnoska. Ovako generiramo skupove S; C Sp C ... takve da |Sk| =k, a
za beskonacan skup uzmi uniju .S;.

IMO shortlist 2006 N2

USEMO 2020 P4

AoPS

Uzmi km razli¢itih prostih brojeva i CRTom uzmi « djeljiv sa prvih m, kongruentan sa —1 za drugih m...

Indukcija sli¢na 3. zadatku. Za svaki podskup skupa sa n ¢lanova odaberi razli¢it, velik prosti p i namjesti
da je = + s djeljivo sa p?, gdje je s suma podskupa kojeg promatramo. Ovako opet dobivamo niz konaénih
skupova, a za beskonac¢ni uzmemo njihovu uniju.

HMO 2020


https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler's_theorem
https://web.evanchen.cc/exams/report-usemo-2019.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c7h1538040p9289551
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17.13. M12: Njezno koriStenje njezne sile - Tadej Petar Tukara

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Odaberimo tocku D tako da je ABCD paralelogram. Tada je P poloviste dijagonale AD i trokut ABD
je slican trokutu AKN.

2. Prvi smjer je jednostavan i ostavlja se kao vjezba citatelju. Pretpostavimo da je AF 1 BD. Neka je
K :=BDNAF. Tada je ZEFAC = ZBAC = /BDC = ZKDF =90° — ZKFD = 90° — LZAFC. Iz ovoga
vidimo da se srediste opisane kruznice trokuta AF'C nalazi na pravcu EA. E A je tezisnica tog trokuta pa
je AFC jednakokracan trokut i AB 1. CD

3. 1. rjesenje Poznato je da je srediste Feuerbachove kruznice ujedno i poloviste OH. Neka je F' srediste
Feuerbachove kruznice, K poloviste stranice AB i L poloviste CH. K L je promjer Feuerbachove kruznice
pa je F poloviste M L. Sada se angle chasingom preko Feuerbachove kruznice dobije da su trokuti PKL i
PCD sliéni.

2. rjesenje Lema: CH = 20 M. Vidimo da je OM K C paralelogram pa je M K paralelno s C'D i poloviste
OH je poloviste M K. PFE raspolavlja C'D te stoga raspolavlja i M K pa raspolavlja i CD.

4. MEMO 2016 13

5. Neka je D tocka na AC takva da HI raspolavlja AD. Tada je AH DI paralelogram. Sada angle chasingom
dobivamo ZIDJ = 90° — ZACB. Nadalje, ¢etverokut CHBG je tetivan, pa je: ZCJI = ZCGI =
/CGH =/ZCBH =90° — ZACB = ZIDJ, paje |JI| = |ID| = |AH|.

6. IMO 2014 problem 4


https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h597090p3543136

Dio

RjeSenja s predavanja na drugom terminu
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18. Poglavlje

Rjesenja za prvu grupu

18.1. A21: Faktorizacije, sustavi jednadzbi - Mislav Brneti¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. (a) MNM online predavanja - Algebarski izrazi

(b) Potencija binoma - tijekom mnoZenja izraza u zagradi, na (7;) moze se izabrati i zagrada u kojima
se mnozi prvi ¢lan, dok se u ostalima mnozi drugi ¢lan. Na taj nacin dobivamo da je koeficijent uz
ipn—1 n
a'b upravo (Z)

2z +1)2—2+1)2=Q2c+1-2y— D)2z +14+2y+1) =2z —y)2(xz+y+1)

Ako su x iy iste parnosti, x-y je parno, a ako su razli¢ite, x+y+1 je parno, dakle z — y)(z + y + 1) je
djeljivo sa 2 pa je i cijeli izraz djeljiv sa 8.

3. MNM online predavanja - Algebarski izrazi

4.
(a® + %) (c? + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)?
a?® 4+ a?d? + b?> + b2d? = a®c® + 2abed + b2d? + a?d? — 2abed + 2P
0=0
5.

2% +32% — bz =15
2*(x+3)=5(x+3)=0
(> = 5)(z+3)=0
(z—V5)(z+V5)(z+3) =0
xlzx/g,xgz— 5, a3 =—3

6. MNM online predavanja - Algebarski izrazi

2® +102° + 112 =0
z((z?)? +1022 +11) =0
z((2%)? + 1022 + 25 — 14) = 0
r((x® +5)% —14) =0
(22 +5—V14) (22 + 54+ V14) =0
z=0
8. Drzavno natjecanje 2015., 7. razred, 3. zadatak
9. Drzavno natjecanje 2015., SS A, 1. razred, 1. zadatak

10. Drzavno natjecanje 2018., 8. razred, 1. zadatak


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-drzavno-5678-zad+rj/2015-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

LJETNI KAMP 2020.

Drzavno natjecanje 2019., 8. razred, 1. zadatak
Skolsko natjecanje 2012., SS A, 1. razred, 3. zadatak
Skolsko natjecanje 2016., SS A, 1. razred, 3. zadatak

Drzavno natjecanje 2017., 8. razred, 2. zadatak
Drzavno natjecanje 2004., SS, 1. razred, 1. zadatak
Drzavno natjecanje 2016., SS A, 1. razred, 3. zadatak
Drzavno natjecanje 1994., SS, 1. razred, 3. zadatak

Zupanijsko natjecanje 2019., SS A, 4. razred, 4. zadatak
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-OS-drzavno-5678-zad+rj/2019-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-skolsko-1234-zad+rj/2012-SS-skolsko-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-rj-ispravljeno.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/2004-SS-drz-1234-zad+rj/2004-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj-ispravak.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/1994-SS-drz-1234-zad+rj/1994-SS-drz-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
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18.2. C21: Dirichletov princip - Patricija Dovijanic

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Za prijestupnu godinu imamo n = 366, £k =1, 366 - 1 + 1 = 367, a za godine koje nisu prijestupne imamo
n =365,k =1, 365-14 2 = 367. U oba sluc¢aja po Dirichletovom principu slijedi da dvoje ljudi dijeli
rodendan. Krade: datuma ima 365 (ili 366), a ljudi ima viSe od toga pa netko sigurno dijeli rodendan.

2. 16. Kad izvuce manje ili jednako 15 ¢arapa, moguce je da su sve razlic¢ite. Ali, jednom kad izvuce Sesnaestu,
po Dirichletovom principu sigurno ¢ée bar dvije od tih 16 carapa biti iste. Da bi imala dvije razli¢ite, slicno
zakljuéujemo da ih treba izvuéi barem 3.

3. 7. Kad izvuce 6 ili manje pikula, moguce je da nijedne tri nisu iste boje. Jednom kad izvuce sedmu, po
Dirichletovom principu bar jednu boju (kutija) imat ¢ée bar tri pikule (kuglice).

4. n=12,k+1=4pajek=3,izbog 12-3+ 1 = 37 po Dirichletovom principu tvrdnja vrijedi.

5. 77 kuglica, 12 kutija, n =12,k =6, 12-64+5=72+5=77. 6 + 1 = 7, pa ih je bar 7 rodeno u istom
mjesecu.

6. Moguéih suma je 11 (-5, -4, ..., 4, 5), a stupaca, redaka i dijagonala je ukupno 12, pa ¢e po Dirichletovom
principu dvije sume biti jednake.

7. 2013. opéinsko, 3A.5
Postoji 8 nacina za obojati jedan stupac: CCC, CCP, CPC, PCC, PPC, PCP, CPP, PPP. Kako je stupaca
9, po Dirichletovom principu sigurno postoje dva jednaka. Promatrajmo samo ta dva stupca. Ako su
jednobojni, tvrdnja je dokazana. Ako nisu, po Dirichletovom principu dva retka su sigurno iste boje. Te
4 tocke su vrhovi tog pravokutnika i tvrdnja je dokazana.

8. Za svaku osobu postoji 500 moguénosti (0, 1, 2, ..., 499). Osoba koja se rukovala s 0 ljudi i osoba koja se
rukovala s 499 ljudi ne mogu postojati u isto vrijeme, pa ima 499 mogucnosti i 500 ljudi.

9. Za svaku osobu ima n moguénosti (0, 1, ..., n), ali kako osobe koje imaju 0 poznanika i n poznanika ne
mogu postojati istovremeno, zapravo ima n — 1 mogucnosti i n ljudi.

10. Pri dijeljenju nekog prirodnog broja s 19 dobiva se jedan od ostataka 0, 1, 2, ..., 18. Imamo 20 odabranih
prirodnih brojeva i 19 ostataka. Prema tome, medu odabranima postoje 2 prirodna broja koja pri dijeljenju
s 19 daju isti ostatak. Njihova razlika djeljiva je s 19.

11. 50 je parova koji u sumi daju 100 (1199, 2198, ... 49151, 50 i 50), a 51 broj, pa dva moraju biti iz istog
para.

12. Najveéi i najmanji moguéi zbrojevi dvaju razlicitih prirodnih brojeva od 1 do 100 su 199 i 3 pa stoga
postoji 197 razli¢itih zbrojeva tj. parova. Medu 21 odabranim brojem postoji %(21 - 20) = 210 parova

razli¢itih brojeva. n =197, 197-14+ 13 =210, k=1, 1+ 1 = 2, pa postoje dva razli¢ita para ¢iji je zbroj
isti.

13. 415. Izvuce li 414 karata moze se dogoditi da nema 10 istih karata (45 karata s brojevima od 1 do 9 i po
9 karata od svih ostalih brojeva). Jednom kad izvucemo 415. kartu, po Dirichletovom principu Yusuf ée
sigurno imati bar jedan isti broj na bar 10 izvucenih karata.

14. Ako dvije tocke imaju koordinate (a,b) i (c,d), onda poloviste duzine koja ih spaja ima koordinate
(‘“2”7 #). Stoga zaklju¢ujemo da poloviste duzine koja spaja dvije tocke cjelobrojnih koordinata ima
cjelobrojne koordinate ako i samo ako su odgovarajué¢e koordinate tih dviju tocaka jednake parnosti. Bu-
dudi da razli¢itih kombinacija parnosti koordinata tocaka ima 4, medu ovih 5 tocaka postoje dvije jednakih

kombinacija parnosti pa je i poloviste duzine koja ih spaja tocka cjelobrojnih koordinata.

15. 2013. drzavno, 8.3
m=110,k+1=4, k=3, n-3+1=110,36-3+2 = 110, [l = 2, n = 36. Podijelimo kvadrat na 36
kvadratica stranice % i promatrajmo onaj u kojem se nalaze 4 tocke. Njemu opisana kruznica ima radijus
manji od %.

6. m=7k+1=2k=1,n-1+1=7 n = 6. Spojimo dijagonale sesterokuta i podijelimo ga na 6
jednakostrani¢nih trokuta stranice 1. S obzirom da imamo 7 tocaka, postoji trokut u kojem se nalaze bar
dvije tocke. Kako je stranica tog trokuta 1, udaljenost tih dviju tocaka nije veéa od 1.



17.

18.

19.

20.

21.

22.
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2014. opéinsko, 3A.7
Potpuni kvadrati zavrsavaju jednom od 6 razli¢itih znamenaka (0, 1, 4, 5, 6, 9), pa dva sigurno imaju
jednaku znamenku jedinica i njihova razlika je djeljiva s 10.

Promatrajmo prvih n + 1 ¢lanova niza 1, 11, 111, 1111, ... Slicno kao u 10. zadatku, po Dirichletovom
principu medu njima postoje dva broja s istim ostatkom pri dijeljenju s n, a njihova razlika oblika 111. .. 000
djeljiva je s n.

Online predavanje

Prvo ¢emo pretpostaviti da ne postoje takve tri osobe. Vizualizirajmo dane osobe kao tocke u ravnini, a
(ne)poznanstva medu njima kao duzine koje spajaju te tocke. Ukoliko crvene duzine predstavljaju poznans-
tva, a plave nepoznanstva, tvrdnja zadatka je ekvivalentna tome da postoji jednobojan trokut. Fiksirajmo
jednu tocku (osobu) i promatrajmo duZzine koje izlaze iz nje. Tih duzina ima 5 pa su barem 3 iste boje. Bez
smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da je ta boja crvena. Sada gledamo te tri tocke na drugim krajevima
tih duzina. One medusobno ne smiju biti povezane crvenim duzinama jer smo onda odmah dobili crveni
trokut Sto je suprotno nasoj pretpostavci, pa su stoga sve medusobno povezane plavim duzinama, sto ¢ini
plavi trokut. Zato postoje tri osobe koje se sve medusobno (ne)poznaju. Ova tvrdnja je u suprotnosti s
nasom pretpostavkom pa to znaci da nam je pretpostavka bila kriva, tj. da postoje tri osobe koje se sve
medusobno (ne) poznaju.

Stol se uvijek moze okrenuti za kut %, gdje je k prirodan broj od 1 do 15 ukljucivo, tako da ispred bilo

kojeg mentora dode kartica s njegovim imenom. Kako je broj mentora 16, a broj polozaja stola razlicitih
od pocetnog 15, to znaci da postoji takav polozaj stola kod kojeg ispred bar dva mentora dolaze kartice s
njihovim imenima.

D = a®b — ab® = ab(a — b)(a+b). D je paran za bilo koje a i b (objasnite zasto!) pa jos moramo dokazati
djeljivost s 5. Ako je ili a ili b djeljiv s 5, tvrdnja je dokazana. Ako bilo koja dva od tri pocetna broja
imaju isti ostatak pri dijeljenju s 5, tvrdnja je dokazana. Ako sva tri imaju razli¢ite ostatke pri dijeljenju

je tvrdnja dokazana.

Promatrajmo brojeve a1, as, ..., azss koji predstavljaju ukupan broj pojedenih kilograma ribe zaklju¢no
s odgovaraju¢im danom. Stoga vrijedi a; < as < ... < asgs. Da bismo dokazali trazenu tvrdnju, dovoljno
je dokazati da je jedan od brojeva ai,as,...,asgs jednak jednom od brojeva a; + 29, as +29,..., a3 + 29,
jer ako je to slucaj, tj. ako za neke 4 i j vrijedi a; + 29 = a;, onda vrijedi j < 7 te da je u danima izmedu
Tuljko pojeo tocno 29 kilograma ribe. Brojevi a1, a1 + 29, as, as + 29, . .., ases, azes + 29 nalaze se izmedu
1 i 394 ukljucivo. Kako tih brojeva ima 730 i 730 = 394 - 1 4 336, dva broja moraju biti jednaka. Kako su
svi brojevi ay, as, ..., aszgs medusobno razli¢iti jer je Tuljko svaki dan pojeo bar 1 kilogram ribe, razli¢iti
su i svi brojevi a1 +29,. .., azes + 29. To znaci da je neki broj a; jednak nekom broju a; + 29 i tvrdnja je
dokazana.
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18.3. G21: Hajka na kuteve (angle chase) - Patricija Dovijani¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1.
2.

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

MNM on-line predavanje, Tetivni cetverokuti, zadatak 3.

Po Talesovom teoremu je ZBQA = ZBPA = 90°, pa je N ortocentar trokuta ABC|, a kako je visina na
AB na praveu M N, MN je okomito na AB.

. 2006. 7.3
. 2016. Z7.4
. 2014. 78.5

. 2015. O2A.2
. 2017. D7.5
. 2016. D7.5
. 2015. D8.3

2010. D8.5
2014. O1A.7
2010. O2A.7

MNM on-line predavanje, Tetivni ¢etverokuti, zadatak 8.
2016. O2A 4
2016. Z3A.3
2011. D1A 4
2018. D4B.5

Izvor: staro predavanje.

Skica rjesenja. Neka je F noziste visine iz vrha C' i neka je G sjeciste CE i FH. Cetverokut EMGH
je tetivan (razmislite zasto), i G je teZiste trokuta ABC, pa je |GE| = £, odakle je [EM| = §|BE|. Po
poucku SKS, trokuti BHF i EBC su sli¢ni, pa je ZEMG = LOAB = ZCBA = o. EF je srednjica
trokuta ABC, pa jei ZFEB = «. Sada je ZEMF = 180° — ZEMG = 180° — «, pa je EBHF tetivan,

odakle slijedi tvrdnja zadatka.


https://www.youtube.com/watch?v=Tq_It5KKugQ&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2016-OS-zupanijsko-45678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-drzavno-5678-zad+rj/2017-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-OS-drzavno-5678-zad+rj/2016-OS-drzavno-7-rj-ISPRAVLJENO.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-OS-drzavno-5678-zad+rj/2015-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-OS-drz-78-zad+rj/2010-OS-drz-78-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-skolsko-1234-zad+rj/2014-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-opc-1234-AB-zad+rj/2010-SS-opc-1234-A-rj.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=mrxStGkJzko&feature=youtu.be
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-zad.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2011-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-B-1234-rj.pdf
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18.4. N21: Zadaci sa znamenkama - Mislav Brnetié

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Broj znamenaka u brojevima manjim od 100 je 9-1+ 90 -2 = 189. Broj znamenaka u brojevima manjim
od 1000 je 189 + 900 - 3 = 2889. Dakle, trazena znamenka se nalazi medu troznamenkastim brojevima.
2020 — 189 = 18311 1831 = 610-3 4+ 1. 2019. znamenka je 9 u broju 99 + 610 = 709, a s obzirom na to da
imamo jos ostatak 1, 2020. znamenka je 7 u broju 710.

2. Elementarna teorija brojeva, primjer 6.
3. Drzavno 1990., 7. razred
4. Zupanijsko 1998., 8. razred
5. Drzavno 2010., 7. razred
6. Skolsko 2014., 1. razred

7. Skolsko 2014., 2. razred

8. Skolsko 2014., 4. razred

9. Skolsko 2019., 1. razred
10. Skolsko 2019., 3. razred
11. Zupanijsko 2017., 8. razred
12. Drzavno 2019., 8. razred
13. Drzavno 2017., 1. razred
14. JBMO 1998.

15. JBMO 2003.

16. Drzavno 2012., 1. razred
17. Drzavno 2018., 2. razred


https://element.hr/artikli/file/3351/mmb-3-elementarna-teorija-brojeva/15013
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1990/1990-OS-rep-78-zad+rj/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1998/1998-OS-zup-45678-zad+rj/1998-OS-zup-8-rj-1dio.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-OS-drz-78-zad+rj/2010-OS-drz-78-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-skolsko-1234-zad+rj/2014-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-skolsko-1234-zad+rj/2014-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-skolsko-1234-zad+rj/2014-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2017-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-OS-drzavno-5678-zad+rj/2019-OS-drzavno-5678-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad+rj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1998_JBMO_Problems/Problem_1
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2003_JBMO_Problems/Problem_1
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
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18.5. C24: Uvod u princip matematicke indukcije - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. MNM predavanje, primjer 1
2. Vjezbe iz indukcije - faks
3. Vjezbe iz indukcije - faks
4. Problem solving strategies, The induction principle, 18. zadatak
5. MNM predavanje, primjer 1
6. Problem solving strategies, The induction principle, 25. zadatak
7. Clanak iz Poucka
8. MNM predavanje, zadatak 4
9. Male teme iz matematike, princip potpune indukcije
10. Male teme iz matematike, princip potpune indukcije
11. MNM predavanje, zadatak 9.
12. MNM predavanje, zadatak 5.
13. MNM predavanje: napredna indukcija
14. Zupanijsko natjecanje 2012., 4. razred
15. Zupanijsko 4. razred, 2020.

16. Provodimo indukciju po n: pretpostavimo da za n vrijedi, i promatramo sto se dogada u permutaciji n+1
¢lanova. ako ikad n + 1 dode na prvo mjesto, u iduéem ¢ée koraku oti¢i na zadnje te ¢e se preostali koraci
odviti kao u permutaciji n brojeva, koji ¢e po pretpostavci oti¢i do jedinice. Ako n + 1 nikad ne dode
na prvo mjesto, mozemo broju koji je na zadnjoj poziciji i njemu zamijeniti mjesta bez da se promjene
koraci koje mozemo napraviti. Kako se mozemo ponasati kao da smo takvu zamjenu napravili, mozemo
napraviti iste korake kao u permutaciji prvih n brojeva, pa po pretpostavci indukcije slijedi korak.

17. MNM predavanje: napredna indukcija
18. MNM predavanje: napredna indukcija
19. Clanak iz Poucka


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://www.mathos.unios.hr/matefos/Files/zadaci/zad1_r.pdf
https://www.mathos.unios.hr/matefos/Files/zadaci/zad1_r.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/75427434-problem-books-in-mathematics-problem-solving-strategies.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/337169
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf
https://element.hr/artikli/file/1443/mmb-2-male-teme-iz-matematike/15008
https://element.hr/artikli/file/1443/mmb-2-male-teme-iz-matematike/15008
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00101_x5gri9chs2mbsm2sw7xq/matematicka_indukcija.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-zup-1234-zad+rj/2012-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2020/2020-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2020-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
https://hrcak.srce.hr/file/337169
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Poglavlje

Rjesenja za drugu grupu

A22: Nejednakosti - Al Depope

Link na zadatke. Link na hintove.

(V) () () =222

. A-G
2. Vab=+vVa-b-1 < 222l Odavde slijedi kakojezmgg(a—i—b—}—c)—&—l.

a? b2
3w T ore 1

- xr — T — T 3
.(2@(1_:6)(1—3;)2@;(2 1 3“ )

2 2 1
zy° +xz +2xyz:§

Wl

Jednakost se postize za npr. x =y =z =

VrBz+y) +VyBy + 2)+v2(3z + )

A-G
+ “TH’ + b¢ > g+ b. Alternativno, moze se iskoristiti CSB nejednakost u Engelovoj formi.

CSB

=VAdlx+y+2)2=2(x+y+2).
6. Bududi da je
0 < (a1x+b1)*+...(anx +b,)* = (Zaf) 2?42 (Zaibi) + be
za svaki x € R, to zakljucujemo kako je

1 (Xan) <4 (Xa) - (X8).

Engelova forma CSB nejednakosti slijedi iz

a? a? 9
(+---+”> b1+ +bn) > (a1 + - +an)?

< \/ (Vo2 + (Vi + (vV22) - (VB2 T 9 + (/B T 22 + (VB2 7 2p2)

b1 bn
7. Imamo
a_~_b_~_c+d_~_e_az_’_132_’_02_~_d2+e2
b+c c+d d+te et+a a+b albtc) blct+d)  c(d+e) dlet+a) e(a+b)

(a+b+c+d+e)?
S ab '

>
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Zbog (a+b+c+d+e)?=>a®+ 2> ab, imamo kako je dovoljno dokazati da je

2> a®+4) ab>5» ab
Sto je ekvivalentno s
2 Z a® > Z ab
odnosno s > (a — b)? > 0.
8. Dana nejednakost je ekvivalentna s ,
S mae <3

Iz CSB nejednakosti dobivamo

(a+0b)? a? b?
< —+ .
a?+02+2c2 " a2+ b2+ c?
Slijedi,
(a+0b)? a? b?
< 7 _3
Za2+b2+202_za2+02+2b2+02
9. HMO 2013
10. (a)
1\" Acn(l+i)+1 2 1
n+1 1+7 1 S n( +n)+ :TL+ :1+7
n n+1 n+1 n+1
(b)

1 n+1 n+1
_|_ p—

-H
= — W1A11-2-2= "W < V4
I+14-+14+35+3

n n

11. Znamo da je

1 1 1 % ¥ E
+ + — a b c
at(b+c¢) b(a+c) Aa+d) abt+ac ab+bc  ac+ be
o (i)
2(ab + bc + ca)

Jer je abc = 1, to slijedi kako je

(1 1 1>2 (ab + be + ca)?
; _wroeTa)

-+ = (ab+ be + ca)?.

a ¢ (abe)?
Dakle,
1 N 1 N 1 ab+be+ ca - 3V/(abe)*> 3
atb+c) blat+c) Ala+d) ~ 2 - 2 2

12. Iz CSB nejednakosti primijenjene na trojke (z,,/y,1) i (1,/y, z) dobivamo:

1 - 1+y+22
24+y+1 " (z+y+2)2

Analogno dobivamo:
1 < 1+2z+22

Y+z+17 (@+y+2z)?
i
1 14+x+y?
2Z24z+1 7 (z+y+2)?
Slijedi:
1 N 1 N 1 §3+w+y+z+x2+y2+22:5.
?24+y+1 y?+z+1 224z+1 (x+y+2)2

Ostaje dokazati S < 1 §to je ekvivalentno sa 3+x+y+2 < 2(xy+yz+zz) =2(x+y+2) tj. c+y+2z > 3.
2
To, medutim, slijediiz x +y+ 2z =2y +yz + 2z < % Jednakost se postize za x =y =z = 1.


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/2013_HMO_rjesenja.pdf
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13. Vrijedi kako je

1 1 1
a+b+cec>abc <— —+ —+— > 1.
ab  bc  ca

Dokazat ¢emo (jacu) nejednakost
1 1 1
ab+bc+ca2abcx/§ < E+E+E > V3.

OznacCimo s x = %, Y= %, z= % te se polazni problem moze reformulirati na sljede¢i nacin:

Ako su a, b, ¢ tri nenegativna realna broja za koje vrijedi ab + be + ca > 1, tada imamo a + b+ ¢ > /3.
Ovo slijedi direktno iz nejednakosti (a + b + ¢)? > 3(ab + be + ca).
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19.2. C22: Invarijante - Luka Banovi¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Uocite da je broj bijelih (ili ekvivalentno) crnih polja uvijek paran: ako je u retku/stupcu bilo b bijelih
polja, nakon poteza bit ¢e ih 8 —b. Odmah vidimo da su b i 8 — b iste parnosti, pa kad svaki od tih brojeva
dodamo broju preostalih bijelih polja, ta 2 broja bit ¢e iste parnosti. Kako kreéemo s parnim brojem
bijelih polja, ne mozemo postié¢i da ih bude neparno.

2. Promotrimo kako se mijenja broj plavih kuglica u jednom koraku. Pri izvlacenju kuglica mogu se dogoditi 3
razliGita slucaja: da budu izvucene dvije crvene, dvije plave ili jedna crvena i jedna plava kuglica. Analizom
svih slucajeva odmah dolazimo do zakljucka da se broj kuglica ili ne promijeni ili smanji za 2, tj. mijenja
se uvijek za paran broj. U a) dijelu to znaci da ¢ée broj plavih kuglica uvijek biti paran, pa kad ostane
samo jedna kuglica u kutiji ona ¢e morati biti crvena. U b) dijelu ¢e pak broj plavih kuglica uvijek biti
neparan, pa ¢e upravo plava kuglica ostati zadnja u kutiji.

3. Obojimo plocu sahovski: inspiraciju za to dobijemo jer radimo postupak s 2 susjedna polja, pa ih na taj
nac¢in medu 2 susjedna polja mora biti jedno crno i jedno bijelo. Kad ovako postavimo stvari, odmah
vidimo da razlika u zbroju brojeva na bijelim i crnim poljima uvijek ostaje ista. Na pocetku je ta razlika
5, a na kraju bi trebala biti 11, pa Anica ne moze dobiti Zeljene brojeve u tom rasporedu na ploci.

4. Potrebno je uociti da je (a—j;)?—i—(“—\;;)z = a?+b2. Dakle, zbroj kvadrata triju brojeva na ploé¢i je invarijanta.

Kako je 12 + ﬁ2 +(1+v2)?2=6+2V2,a (%)2 +(2v2)% + (%)2 = 13, ne mozemo iz pocetne trojke
dobiti ciljanu.

5. Promotrimo kako se mijenja zbroj koordinata kako se Anica kreée mrezom, tocnije ostatak tog zbroja
pri dijeljenju s 5. Buduéi da je npr. 3z —2y = 3(z+y) —byiz+1+y+4=(z+y)+5 (aslican se
raspis napravi i za ostale 3 moguénosti), vidimo da, ako na pocetku x + y nije bilo djeljivo s 5, ne¢emo
modi posti¢i da u nekom trenutku zbroj koordinata bude djeljiv s 5. To, naime, slijedi iz toga sto je zbroj
koordinata sljedeée tocke visekratnik prethodnog zbroja (ali ne visekratnik koji bi bio djeljiv s 5) kojem
jos dodamo visekratnik od 5. Dakle, Anica ne moze doéi do ishodista koordinatnog sustava.

6. Gledat ¢emo kako se mijenja parnost broja kamenci¢a na hrpama. Vidimo da se u svakom koraku broj
kamenci¢a na svim hrpama mijenja za 1, tj. svim hrpama se mijenja parnost broja kamencic¢a. Kako
kreé¢emo s 3 hrpe koje imaju jednako kamencica, ili sve 3 hrpe na pocetku imaju neparno mnogo kamencica,
ili ih pak sve hrpe imaju parno mnogo, i to svojstvo se ne mijenja. Stoga je nemoguce da u bilo kojem
trenutku imamo dvije hrpe s parno mnogo kamencica i jednu s neparno mnogo.

7. Na pocetku vidimo da su medu brojevima kameleona zastupljeni svi moguéi ostatci nekog broja pri
dijeljenju s 3. Ispitivanjem svih sluc¢ajeva lako se uvjerimo da je to svojstvo invarijanta. Dakle, nemogudée
je da kameleona svake od boja bude po 200 jer bismo tada imali 3 broja koja daju isti ostatak pri dijeljenju
sa 3.

8. Postavimo skakavce u koordinatni sustav na na¢in da skakavci na pocetku stoje u tockama (0,0),(0,1) i
(1,0). Sada mozemo uociti da se skakavcu ne mijenja parnost pojedine koordinate nakon skoka. Prvo, jasno
je da ée skakavci skakati samo po tockama s cjelobrojnim koordinatama. Ako skakavac skace s tocke (a, b)
i preskace skakavca u tocki (¢, d), lako dobijemo da ée skakavac dosko¢iti u tocku a+2(c—a),b+2(d —b).
Kako nijedan skakavac ne krece iz tocke koja ima obje koordinate neparne, nijedan ne¢e moc¢i doskociti u
tocku (1,1).

9. Kako je konacan broj polja obojan crnom bojom, mozemo postaviti zadatak na ovaj nacin: recimo da je
Anica pocevsi od bijele ploce bojala jedno po jedno polje u crno. Na pocetku je zbroj svih brojeva na ploci
bio 0, dakle bio je djeljiv s 4. Kada dodamo novo crno polje, ono moze zamijeniti bijelo koje je imalo 0,
1, 2, 3 ili 4 susjeda. Raspisom tih 5 slucajeva vidimo da se dodavanjem crnog polja zbroj brojeva na ploci
nuzno mijenja za visekratnik od 4. Time smo dokazali tvrdnju zadatka.

10. Obojimo plocu sahovski. Tada (npr.) imamo 13 bijelih i 12 crnih polja. Uo¢imo da se parnost broja zetona
na bijelim poljima tijekom izvodenja koraka ne mijenja, buduéi da se u svakom koraku pomicu po 2 Zetona,
a svaki ¢e tijekom poteza promijeniti boju polja na kojem se dotad nalazio. Za a) dio zadatka to znadi da
zelimo imati neparan broj zetona na crnom polju, a na pocetku ih je parno mnogo. Dakle, ne mozemo sve
Zetone pomaknuti na polje u a) dijelu. No, za polje u b) dijelu to je moguée uciniti, i nije tesko konstruirati
algoritam kako to mozemo napraviti.
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. Numerirajmo vrhove brojevima od 1 do 12 (koje ¢emo nadalje zvati oznake da izbjegnemo zabunu), pri
¢emu uzmimo da na pocetku -1 piSe u vrhu oznacenom s 1, i da zelimo da na kraju -1 piSe u vrhu oznac¢enom
s 2. Promotrimo broj S koji definiramo kao zbroj oznaka vrhova u kojima pise -1; na pocetku je on 1,
a zelimo da na kraju bude 2. Primijetimo da se promjenom predznaka zbroj oznaka vrhova koji sadrze
broj -1 promijeni za paran broj. Naime, uzmimo da smo u jednom koraku odabrali vrhove s oznakama
z,z+1, 242,243 (moZemo gledati oznake modulo 12, tj. samo ostatke oznaka pri dijeljenju s 12). Ako su
ta 4 vrha broju S pridonosila s T, poslije koraka pridonosit ¢e s 4z +6 —T'. To znadi da ¢e se S promijeniti
zaT — (4x +6 —T) = 2T — 4z — 6, a to je paran broj. Dakle, kako je S na pocetku bio neparan, on ¢e
uvijek ostati neparan broj, pa Anica ne moze postié¢i ono $to cilja. (Alternativno, mogle su oznake vrhova
naizmjence biti 0 i 1; dosli bismo do istog zakljucka na analogan nadin.)

Isprobavanjem raznih moguénosti mozemo doéi do sljedece slutnje: ako Bozica na pocetku napise brojeve
takve da se najveéi medu njima pojavljuje parno mnogo puta, to se neé¢e promijeniti Sto god Anica napravi.
I zaista, ispitivanjem svih moguénosti (ovisno koje su veli¢ine 2 broja koja Anica odabere) dobit ¢emo da
se broj najveéih brojeva u jednom koraku ili poveéa za 2, ili ostane isti, ili postane to¢no 2. Stoga ako
Bozica odabere takvih 9 brojeva za koje to vrijedi, Anica ne¢e modéi pobijediti.

Rjesenje pod #4, 3).
Rjesenje pod #10. (postoji razlika u jednom zadanom broju, no naéin rjeSavanja je ostao potpuno isti)

Rjesenje pod #2.
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https://artofproblemsolving.com/community/c6t219f6h2156323_five_invariant_combinatorics_high_school_olympiad_problems
https://artofproblemsolving.com/community/c6t219f6h683_replace_a_b_with_abab1
https://artofproblemsolving.com/community/c6t219f6h1590925_gcd_of_numbers_on_blackboard
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19.3. G22: Karakteristicne tocke trokuta - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1.

17.
18.
19.
20.

opc¢a kultura zadaci 1-16.
drzavno 2009.

republicko 2019.

Izvor.

republicko 2003.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/karakteristicne_tocke_trokuta.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/
https://dms.rs/matematika-srednje-skole/
https://dms.rs/matematika-srednje-skole/
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19.4. N22: Diofantske - Al Depope

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Jer suy i y+1 relativno prosti to mora biti kako (y+1)2?|243 = 3°. Promatranjem svih moguéih faktorizacija
dobivamo rjesenja (0,0), (—486, —2), (54,2), (—108,4), (24, 8) i (—30, —10).

2. Uoc¢imo kako m ne moze biti nenegativni cijeli broj jer tada lijeva strana jednadzbe ne bi bila cijeli broj.
Ako je m =0 , onda je n = £2.

Neka je m > 0. Ako je (m,n) rjeSenje onda je i (m, —n) rjesenje pa ¢emo najprije pronaéi sva rjesenja za
koja je n > 0.

Danu jednadzbu mozemo pisati u obliku

(n—1)(n+1)=3.2m.

Brojevi n — 11 n+ 1 su iste parnosti pa oba moraju biti parna. Osim toga, kako je n > 0, oba moraju biti
pozitivna.

zato imamo dvije moguénosti:
(a) n—1=2Fn+1=3-2! pricemujek,l>1,k+l=m.1z2=(n+1)— (n—1) slijedi kako je | = 1
ilik=1
(b) n—1=3-2F n+1 =2\ Na isti na¢in ponovno slijedi kako je [ = 1 ili k = 1.
Sva rjeéenja su (ma Tl) € {(07 2)3 (07 _2)3 (47 7)7 (4a _7)7 (Sa 5)7 (3a _5)}
3. Primjetimo da su parovi oblika (k, —k), k € Z rjeSenja. Ako je z + y # 0 imamo
2 —zy+yP =ty

Sto je ekvivalentno s
(@—y)?+@-1)*+(@y-1)*=2

Slijedi da je (x —1)2 <11 (y — 1)? < 1. Dakle, z,y € [0,2]. Rjesenja su: (0, 1), (1,0), (1,2),(2,1), (2,2).

4. Promatramo ostatke pri djeljenju s 7. kada je y > 7, tada je y! = 0(mod7), pa bi trebali imati 22 =
—1(mod7). Ipak, kvadratni ostatci pri djeljenju s 7 su 0, 1,2,4. Dakle, y < 7.

Sada promatramo slucajeve. Najmanji potpuni kvadrat veéi od 2001 jest 2025 = 452, i ovdje odmah
uodavamo kako su (z,y) = (45,4) i (x,y) = (—45,4) dva rjeSenja. Uodimo kako ovo pokriva sve slucajeve
zay < 4. Zay = 5 dobivamo z? = 2001 + 5! = 2121, ali ova jedndZba nema cjelobrojnih rjesenja buduéi da
je 2121 djeljiv s 3, alineis 9. Ako je y = 6, tada je £2 = 2001 + 6! = 2721, pa opet nemamo cjelobrojnih
rjSenja iz istog razloga kao i maloprije. Dakle, jedina rjeSenja su (x,y) = (45,4) i (z,y) = (—45,4).
5. Jedina rjeSenja su (0,0,0,21002) te (21001 21001 91001 '51001)
kako a? daje ostatak 1 pri djeljenju s 8.

. Prisjetimo se da za neparni ¢ = 4n+1 znamo

Dakle, mora vrijediti kako je x = 2z1,y = 2y1, 2 = 22z1,t = 2t; za neke cijele brojeve x1,y1, 21,1 za koje
je 0 <y <y <z <ty tea?+yf+ 27 + 12 = 22002, Nastavljajuéi ovaj postupak dolazimo do toga da
mora biti & = 22001g, ¢y = 22001}, » = 22001¢ te ¢ = 22001 pri ¢emu su a, b, ¢, d cijeli brojevi za koje vrijedi
a<b<c<dia’?+b+c2+d?>=4.

6. Zbog simetrije mozemo pretpostaviti 2 < z < y < z. Ovo povlaci nejednakost % > %, dakle z € {2,3,4,5}.

z = 2 povladi i + 1 = L pri ¢emu je y € {11,12,...,20}. Slijedi da je z = 10 + 1% pa su rjese-

y—10
nja (2,11,110), (2,12, 60), (2, 14, 35), (2, 15, 30), (2, 20, 20).

x = 3 povladi % + 1 = pri ¢emu je y € {3,4,5,6,7} i rjeSenja su (3,4, 60), (3,5,15), (3,6, 10).

N

z = 4 povladi % + % = 55 pri cemu je y € {4,5} i rjeSenja su (4,4, 10).

x =5 povlaci % + % = % iy =2z=>5 sto daje rjeSenje (5,5,5).
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7. Jednadzba iz teksta zadatka ekvivalentna je s

(z —n)(y —n) =n>.

Ukoliko zapiSemo n = p{*---pl*, pri ¢emu su pi,...,py prosti brojevi, a a,...,ay prirodni brojevi,
dobivamo da je n? = pi®* - - p2®*, a iz toga znamo da n? ima (2a; + 1) - (2ay, + 1) pozitivnih djelitelja.

Uvjet s(n) = 5 povladi da je (2a1 +1) - - - (2a4, +1) = 5,a iz ovog dobivamo kako mora biti k = 1 te oy = 2.
Dakle, rjeSenja su svi n = p? pri éemu je p prost broj.

8. Neka je (z,y) neko rjeSenje. Tada,
v =2@+8)(x+1)(z+7) = (22 +8z)(2® + 82 +7) = 22 + 72

gdje je z = z? + 8x.
Ako je z > 9 imamo

(2432 =224+62+9<22+T2=9? <22 +82+16 = (2 +4)%
Sto je nemoguce.
Dakle, 22 + 8z = z < 9 $to implicira —9 < z < 1.
Dolazimo do rjesenja:

(_97 _12)7 (_9’ 12)7 (_7a 0)’ (_4a _12)7 (_4a 12)7 (_17 0)7 (_87 0)7 (07 0)7 (17 12)7 (17 _12)'

9. Uocimo kako je

L_1 o1 1
a2 (20)2  (20)2  (2a)2  (2a)%
Iz ovoga slijedi da, ukoliko je (z1,x2,...,2,) = (a1, as,...,ay) rjeSenje od
LS .
af 23 xz
u skupu prirodnih brojeva, tada je (x1,x2, ..., Tn-1,Tn, Tnt1, Tnt2, Tnts) = (a1,02, ..., Gn_1, 200, 24y, 204, 2ay,)
rjesenje od
1 1 1
ottt =1
ry T3 Lp+3

u skupu prirodnih brojeva. Dakle, dovoljno je konstruirat rjeSenja za n = 6,7,8. Ako je n = 6 rjeSen]j je
(2,2,2,3,3,6). Ako jen = 7, rjeSenje je (2,2,2,4, 4,4, 4), a ukoliko je n = 8, rjeSenje je (2,2,2,3,4,4,12,12).

10. Iz AH ili CSB nejednakosti imamo
1 1 1
(kv + ka2 + -+ kn) (++-~-+) > n.

Dakle, 5n — 4 > n?, odnosno n < 4. BSO: ky < ...k,.

Ako je n = 1 mora biti k; = 1 Sto je rjeSenje.

Ako je n = 2 imamo (k1, ko) € {(2,4), (3,3)} od kojih nijedno nije rjesenje.

Ako je n = 3 imamo ki + ko + k3 = 11, dakle, 2 < k; < 3. Slijedi (k1, ko, k3) € {(2,2,7),(2,3,6),(2,4,5),
(3,3,5),(3,4,4)} od kojih je samo (2,3, 6) rjeSenje. (kasnije dodati i permutacije!)

Ako je n = 4 moramo imati slucaj jednakosti, tj. k1 = ko = k3 = kg = 4.

11. Iz AG nejednakosti dobivamo kako je
(zy)" = (2 +y*)™ = 2ay)™ > (xy)™,

dakle, mora vrijediti kako je n > m. Neka je p zajednicki prosti djelitelj od z i y te neka je p®||z, p®||y.
Slijedi kako je p@t7||(zy)™ = (2% + y?)™. Pretpostavimo da je a > b. Zbog p**||z2,p*?||y? tada mora
vrijediti p®)™ |22 + 2 te p?@™|(x? + y?)™. Slijedi kako je 2am = (a + b)n > 2an iz éega dobivamo kako
je m > n pa dolazimo do kontradikcije.

12. Promatramo jednadzbu modulo 11. Buduéi je (%)% = 01ili 1 (mod 11) za sve x.Dakle, desna strana je
kongruentna 6,7 ili 8 modulo 11. Ipak, kvadratni ostaci modulo 11 su 0,1, 3,4,5,9, pa zaklju¢ujemo kako
jednadzba y? = z° — 4 nema rjesenja.



13.

14.
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Ocitu su (z,y,p) = (1,1,3) te (z,y,p) = (2,2,7) rjeSenja. Imamo
Pyt l=a 42t 4+ (P -1)=23@ 1) — (23— 1)
=@ 4+ -z +1)
Stoga polaznu jednadzbu mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku
(2 +z+ D)2 —z+1) =pY.
Neka je d = ged(2? + 2+ 1,2° — 2 + 1). Tada d dijeli
(z—D*+z+1) (@ —z+1)=2-2

. Nadalje, d dijeli 2> + 2 — 1 — (x — 2)(x + 3) = 7. Dakle, d = 7 za x > 1 pa mora biti p = 7.

Slijedi kako za x > 2 imamo z? +x +1 = 7% i 3 — x +1 = 7° za neke prirodne brojeve a > 21i b > 2. Ovo
znadi da 49 dijeli 22 + 2z + 11 2% — 2 + 1, $to je u kontradikciji s d = 7. Dakle, (1,1,3) i (2,2,7) su jedina
rjesenja.

Zapisimo danu jednadzbu kao 3 — 1 = 2%y. Odmah zaklju¢ujemo kako je x manji ili jednak eksponentu
od 2 u faktorizaciji na proste brojeve od y. Dajmo sada gornju ogradu na vrijednost od y.

Uoc¢imo da je 3™ — 1 kongruentno 2 ako je n neparan, odnosno kongruentno 0, ako je n paran. Stoga ima
smisla faktorizirati = 2™(2n 4 1) pri ¢emu su m, n nenegativni cijeli brojevi. Tada imamo

393 —1= 32m(2n+1) _1= (32n+1)2m 1= (32n+1 32n+1 4 1 H ( 32n+1 _|_ 1)

Gledamo li modulo 8 dobivamo kako su prva dva faktora u gornjoj jednaka 2 odnosno 4. Dakle, doprinose
s faktorom 23 produktu 3% — 1. Svi ostali izrazi doprinose s 2!. Kona¢no dobivamo kako je eksponent od
2 u faktorizaciji od 3% — 1 upravo jednak m + 2. Iz nejednakosti x < m + 2 sada dobivamo kako je

2"(2n+1) < (m+ 2).

Posebno je 2™ < m + 2 §to implicira kako je m € {0, 1,2}. Lako provjerom dolazi do toga da su jedina
rjesenja. (z,y) = (1,1), (2.y) = (2,2) i (x,y) = (4,5).
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19.5. C25: Prebrojavanja - Mislav Brnetic

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Pecivo se moze izabrati na 3 nacina, Sunka na 6 nacina (bez Sunke ili sa jednom od vrsta), a sir na 5
nacina. Dakle rjesenje je 3-6-5 = 90.

2. S obzirom da ¢e u svakom retku i svakom stupcu biti po jedan top, u prvom retku ga mozemo postaviti
na 8 nacina, u drugom na 7... i u zadnjem na 1 nacin tako da je rjeSenje 8!.

3. Prvu osobu mozemo izabrati na 15 naéina, a drugu na 14 nadina, a tre¢u na 13 nacina, no s obzirom da
nije bitan poredak druge i treée osobe to dijelimo sa 2. Dakle rjesenje je 1512&

4. Brojeva manjih od 1000 i djeljivih sa 3 je 333, a djeljivih sa 7 je 142. Broj je djeljiv i sa 3 i sa 7 ako i samo
ako je djeljiv sa 21, a takvih manjih od 1000 ima 47 pa je po FUI rjesenje 333 + 142 — 47 = 428.
5. (a) Jednak je broj nacina na koji biramo k predmeta koje Zelimo kao i n — k koje ne Zelimo.

(b) Zbroj nadina za izabrati 0,1, ..., n-¢lani podskup je jednak ukupnom broju podskupova, $to je upravo
desna strana (svaki element moze ili biti ili ne biti u poskupu).

(¢) Lijeva strana prikazuje broj na¢ina za odabrati k predmeta medu n+1 predmetom. Ukoliko podijelimo
n + 1 predmet na n predmeta i na 1 fiksan predmet, izabrati k¥ predmeta medu njima mozemo tako
da izaberemo ovaj 1 predmet pa jos k — 1 medu preostalima ili tako da odaberemo k predmeta medu
preostalima, Sto i prikazuje desna strana. Dakle, obje strane broje broj nac¢ina za odabrati k£ predmeta
medu n + 1 predmetom.

6. Svih peteroznamenkastih brojeva ima 90000, a onih koji nemaju znamenku 5 ima 8 - 9%. Dakle, rjesenje je
90000 — 8 - 9%,

7. Skolsko natjecanje 2010., SS A, 4. razred, 5. zadatak

8. Drzavno natjecanje 2009., 8. razred, 3. zadatak

9. Zupanijsko natjecanje 2019., SS A, 4. razred, 3. zadatak
10. Zupanijsko natjecanje 1999., SS A, 4. razred, 3. zadatak

11. Ukupno permutacija ima 10!. S obzirom da se slovo M ponavlja dvaput, slovo A 3 puta i slovo T' 2 puta,
moramo podijeliti broj svih permutacija s 2 - 3 - 2 koliko ima permutacija tih slova.

12. Zupanijsko natjecanje 2013., SS A, 4. razred, 3. zadatak

13. Prvo zamijetimo da 1 pravac dijeli ravninu na dva dijela. Ako je a,,—1 broj dijelova ravnine na koji ju dijeli
n — 1 pravac, dodavanjem jos jednog pravca koji ¢e postojece sije¢i u n — 1 tocki se broj dijelova ravnine
povecéava za n odnosno vrijedi

Qp = Qp—1+N

Kako vrijedi a; = 2, indukcijom lako dokazemo da vrijedi

1
an = §(n2+n—|—2).

14. Zupanijsko natjecanje 2010., SS A, 4. razred, 4. zadatak
15. Drzavno natjecanje 2006., SS A, 1. razred, 4. zadatak

16. Za pocetak promatrajmo broj permutacija vozila, odnosno redoslijed kojim ¢ée biti parkirana. Takvih
permutacija ima 10!. Fiksirajmo redoslijed vozila te njima pridruzimo parkirna mjesta. Prvo izmedu svaka
dva vozila postavimo po jedno parkirno mjesto. Preostalo je joS 21 neupotrijebljenih parkirnih mjesta
od kojih svako mozemo postaviti na 11 lokacija u odnosu na automobile, a to mozemo promatrati kao

kombinaciju s ponavljanjem napraviti na (°;). Zato je trazeni broj nac¢ina (3) - 10!


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-opc-1234-AB-zad+rj/2010-SS-opc-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-OS-drz-78-zad+rj/2009-OS-drz-8-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-SS-zup-1234-zad+rj/1999-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2010-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2006-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf

LJETNI KAMP 2020. 173

20. Poglavlje

Rjesenja za trecu grupu

20.1. A23: Razni zadaci s nizovima - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. 72017 4.razred 3. zadatak

2. 101 problems in algebra (str. 54)

3. 71999 4. razred 4. zadatak (str. 15, 2.1j)

4. EGMO 2015., 4. zadatak (str. 6)

5. IMO 2014., 1. zadatak (str.11)

6. HMO 2018., MEMO test, 1. zadatak

7. 101 problems in algebra (str.129, Solution 90, Alternative 2)
8. HMO 2016., 1. dan, 1. zadatak

9. HMO 2012., 2. dan, 1. zadatak

10. EGMO 2020., 6. zadatak


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/101-problems-in-algebra.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-SS-zup-1234-zad+rj/1999-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo4/solutions.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2014SL.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2019/03/HMO2018-rje.pdf
https://mathematicalolympiads.files.wordpress.com/2012/08/101-problems-in-algebra.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2016-rjesenja.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/2012_izborno-rjesenja.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo9/solutions.pdf

174 MLADI NADARENI MATEMATICARI ,, MARIN GETALDIC”

20.2. C23: Bojanja i poplocavanja - Nika Utrobici¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. MNM online predavanje, primjer 1
2. MNM online predavanje, zadatak 1
3. MNM online predavanje, zadatak 3

4. Obojimo stupce naizmjence crno bijelo. Svaki L zauzima jedno crno i tri bijela ili jedno bijelo i tri crna
polja. Dakle, ima ih jednako jednog i drugog tipa, dakle ima paran broj figura, dakle broj polja je djeljiv
s 8, ali 100 nije djeljivo s 8.

5. "Problem solving strategies", Coloring proofs, zadatak 2.

6. Drzavno 2019., 3. razred, A

7. EGMO 2018. zadatak 4

8. "Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 38.
9. "Problem solving strategies", poglavlje "Coloring proofs", zadatak 28.
10. Drzavno 2018. , 2. razred, A

11. Drzavno 2017. , 4. razred, A

12. Drzavno 2015. , 4. razred, A

13. Drzavno 2016. , 2. i 3. razred, A

14. HMO 2019., MEMO test

15. HMO 2017., MEMO test

16. MEMO 2018., 12
17. MEMO 2017., T3
18. MEMO 2016., T3
19. IMO 2014., 2. zadatak


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Bojanja_i_poplocavanja.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Bojanja_i_poplocavanja.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/Bojanja_i_poplocavanja.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad%2Brj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf 
https://www.egmo.org/egmos/egmo7/solutions.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-drzavno-1234-zad+rj/2018-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-drzavno-1234-zad%2Brj/2017-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-drzavno-1234-zad+rj/2015-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad+rj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj-ispravak.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2020/01/HMO2019-rje.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf
http://memo2018.abel.bielsko.pl/public/pdfs/problemsets/MEMO_solutions1.pdf
http://memo2017.lmnsc.lt/files/memo2017_solutions_.pdf
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2014_IMO_Problems/Problem_2
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20.3. G23: Potencija tocke, radikalna os - Luka Banovic

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Oznacimo drugo sjeciste pravca BD s kruznicom s F, a sjecista pravca OD s kruznicom s F' i G. Koristit
¢emo potencije tocaka B i D na kruznicu da dobijemo polumjer kruznice r:

|BC||BE| = |BA|* = |BE| =12 = |DE| =6
|DC||DE| = |DF||DG| = 18 = (r — 2)(r +2) = r* = 22
Dakle, povrsina danog kruga je 227.
2. Povucimo visinu u trokutu AABC iz vrha A i oznac¢imo noziste te visine s A’. Po obratu Talesovog
poucka zaklju¢ujemo da se A’ nalazi i na kruzmici s promjerom AB i na kruznici s promjerom AC.
Sada kada primijenimo potenciju tocke H - ortocentra trokuta AABC na obje kruznice dobit ¢emo

= = , jer su A i sjecista dviju danih kruznica. Ovime smo dokazali
HP||HQ HA||HA' HR||HS], j A i A’ sjecista dviju danih kruznica. Ovi dokazali
tvrdnju zadatka.

3. Rjesenje pod #3

4. (1. nacin: uz pomoé trigonometrije) Iskoristit ¢emo potenciju tocke E na kruznicu i primijeniti poudak o
kosinusima na trokut AABE:

|AE||DE| = |BE||CE| = [AE|(|AE| - |AD|) = |BE|(|BE| + |BC|) =

|AE|> — |BE|* = |AFE||AD| + |BE||BC| = |AB|®—2|AB||BE|-cos /ABE = |AE||AD| + |BE||BC| =
B

|AB|? + 2|AB||BE| - ||Ag|| = |AE||AD| + |BE||BC| = |AB|? = |AFE||AD| - |BE||BC|,

pa dani izraz zaista ne ovisi o izboru toc¢aka C i D.

(2. nacin) Neka je tocka K noziSte okomice iz E na pravac AB. Uo¢imo da su sada Cetverokuti BDEK i
AEKC tetivni, pa vrijedi |[AB||AK| = |AD||AE| i |BA||BK| = |BE||BC|. Oduzimanjem ovih jednakosti
dobijemo isti rezultat kao u 1. nac¢inu.

5. Uoc¢imo da ¢e tvrdnja biti dokazana ukoliko dokazemo da je ¢etverokut ENCD paralelogram, gdje je E
drugo sjeciste pravca BN i kruznice opisane ¢etverokutu ABCD. Oznac¢imo kut ZBED s a. Tada vrijede
sljedece relacije za kuteve:

ZBAD =a (obodni kutevi)
ZABD =a (AABD je jednakokradan)
ZACD =« (obodni kutevi)
ZADB =180° — 2ar  (kutevi u AABD)

ZACB =180° — 2o (obodni kutevi)
ZACB
2

ZMIB =90° + =180° — a (kut u sredistu upisane kruznice u AMCB)

LZMNB =a (Cetverokut IBNM je tetivan)

Dakle, /NED = /BNC = ZNCD = q, pa je cetverokut ENCD zaista paralelogram, sto je i trebalo
dokazati.

6. Neka je M poloviste BC. Zato $to je cetverokut EBFC pravokutnik, te buduéi da su éetverokuti ABNC
i AGND tetivni, vrijedi |ME||MF| = |MB||MC| = |MA||MN| = |MD||MG]|, pa zaklju¢ujemo da
su Cetverokuti FAFN i EGFD tetivni. Sada koristenjem tetivnosti tih ¢etiriju ¢etverokuta, uz oznaku
/BAC = a dobivamo

INCG =4NCB=a—-4ANAC=a—-ALNAE=a—-4ANFE=a—-4ZNFG+ LGFE
=a—4ANFG - /GDE=a—-4NFG - /BDE =a—- /ZNFG+180° — ZCDE = 180° — ZNFQG.

7. Ozna¢imo s B’, C' redom noziSta visina iz vrhova B, C u trokutu AABC. Odmah vidimo da je ¢etverokut
BCB'C’ tetivan te vrijedi |HB||HB'| = |HC||HC'|. Sada kako je s lijeve strane jednakosti potencija
tocke H na kruznicu s promjerom BN, a s desne strane na kruznicu s promjerom C M, H je na radikalnoj
osi tih dviju kruznica. No, njihova radikalna os je upravo pravac PQ, pa slijedi tvrdnja zadatka.



https://artofproblemsolving.com/community/c6t145f6h220701_four_points_are_concyclic
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8. Rjesenje #2.

9. Prvo ¢emo pokazati da je kruznici opisanoj trokutu ABFE pravac DFE tangenta. Po Talesovom poucku
je kut ZAFB pravi, pa je i kut ZBFE pravi. Stoga je po obratu istog poucka duzina BE promjer
kruznice opisane trokutu ABFE. Kako su pravci BE i DE okomiti, DFE je zaista tangenta na tu kruznicu.
Ovime smo nasli dvije kruznice (pocetnu i ovu promatranu) ¢ija je radikalna os upravo pravac BF'. Da
bismo pokazali tvrdnju zadatka, ostaje pokazati da je DE tangenta na danu polukruznicu. I zaista,
vrijedi ZSDE = ZSDB + LEDB = £ZSBD + 90° — ZEBD = 90°, jer su kutovi ZSBD = ZABD i
/EBD = ZCBD obodni kutevi nad tetivama iste duljine. Sada iz ¢etvrtog svojstva radikalne osi slijedi
tvrdnja.

10. Vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:

DI radikalna os navedenih kruznica <= DI okomit na spojnicu sredista tih kruznica (I je sigurno na osi)
<= spojnica sredista tih kruznica paralelna s BC'
<= BC||KL (spojnica sredista tih kruznica je srednjica u AITKL)

Buduéi da je pravac BC okomit na svoju simetralu duzine (koja prolazi toc¢kom M), a na toj simetrali lezi
duzina koja spaja M i srediste kruznice opisane trokutu AABC, zbog ¢ega je na nju okomita tangenta
KL, zaista vrijedi BC||K L. Dakle, vrijedi tvrdnja zadatka.

11. Izvor.

12. Neka je O srediste kruznice opisane trokutu AADE, F sjeciste pravaca AF i BD, a G noziste okomice iz
O na AD. Pokazimo da je kut ZODB pravi; tada ¢e pravac AE biti radikalna os kruznica opisanih oko
ANABC i ANADE, pri ¢emu ¢e pravac BD dirati obje kruznice. Neka je ZASB = a. Tada je i ZBSC = «,
pa je ZBEC = 5. Usto je zbog tetivnosti ZAEC = 180° — «, pa je ZAED = a. Racunanjem kutova uz
vrh O dobijemo da je i ZGOD = «. Iz OG||AS i LZASB = ZGOD slijedi BS||OD, tj. OD L BD, §to smo
i htjeli pokazati.


https://artofproblemsolving.com/community/c6t145f6h2029995_a_nice_formula_of_powers
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1995_IMO_Problems/Problem_1
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20.4. N23: TB konstrukcije, CRT - David Mikulcié

Link na zadatke. Link na hintove.

1. Neka je z element niza te potpun kvadrat, slijedeéi ¢lan niza je x + d, pa x + 2d... openito = + kd za k
prirodan broj. Sada je dovoljno konstruirati takav k da = + kd bude isto potpun kvadrat. Lako se vidi da
k = d+ 2y/7 radi buduci da je onda x + kd = (v/7 + d)? a to je prirodan broj buduéi da je = kvadrat.

2. Izvor.
Izvor.
Drzavno 2012 4.raz A P2.
Drzavno 2005 4.raz. A P3.

A

Za k = 2 oc¢ito da (a + 1,a) radi za svaki a prirodan broj. Za k > 2 jedno rjeSenje je (k,1). Neka je
(z1,y1) najvee rjesenje koje smo nasli dosad. Neka je x; < yi, fiksirajmo y; te promotrimo jednadzbu
kao kvadratnu po y. Oc¢ito ima dva rjeSenja te je jedno od njih x1, neka je drugo xs. Iz Viettovih formula
dobivamo x1 + z2 = ky; > 2y; > 2z te konacno xs > x1. Dobili smo novo rjeSenje (z2,y1) koje je vece
od prosloga te tako dokazali tvrdnju zadatka.

7. MEMO 2016 ekipno PS.
8. Izvor.

9. USAMO 2008/1

10. TSTST 2012/3


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/03/pellova_jednadzba.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple#Proof_of_Euclid's_formula
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2005/2005-SS-drz-1234-zad+rj/2005-SS-drz-1234-zad
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
http://memo2018.abel.bielsko.pl/public/pdfs/problemsets/MEMO_solutions1.pdf
https://web.evanchen.cc/handouts/CRT/CRT.pdf
https://web.evanchen.cc/handouts/CRT/CRT.pdf
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20.5. C26: Princip ekstrema - David Mikulci¢

Link na zadatke. Link na hintove.

1. opca kultura.
2. opca kultura.
Izvor.

PSS AE.
PSS AE.
PSS AE.
PSS AE.
PSS AE.

© »® N o o s W

Izvor.
10. PSS AE.
11. PSS AE.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Princip_ekstrema.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Princip_ekstrema.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Princip_ekstrema.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Princip_ekstrema.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf
http://gimnazija-izdijankoveckoga-kc.skole.hr/upload/gimnazija-izdijankoveckoga-kc/multistatic/748/Problem-Solving_Strategies_Engel.pdf

Dio

Projekti na Ljetnom kampu
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21. Poglavlje
Projekti

21.1. O projektima

Projekt je aktivnost u kojoj jedan ili vise mentora u grupama od 2 do 6 ucenika (ovisno o zainteresiranosti
ucenika za pojedini projekt) obraduje kroz par popodneva detaljnije neku temu. Na ovogodisnjem je kampu
bilo ponudeno sveukupno 8 projekata - 3 na prvom i 5 na drugom terminu.

Vecina projekata moze se svrstati u sljedece tri kategorije: natjecateljski, projekt iz primijenjene matematike,
te takozvani "faksovski", gdje se uCenici upoznaju s temama sa studija matematike. Projekti se odrzavaju kako
bi se ucCenici upoznali sa Sirokim rasponom matematickih tema.

21.2. Popis projekata

21.2.1 Kiriptografija
Vrsta: primjena Predavac: Lucija Reli¢

Na ovom projektu, kao Sto mu i samo ime kaze, bavili smo se kriptografijom i pomalo kriptoanalizom, a u tome
nam je pomoglo poznavanje kongruencija.

Kriptografija je znanstvena disciplina koja proucava metode za slanje poruka u takvom obliku da ih samo onaj
kome su namijenjene moze procitati, odnosno metode Sifriranja poruke koristeéi klju¢ kako bismo dobili Sifrat
(poruku namijenjenu odredenoj osobi koja ju pomocu svog kljuéa moze desifrirati). Kriptoaliza proucava pos-
tupke za otkrivanje izvorne poruke iz Sifrata bez poznavanja konkretnog nacina kako je iz izvornog teksta nastao
sifrat, tj. bez poznavanja kljuca.

Da bi mogli lakSe razumijeti neke metode Sifriranja prvo smo se pozabavili kongruencijama. Kongruencije su
usko vezane uz pojam djeljivosti; neka dva cijela broja a i b su kongruentna modulo n (za n prirodan broj) ako
n dijeli a — b, Sto vrijedi ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju sa n. Pise se a = b (mod n).
Upoznali smo se i s osnovnim svojstvima kongruencija, kao i sa Malim Fermatovim teoremom koji kaze da za
a cijeli broj, p prost i takvi da p ne dijeli a vrijedi a?~! =1 (mod p).

Nakon nekoliko razli¢itih zadataka bili smo spremni za Sifre. Svakom slovu abecede (uglavnom smo koristili
englesku abecedu koja ima 26 slova) pridruzili smo broj izmedu 0 i 25 ukljuéivo.

Procili smo nekoliko $ifri, nacin Sifriranja i deSifriranja te prednosti i mane u usporedbi s ostalim Siframa.
Sifriranje i degifriranje su zapravo funkcije ex i dx koje svakom broju koje je pridruzeno slovu izvorne poruke
daju neki drugi broj (koriste¢i klju¢, odnosno kljuceve) koji onda natrag prevedemo u pripadajuée slovo. Sifre
koje smo promatrali su sljedece:

e Cezarova Sifra - ona je najjednostavnija i znali smo ju veé od prije, a zahtijeva samo jedan klju¢ K
ex(x) =z + K (mod 26)

« afina Sifra - slicna Cezarovoj, koristi kljuceve A i B pri ¢emu A i 26 moraju biti relativno prosti, inace ju
ne mozemo desifrirati
eap(x) = Az + B (mod 26)

e Vigenerova Sifra - ova sifra sastoji se od m Cezarovih Sifri; svako m-to slovo Sifrira se s istim kljucem, ali
kljucevi su opéenito medusobno razli¢iti
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o opcenita supstitucijska sifra - klju¢ je cijela permutacija i svakom slovu se bijektivno pridruzi slovo u
Sifratu, opéenito bez odredenog pravila

o transpozicijska Sifra - tu nema zamjene slova, samo se radi anagram po odredenom pravilu, izvorna poruka
zapise se u pravokutnik po redcima, a zatim se poruka ¢ita po stupcima, ali s promijenjenim poretkom
stupaca

Spomenuli smo jos i Hillovu i Playfairovu Sifru, ali nismo se njima puno bavili.

Malo smo se igrali i s kriptoanalizom. Uz poznavanje samo nacina Sifriranja, ali ne i konkretnog kljuca, poku-
sali smo desifrirati neke pojmove. Koristili smo razne alate, ali najzanimljivija nam je bila analiza frekvencije
slova. Npr. ako smo u sifratu imali puno jednakih slova isprobavali smo kljuceve koji su nam dali da je to slovo
neko od najéeséih u hrvatskom jeziku (to su a, i, o, e, n...). Nekada nam je pomogla i analiza bigrama i trigrama.

Bududéi da je projekt djelomic¢no inspiriran filmom Imitation game, napravili smo malo natjecanje u kojemu smo
primjenjivali sifriranje i desifriranje pomoc¢u nekih Sifri koje smo prije radili i tako na zabavan nacin zaokruzili
projekt. Napravili smo podjelu na Britance, Berlin i podmornice i nauéili raditi razmjenu kljuc¢a (naravno, tu
smo opet koristili kongruencije). Igrali smo 3 kruga koristeéi razlicite Sifre (Cezarovu, afinu i Vigenerovu), a
pobjedu su odnijeli Britanci.

21.2.2 Hadamardove matrice

Vrsta: fakultetski/natjecateljski Predavac: Maja Drmac

Na ovom projektu smo se bavili matricama i operacijama s matricama, Hadamardovim matricama i njihovim
svojstvima te njihovom primjenom u error correctingu i enkripciji.

Naudili smo Sto su matrice, kako ih ozna¢avamo, operacije s njima (zbrajanje, mnozenje, Kroneckerov produkt)
i svojstva nekih karakteristicnih matrica poput jedini¢ne, transponirane, inverzne i nul matrice.

Hadamardova matrica reda m je (m x m) matrica H,, = [h;] gdje je hi; € {—1,1} i za koju vrijedi H'H =
HHT = mlI,,, gdje je I, (m x m) jedini¢na matrica.

Dokazali smo da ako za prirodan m postoji Hadamardova matrica reda m, onda je m =1, m =2 ilim =0
(mod 4), ali jos nije dokazano da za svaki m =0 (mod 4) postoji Hadamardova matrica. Vrijednosti za koje se
trenutno pokusava naéi su 668, 716, 892, 1004, ...

Postoje razni nac¢ini kako konstruirati Hadamardove matrice. Mi smo promatrali Sylvesterove konstrukcije: ako
su H,, i H, Hadamardove matrice, onda je H,, ® H,, isto Hadamardova matrica.

Vecéi dio projekta smo se bavili prou¢avanjem primjene ovih matrica u enkripciji i ispravljanju gresaka u pri-
jenosu binarnih kodova na velikoj udaljenosti. Najvise nas je zanimao kod koristen 1970-ih koji je koristila
letjelica Mariner 9 da bi mogla slati crno bijele slike Marsove atmosfere na TV prijenosu uzivo. Put od Marsa
do Zemlje je dugacak i nesiguran te signal nije uvijek jak, jos moze doé¢i do svakakvih elektronickih smetnji,
pa je za ocekivati da ¢e doci do gresaka u prijenosu. Trebalo je uzeti u obzir i ¢injenicu da je Mariner 9 mala
letjelica koja ne moze drzati puno podataka. Koristen je kod sac¢injen od matrica Hss i —H3o i uz pomo¢ njega
smo desifrirali dolazeéi signal i ispravljali greske ukoliko je to bilo moguce. Osim ovoga, naucili smo nesto o
teoriji binarnih kodova ($to je binarni kod, Hammingova udaljenost i tezina) te smo promatrali jednostavne
optimizacijske algoritme pri Sifriranju matrica, tzv. osnovnih slika.

181
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21.2.3 Teorija grafova

Vrsta: natjecateljski Predavac: Andrija Tomorad

Sadrzaj ovog projekta je podrucje kombinatorike, teorija grafova. Projekt bi se mogao podijeliti na dva dijela,
teoriju i zadatke. Prvo smo se bavili zna¢ajnim pojmovima i teoremima. Najosnovni pojam nam je graf, tj. skup
objekata (vrhova) i veza izmedu njih (bridova), npr. gradovi i ceste izmedu njih, osobe i njihova poznanstva
ili toc¢ke u ravnini i duzine izmedu njih... Ostali vazni pojmovi su npr. planarni graf (koji mozemo nacrtati u
ravnini tako da se bridovi ne sijeku), stupanj vrha, Setnja, put, ciklus, staza, stablo,... Osim dokazivanja nekih
lema o osnovnim pojmovima, rijesili smo poznati problem s mostovima u Koénigsbergu, zatim smo definirali
dualni graf te dokazali i primjenjivali Eulerovu formulu na planarnom grafu (za to su nam motivacija bili
poliedri, posebno Platonova tijela). Nakon toga smo definirali bipartitnost (motivacija su crna i bijela polja
sahovske ploce i kretanje skakaca, istobojna polja, tj. vrhovi grafa, nisu povezana), te smo proucavali kako bi
bilo da imamo vise od dvije boje na planarnom grafu, te uz pomoé¢ Eulerove formule dokazali teorem o pet
boja. RijeSavali smo i natjecateljske zadatke (na razini drzavnog natjecanja i teze), npr. drz. 2017 2.A, 5. zad.
(jedan od najslabije rijeSenih zadataka na drzavnom natjecanju). Cilj tih zadataka, osim proucavanja samog
podrudja teorije grafova, je i razvoj kreativnosti u rjesavanju zadataka (npr. ¢esto bude tesko zapoceti zadatak
ili iz promatranja jednostavnih primjera uociti nesto vazno i tako odrediti cilj) jer se Cesto rijesavaju dinamicki,
npr. dodavanje i brisanje bridova, promatranje vrha s ekstremnim brojem bridova, itd.

21.2.4 Fleksagoni

Vrsta: primjena Predavac: Patricija Dovijani¢

Na ovom projektu bavili smo se proucavanjem fleksagona. Fleksagoni su papirnate igracke u obliku pravilnih
mnogokuta koje se mogu presavijati tako da osim prednje i straznje strane postanu vidljive i one skrivene.

Na pocetku projekta ucili smo o grafovima te smo pomocu njih prikazali odnose medu razli¢itim stranama
fleksagona. Zatim smo promatrali okretanje i presavijanje fleskagona kao funkcije te koriste¢i osnovno znanje o
funkcijama uocavali neke pravilnosti. Na kraju smo ucili o grupama i zakljucili da, oznac¢imo li odredene strane
fleksagona, one s operacijom presavijanja ¢ine grupu.

Fleksagoni su se pokazali kao odlicno pomagalo pri ucenju o grafovima, funkcijama i grupama, a za uspomenu
su nam ostali brojni fleksagoni i patlidzani.
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21.2.5 Modalna logika

Vrsta: fakultetski/primjena Predavac: Nika Utrobici¢

Na ovom smo se projektu upoznali s logikama prvog reda te modalnim logikama, naucili smo dokazivati meto-
dom prirodne dedukcije, upoznali smo se s aksiomatskim sustavima logika prvog reda te aksiomatskim sustavima
u modalnim logikama te smo ih primjenjivali na zadatke. Na projektu su sudjelovali Andrija Adamovié¢, Borna
Banjanin, Matej Cvitkovi¢ i Petra Grubisié¢, a vodila ga je Nika Utrobici¢.

Prvi dan projekta smo se upoznali s osnovama propozicijske, predikatne i modalne logike (naucili smo s$to znace
veznici, prevodili smo recenice i naudili semantiku moguéih svjetova), te smo uéili prirodnu dedukciju.

Drugi smo dan vjezbali zadatke iz prirodne dedukcije.

Tre¢i smo se dan upoznali s aksiomatskim sustavom propozicijske i predikatne logike te dokazivali tvrdnje ko-
riste¢i samo pravila i aksiome: pola smo dana dokazivali da iz A slijedi A.

Cetvrti smo dan proudili razne aksiomatske sustave u modalnoj logici: K, D, T, B, S4 i S5, te u njima dokazivali
tvrdnje.

Logi¢no, logika nema smisla.
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21.2.6 Primjena vjerojatnosti u (netipi¢nim) igrama
Vrsta: primjena Predavac: Luka Banovi¢
Cilj ovog projekta bio je nauciti osnove vjerojatnosti.

Kao uvod u projekt smo obradili osnove prebrojavanja, nakon ¢ega smo se upoznali s vjerojatnoséu u par
tocaka. Zapoceli smo s jednostavnim primjerima, a zatim smo se upoznali sa zahtjevnijim zadatcima koji
koriste uvjetnu vjerojatnost, formulu potpune vjerojatnosti i Bayesovu formulu. Stec¢eno znanje primijenili smo
pri igranju Rizika i Liar’s Dicea. Za kraj smo obradili podatke dobivene tijekom igranja i usporedili ih s veé
izracunatim rezultatima pokusa.

21.2.7 Funkcijske
Vrsta: natjecateljski Predavaci: Mislav Brneti¢, David Mikul¢i¢

Cilj naseg projekta bio je obraditi i uvjezbati funkcijske jednadzbe.

Krenuli smo s osnovnim tehnikama, a zatim neke specificne funkcijske jednadzbe poput Cauchyeve i Jensenove.
Dosli smo do tezih funkcijskih jednadzbi koje se rjesavaju zahtjevnijim tehnikama.

Prvi dan smo definirali funkciju i osnovne pojmove vezane za funkciju, poput injekcije, surjekcije i bijekcije.
Zatim smo poceli rjesavati lakSe zadatke uvrstavanjem vrijednosti.

Drugi dan smo obradili Cauchyevu i Jensenovu funkcijsku jednadzbu, odredili njihova rjesenja i rjesavali zadatke
koji se svode na njih.

Posebno smo promatrali funkcijske jednadzbe u prebrojivim skupovima N,Z i Q.

Rjesavali smo izazovne zadatke s raznih nacionalnih i medunarodnih natjecanja i olimpijada (primjerice IMO,

USAMO, ELMO).

21.2.8 PCA

Vrsta: primjena Predavac: Al Depope

Cilj projekta bio je razumjeti matematicku podlogu metode glavnih komponenata (PCA) i primjeniti je za
komprimiranje slike.

Upoznali smo se s osnovama linearne algebre i statistike. Iz linearne algebre naucili smo Sto su matrice, vektori,

definiciju skalarnog produkta i norme, sto su svojstvene vrijednosti, svojstveni vektori te determinanta matrice.

Zatim smo iz statistike obradili pojmove poput srednje vrijednosti, standardne devijacije, kovarijance i varijance.

Potom smo kombinirajuéi znanja iz tih podrucja izveli PCA metodu koju smo implementacijom u pythonu pri-

mjenili za komprimiranje slika rukom pisanih znamenki. Radili smo na MNIST datasetu (http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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22. Poglavlje

Zavrsno

22.1. Zahvale

U okolnostima koje su nas sve snasle ove godine, organizacija Ljetnog kampa bila je zahtjevnija i viSe nepre-
dvidljiva nego inace. Zbog toga smo iznimno zahvalni svima koji su nam u tome pomogli na bilo koji nacin.
Ovim putem htjeli bismo zahvaliti svima koji su prepoznali nas rad i nesebi¢no nam pomogli u organizaciji jos
jednog nesto drugacijeg, ali nista manje uspjesnog Ljetnog kampa.

Posebno zelimo zahvaliti nasim domac¢inima, Uc¢enickom domu Ogulin i Puc¢kom otvorenom ucilistu Ogulin, koji
su nam, unato¢ otezanim uvjetima zbog pandemije koronavirusa, odludili izaé¢i u susret te omoguéiti ugodan,
poucan i siguran boravak u Ogulinu. Zahvaljujemo i Gradu Ogulinu te gradonacelniku Daliboru Domitrovic¢u
koji su nam uvelike pomogli u organizaciji prostora za odrzavanje nasih aktivnosti.

Nadalje, zelimo iskreno zahvaliti Ministarstvu znanosti i obrazovanja, nasem sponzoru. Omogudili ste da se
kamp odrzi, ali i da bude sufinanciran ili besplatan mnogim nadarenim ucenicima. Hvala vam Sto ste prepoznali
vaznost naseg rada te svojim donacijama podrzali rad nase udruge.

Naravno, kamp ne bi bio mogu¢ bez svih mentora koji su organizirali i odrzali jos jedan Ljetni kamp. Zahva-
ljujemo im sto su svojim trudom svim polaznicima kampa pruzili program bogat aktivnostima i prilikama za
ucenje, prenijeli im svoje znanje i entuzijazam te ih, nadamo se, potaknuli na daljnje bavljenje matematikom i
kada kamp zavrsi.

Za kraj, zahvaljujemo svim ucenicima i roditeljima koji su prepoznali koliko je bitno zadrzati zelju za ucenjem
bez obzira na okolnosti. Hvala vam sto ste prepoznali vrijednost znanja i iskustava stecenih na matematickim
kampovima. Vas velik odaziv unato¢ pandemiji potvrduje da ono sto radimo u MNM-u i na Ljetnom kampu
zaista ¢ini razliku.

Veliko vam hvala na svemu!
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22.2. Kontakt

Ukoliko ste zainteresirani za nas rad ili bilo koji drugi oblik suradnje, slobodno nas kontaktirajte e-mailom.

Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldié¢"

e-mail: mnm@mnm.hr adresa: Zvonimira Rogoza 3, 10000 Zagreb

Ukoliko nam zelite pomo¢i simbolicnom donacijom, uplatu mozete izvrsiti na sljede¢i racun u Privrednoj banci
Zagreb:

IBAN HR5023400091110348338

Sve donacije iskoristit ¢e se iskljucivo za financiranje nasih projekata.
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